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Приводится эффективный признак квазиположительности зацеплений. В частности, доказано, что
если квазиположительное зацепление представимо альтернированной диаграммой, у которой нет
пары окружностей Зейферта, соединенных одним-единственным пересечением, то диаграмма по-
ложительна и, значит, зацепление сильно квазиположительно.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Коса из n нитей называется квазиположитель-

ной, если она является произведением кос, со-
пряженных стандартным образующим 
группы кос . Коса называется сильно квазипо-
ложительной, если она является произведением
кос вида , , где . Все
зацепления в данном сообщении предполагаются
ориентированными зацеплениями в трехмерной
сфере . Зацепление называется (сильно) квази-
положительным, если оно представимо (сильно)
квазиположительной косой. Этот класс зацеплений
очень важен для изучения плоских алгебраических
кривых. Как показано в [3], зацепление квазиполо-
жительно тогда и только тогда, когда оно высекает-
ся комплексной алгебраической кривой на стан-
дартно вложенной трехмерной сфере в . В [3]
также доказано, что зацепление, высекаемое ком-
плексной алгебраической кривой на любой гладко
вложенной трехмерной сфере, являющейся грани-
цей строго псевдовыпуклой области в , квази-
положительно. Критерии квазиположительности
играют существенную роль в изучении плоских
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вещественных алгебраических кривых (1-я часть
16-й проблемы Гильберта), см., например, [11].

Диаграмма зацепления называется положи-
тельной, если все ее пересечения положительны.
При устранении пересечений с учетом ориентаций
(т.е. при замене  или  на ) диаграмма рас-
падается на непересекающиеся простые замкнутые
кривые, которые называются окружностями Зей-
ферта, см., например, [9, 14, 15].

С. Баадер [1, с. 268, вопрос (4)] поставил вопрос:
Верно ли, что альтернированные квазиположитель-
ные зацепления имеют положительные диаграм-
мы? Заметим, что все положительные диаграммы
представляют сильно квазиположительные зацеп-
ления (см. [10, 13]) и что все альтернированные
сильно квазиположительные зацепления предста-
вимы положительными альтернированными диа-
граммами в силу [2, Cor. 7.3]. Отметим также, что
положительные альтернированные диаграммы
специальны (диаграмма называется специальной
[9], если ее окружности Зейферта ограничивают
непересекающиеся диски).

В настоящем сообщении мы на этот вопрос да-
ем утвердительный ответ для широкого класса аль-
тернированных зацеплений – для зацеплений, об-
ладающих альтернированной диаграммой, у ко-
торой число окружностей Зейферта равно брэйд-
индексу (т. е. минимально возможному числу ни-
тей представляющей косы). Такие диаграммы мы
будем называть диаграммами Дяо–Хетьея–Лю,
или DHL-диаграммами (а соответствующие за-
цепления – DHL-зацеплениями), так как эти ав-
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торы в работе [5] дали им следующую очень про-
стую и изящную характеризацию.

Т е о р е м а  1 [5, Thm. 1.1]. Альтернированная
диаграмма является DHL-диаграммой тогда и
только тогда, когда она не имеет пары окружно-
стей Зейферта, соединенных через одно-единствен-
ное пересечение.

Сформулируем основной результат сообще-
ния.

Т е о р е м а  2. Пусть D – DHL-диаграмма ква-
зиположительного зацепления. Тогда  положи-
тельна.

Доказательство этой теоремы получается сочета-
нием результатов из [6, 7, 9, 14, 15] (см. раздел 2).
Теоремы 1 и 2 позволяют без каких-либо вычис-
лений строить многочисленные примеры неква-
зиположительных зацеплений (см. рис. 1).

Поскольку все положительные диаграммы
представляют сильно квазиположительные за-
цепления (см. [10, 13]), мы получаем

С л е д с т в и е  1. Пусть L – DHL-зацепле-
ние.Тогда следующие условия эквивалентны:

(i)  квазиположительно;
(ii)  сильно квазиположительно;
(iii)  имеет положительную альтернированную

диаграмму.
В разделе 3 мы обобщаем теорему 2 на все аль-

тернированные зацепления, брэйд-индекс кото-
рых вычислен в [4]; см. теорему 4 и замечание 2.

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОЙ 
ТЕОРЕМЫ

Пусть  – связная диаграмма некоторого за-
цепления. Графом Зейферта диаграммы  назо-
вем граф , вершины которого отвечают окруж-
ностям Зейферта, а ребра – пересечениям. Опре-
делим знаки ребер как знаки соответствующих
пересечений. Диаграмма  называется редуциро-
ванной, если  не имеет ребер, удаление которых
делает граф  несвязным. Обозначим через 
сумму знаков всех ребер некоторого остовного де-
рева графа , и пусть  – сумма знаков пере-
сечений (writhe) диаграммы .
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Для зацепления  обозначим через  и 
его сигнатуру и дефект (nullity) – последний
определен как дефект симметризованной формы
Зейферта, отвечающей связной поверхности Зей-
ферта.

Т е о р е м а  3 (Traczyk [14]). Пусть D – связная
редуцированная альтернированная диаграмма за-
цепления . Тогда  и .

Данная формула для  приведена в [14,
Thm. 2(1)] (множитель 1/2 там ошибочен). То, что

 (эквивалентно, ), доказано в
[9, Lem. 5.1] и в приложении к статье [14]. Это так-
же легко вывести из [14, Thm. 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. Пусть D –
DHL-диаграмма квазиположительного зацепле-
ния L. Очевидно, что каждая компонента связно-
сти диаграммы D – тоже DHL-диаграмма, при-
чем она задает квазиположительное зацепление в
силу [12]. Поэтому мы будем рассматривать толь-
ко тот случай, когда D связна.

Обозначим брэйд-индекс зацепления  через
. По определению DHL-диаграмм, D имеет 

окружностей Зейферта. Следовательно, по [15,
Thm. 1] (см. обсуждение этой теоремы во введении
статьи [15]),  представима косой из  нитей ,
причем

(1)
Согласно [7, Thm. 1.2] L представима квазиполо-
жительной косой из n нитей . Неравенство Му-
расуги–Тристрама [9] для квазиположительной
косы можно записать следующим образом (см.
[11, Cor. 3.2]):

(2)
По теореме Дынникова–Прасолова [6] (обоб-

щенная гипотеза Джонса)

(3)
Заметим, что все DHL-диаграммы редуцирован-
ны. Поэтому из (1)–(3) и теоремы 3 вытекает, что

, откуда w(D) – d(D) ≤
≤  + w(D), т.е. . Напомним, что

 есть сумма знаков всех ребер остовного дере-
ва графа GD. Любое остовное дерево имеет n – 1

L σ( )L ( )Ln

L σ = −( ) ( ) ( )L d D w D =( ) 0Ln
σ( )L

=( ) 0Ln ≠det( ) 0L

L
n n

L n β1

β = .1( ) ( )w w D

β2

+ ≥ σ + − β .21 ( ) | ( )| ( )L L n wn

β = β1 2( ) ( ).w w

− ≤ − +| ( ) ( )| 1 ( )d D w D n w D
−1 n ≥ −( ) 1d D n
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Рис. 1. а – Пример зацепления, которое неквазиположительно по теоремам 1 и 2; б – его окружности Зейферта.

(a) (б)
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ребро, следовательно, все его ребра положитель-
ны. Поскольку каждое ребро графа GD лежит в не-
котором остовном дереве, мы заключаем, что все
пересечения в D положительны. Теорема 2 дока-
зана.

3. ОБОБЩЕНИЕ ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ
Пусть D – альтернированная диаграмма некото-

рого зацепления L. Обозначим через 
брэйд-индекс зацепления , а через  – чис-
ло окружностей Зейферта диаграммы D. Пусть d± =
=  – число ребер соответствующего знака в
остовном дереве графа GD, тем самым d = d(D) =

= .
Пусть  – коса из b нитей, задающая L. По тео-

реме Дынникова–Прасолова [6]  не зависит
от выбора косы , что позволяет нам определить
числа  как решения системы уравнений

З а м е ч а н и е  1. Определение чисел , дан-
ное в [4], не вполне ясно, однако во всех случаях,
когда эти числа найдены в [4], они совпадают с
нашими r±; ср. [4, Rem. 3.1–3.3].

Если D есть DHL-диаграмма, то 
(напомним, что в этом случае  по [15,
Thm. 1]), таким образом, следующее утверждение
обобщает теорему 2.

Т е о р е м а  4. Пусть D – редуцированная аль-
тернированная диаграмма квазиположительного
зацепления , причем

(4)
Тогда  положительна (а значит,  сильно квази-
положительно в силу [10, 13]).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку все рассуж-
дения почти те же, что и для теоремы 2, мы только
приведем заключительные вычисления. Итак, мы
имеем , следовательно,

откуда , и из этого вытекает требуемый
результат.

З а м е ч а н и е  2. Во всех случаях, когда брэйд-
индекс редуцированной альтернированной диа-
граммы вычислен в [4], имеет место неравенство
(4), в частности, оно выполнено для минималь-
ных диаграмм зацеплений с двумя мостами и для
альтернированных зацеплений Монтесиноса.

В о п р о с  1. Выполнено ли (4) для всех реду-
цированных альтернированных диаграмм?

З а м е ч а н и е  3. Тецуя Ито [8] обобщил тео-
рему 2 на однородные диаграммы, у которых чис-
ло окружностей Зейферта равно брэйд-индексу
(отметим, однако, что неизвестен алгоритм про-
верки этого условия). Некоторые другие близкие
вопросы также обсуждаются в [8].
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ON ALTERNATING QUASIPOSITIVE LINKS
S. Yu. Orevkova,b,c

a Steklov Mathematical Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
b L’universit´e Paul Sabatier, Toulouse, France
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Presented by Academician of the RAS V. A. Vasilyev

An effectively verifiable condition for quasipositivity of links is given. In particular, it is proven that if a qua-
sipositive link can be represented by an alternating diagram satisfying the condition that no pair of Seifert cir-
cles is connected by a single crossing, then the diagram is positive and the link is strongly quasipositive.

Keywords: quasipositive link, alternating link, Seifert circles
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