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В работе изучается асимптотическое поведение хроматического числа биномиального случайного
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1. ВВЕДЕНИЕ И ИСТОРИЯ ЗАДАЧИ

В работе изучается проблема теории случай-
ных гиперграфов, связанная с концентрацией
значений хроматического числа. Сначала напом-
ним ряд базовых определений.

В дискретной математике гиперграфом назы-
вается пара множеств  где  – это не-
которое конечное множество, элементы которого
называются вершинами гиперграфа, а E – это со-
вокупность подмножеств множества вершин V,
которые принято называются ребрами гипергра-
фа. Пусть  – это натуральное число, тогда гипер-
граф называется k-однородным, если каждое его
ребро состоит ровно из  вершин. Раскраской f
множества вершин гиперграфа  в 
цветов мы будем называть произвольное отобра-
жение вида . Раскраска вершин ги-
перграфа называется правильной, если в ней каж-
дое его ребро не является одноцветным, а содер-
жит вершины хотя бы двух различных цветов.
Наконец, хроматическим числом  гипергра-
фа  называется такое наименьшее количество

( )= , ,H V E V

k

k
= ,( )H V E ∈Nr

→ , ,…: {1 }f V r

χ( )H
H

цветов r, что для  существует правильная рас-
краска вершин в r цветов.

В настоящей работе исследуются хроматические
числа случайных гиперграфов. А именно, мы рас-
сматриваем классическую биномиальную модель
случайного гиперграфа , который пред-
ставляет собой схему Бернулли на множестве ребер
полного k-однородного гиперграфа  на n вер-
шинах, в которой каждое ребро  включается в

 в качестве ребра независимо от других с
вероятностью . При k = 2 случайный ги-
перграф  представляет собой известную
модель случайного графа , также известную
как модель Эрдеша–Реньи. Нас будет интересовать
асимптотическое поведение хроматического числа

 при фиксированном , стремящемся
к бесконечности  и некоторой функции .
Перейдем к обсуждению известных результатов от-
носительно .

Одним из фундаментальных результатов о хро-
матическом числе случайного графа является из-
вестная теорема Т. Лучака 1991 г. (см. [1]), которая
утверждает, что для любого фиксированного ε > 0
выполнено следующее: если функция  удо-
влетворяет условию , то существует такая
функция  с натуральными значениями,
что

(1)
Тем самым, при не слишком медленном убыва-
нии  хроматическое число случайного
графа  с вероятностью, стремящейся к еди-
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нице, сконцентрировано в некоторых двух сосед-
них значениях. Однако, несмотря на силу теоре-
мы Лучака, ее доказательство не позволяет явным
образом найти значение  из (1). В даль-
нейшем поиску данной функции для различных
функций  и вообще феномену концентра-
ции значений были посвящены работы Н. Алона
и М. Кривелевича [2], Д. Аклиоптаса и А. Наора
[3], А. Коджа-Оглана с различными соавторами
[4–6], С.А. Каргальцева, Д.А. Шабанова и
Т.М. Шайхеевой [7].

Хроматическое число случайного гиперграфа
 активно изучается с середины 80-х годов

прошлого века. Наиболее общий результат об
асимптотическом поведении  был по-
лучен М. Кривелевичем и Б. Судаковым в [8]. Од-
нако вопрос о концентрации значений хромати-
ческого числа в работе [8] не изучался. Одни из
первых результатов в этом направлении были по-
лучены в работе М. Дайера, А. Фриза и К. Грин-
хилл в 2015 г. [9]. Они рассматривали разрежен-
ный случай, когда число ребер в среднем линейно

по числу вершин, т.е.  для фиксирован-

ного c > 0. Авторами [9] было показано, что для
фиксированного натурального  выполнено
следующее:

1. Если , то

2. Если положить , то существует
такое , что при любом 

3. Величину  из предыдущего пункта можно
выбрать равной

(2)

Тем самым, Дайер, Фриз и Гринхилл установили,
что, как и для графов, в разреженном случае хро-
матическое число случайного гиперграфа скон-
центрировано в одном или двух соседних значе-
ниях. Учитывая (2), видно, что при больших зна-
чениях r длина интервала, в котором указаны два

значения хроматического числа, 

имеет асимптотический порядок , т.е. растет
с ростом r. В работах Д.А. Шабанова [10], а также
П. Эйра, А. Коджа-Оглана и К. Гринхилл [11] бы-
ло показано, что величину cr можно выбрать рав-

= ,( )h h n p
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ной , что дает ограничен-

ную длину отрезка неопределенности .

В заключении обзора имеющихся результатов
авторы хотели бы обратить внимание читателя на
работы о близких задачах о полноцветных и j-пра-
вильных раскрасках случайных гиперграфов, а
также раскрасках случайных кнезеровских гра-
фов и гиперграфов (см. [12–15]).

2. НОВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Целью настоящей работы было установление

феномена концентрации значений хроматическо-
го числа случайного гиперграфа  в нераз-

реженном случае, т.е. при , и получение

расширений результатов из [9–11] для разрежен-
ного случая.

Первый новый результат представлен в следу-
ющей теореме.

Т е о р е м а  1. Обозначим  и за-

фиксируем произвольное ε > 0. Если  и
, то для любой функции  с

условием

(3)

выполнено

Вторым и центральным результатом настоя-
щей работы является вторая теорема, позволяю-
щая найти верхнюю оценку хроматического чис-
ла  при не слишком медленно убываю-
щей функции .

Т е о р е м а  2. Пусть натуральное число  и

 фиксированы. Обозначим c = c(n) =

= . Если  и , то существу-

ет такая абсолютная константа , что для
любой функции  с условием

(4)

выполнено

Поймем, как с помощью теорем 1 и 2 можно
получить вывод о концентрации значений хрома-
тического числа случайного гиперграфа. Во-пер-
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вых, отметим, что параметр  по сути за-

меняет собой вероятность p, однозначно ее опреде-
ляя. Условие теоремы 2 на него жестче, требуется,

чтобы , т.е.  заведомо. Так что
предположим, что выполнены условия теоремы 2.

Введем величину rp = rp(n) = :

. Тогда, конечно,  – 1),

 и имеет место следующая картина.

1. В силу того, что , из
теоремы 1 сразу следует, что

2. В силу того, что c ≤ (rp + 1)k – 1 ln(rp +

+ 1) – , из теоремы 2 следует, что

3. Далее, если , то тео-
рема 1 утверждает, что

4. Наконец, если c <  –

‒ , то теорема 2 утверждает, что

В итоге мы получаем, что с вероятностью,
стремящейся к 1,

1) на полуинтервале вида ,

 хроматическое число слу-
чайного гиперграфа сконцентрировано в двух
значениях: rp и rp + 1;

2) на отрезке вида ,

 хроматическое число слу-
чайного гиперграфа сконцентрировано в трех
значениях: rp, rp + 1 и rp + 2;

3) на интервале вида ,

 хроматическое число случайного гипер-

графа сконцентрировано снова в двух значениях:
rp + 1 и rp + 2.
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Тем самым, лишь в промежутке ограниченной
длины мы имеем предельную концентрацию зна-
чений хроматического числа в трех числах, во всех
остальных случаях доказана концентрация в двух.

В последнем разделе работы мы прокомменти-
руем основные идеи доказательств теорем 1 и 2.

3. ИДЕИ ДОКАЗАТЕЛЬСТВ

Доказательства теорем 1 и 2 следуют общей
схеме обоснования результатов из работы [6], ко-
торая, в свою очередь, опирается на идеи из [1].
Утверждение теоремы 1 использует переход к
равномерной модели случайного гиперграфа, ме-
тод первого момента и аппроксимацию биноми-
ального распределения. Поговорим более деталь-
но о доказательстве теоремы 2.

Важнейшим инструментом, который позво-
лил доказать теорему 2, является следующий ре-
зультат о дважды стохастических матрицах, полу-
ченный в [10]. Опишем данный результат. Пусть

 – натуральное число. Рассмотрим множе-
ство  матриц размера r × r, которые удовлетво-
ряют следующим свойствам: для любой M = (mij:

 и

1) для любых  выполнено ;

2) для любого  выполнено ;

3) для любого  выполнено .

Далее, для каждой  введем три функции:

и , где d > 0 – некоторое
положительное число. В работе [10] было получе-
на следующая лемма (см. утверждение 1 в [10]).

Л е м м а  1. Существуют такие абсолютные
константы  и A > 0, что для любых ,

 и  мак-

симальное значение функции  достигается
при M = Jr, где Jr – это матрица размера r × r, все
элементы которой равны 1/r2.
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Лемма 1 в сочетании с методом второго мо-
мента позволяет получить нижнюю оценку веро-
ятности наличия правильной раскраски в r цветов
у . Отметим, что теорему 2 достаточно
доказать при r = rp. Выполнена

Л е м м а  2. Пусть выполнены условия теоремы 2
и r = rp. Тогда

Применяя дополнительно хорошо известные
оценки вероятностей больших уклонений для
мартингалов с ограниченными мартингальными
разностями, можно показать, что большую часть
гиперграфа  можно правильно раскра-
сить в r цветов. Более точно, выполнена

Л е м м а  3. Пусть выполнены условия теоремы 2 и
r = rp. Тогда с вероятностью, стремящейся к 1, суще-
ствует такое подмножество вершин ,
p)), что  и подгиперграф, инду-
цированный на , можно правильно
раскрасить в  цветов.

По сути, остается разобраться с раскраской
“плохого” набора вершин U0. В силу того, что
мощность U0 невелика, внутри него не найдется
плотных подгиперграфов, и, значит, хроматиче-
ское число индуцированного подгиперграфа огра-
ничено. Сформулируем точное утверждение.

Л е м м а  4. Пусть выполнены условия теоремы 2.
Выберем фиксированное  так, чтобы

. Тогда с вероятностью, стремя-
щейся к 1, любое подмножество вершин  случайно-
го гиперграфа  с условием

содержит внутри себя не более  ре-

бер .
С помощью лемм 2–4 несложно завершить до-

казательство. Мы строим такое множество U, удо-
влетворяющее лемме 4, которое, с одной сторо-
ны, включает в себя множество  из леммы 3, а с
другой – все вершины из , которые
содержатся в ребре хотя бы с одной вершиной из U,
образуют независимое множество W. Тогда подги-
перграф, индуцированный на U, можно правильно
раскрасить в цвета {1, 2, 3}, вершины из независимо-
го множества W в цвет r + 1, а оставшийся подгипер-
граф, индуцированный на ,

можно правильно раскрасить в цвета {1, 2, …, r} в си-
лу леммы 4.
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The asymptotic behaviour of the chromatic number of the binomial random hypergraph  for fixed
, for n tending to infinity and for some function  is studied. For not very slowly decreasing func-

tion  we prove that the chromatic number of the random hypergraph  is concentrated in
two or three consecutive values which can be found explicitly as functions of n, p, k.
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