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Пусть q – натуральное число. Положим eq(a) =

=  и для целого a

Для натурального 

есть число разбиений q на k сомножителей и τ(q) =
= .

Пусть  и d – целые, . При изуче-
нии асимптотического поведения средних

(см., например, [1]) возникает необходимость в
оценке сумм

 π 
 

exp 2  ai
q

( )

( )
( )

δ = =

≡=  ≡


mod 

1( ) ( )

1, если   0 mod  ;
0, если  / 0 mod  .

q q
b q

a e ab
q

a q
a q

≥ 2k

( )
= …

τ = 
1  

1
k

k
q q q

q

τ2( )q

+…1 1,  ,  km m ≥ 1P

( )
< ≤

≡

τ
0

     (mod  )

k
n P

n d q

n

( )+… =1 1,  ,  ;kH m m q

( )+

+ + +
…

= + … + − … =
1 1

1 1 1 1 1 1
,   ,    mod   

1 ( )
k

q k k k
a a q

e m a m a a a
q

З а м е ч а н и е  1. Из определения следует, что
величина  не меняется при любой
перестановке параметров . В частном
случае  сумма

называется k-мерной суммой Клостермана. Знак
звездочки означает, что суммирование проводит-
ся по ai (mod q) с  и

.

Двумерную сумму называют просто суммой Кло-
стермана.

В работе [2] было доказано тождество

(1)

которое при   и d = n превращается в
тождество Сельберга

(2)

Оно без доказательства впервые было опублико-
вано в [3] и переоткрыто в [4] с доказательством,
основанным на соотношении мультипликатив-
ности для операторов Гекке из теории автоморф-
ных функций. Позднее в [5] было предложено
элементарное доказательство.
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В работе [6] доказано неравенство

(3)

с . При d = 1 оно превращается
в неравенство

(4)

из работы [7].
В настоящей работе доказываются трехмерные

аналоги тождеств Хис-Брауна (1) и Сельберга (2).
Т е о р е м а  1. Для любых целых m1, m2, m3 и d

где μ(r) – функция Мёбиуса и суммирование прово-
дится по натуральным l, t и r, для которых

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выделив отдельно сум-

мирование по a1, с помощью замен 

 получим

С помощью тождества (1) последнее выражение
преобразуется к виду
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Осталось только воспользоваться следующим
утверждением.

Л е м м а. Пусть t\q и  – периодическая
функция с периодом q/t. Тогда для любого целого m

Д о к а з а т е л ь с т в о. С помощью функции
δq(a) получаем

Произведя замену , получим
утверждение леммы.

Тем самым теорема 1 полностью доказана.
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БЫКОВСКИЙ, УСТИНОВ

Принимая во внимание замечание 1, получим
равенство  = . При-
меняя к  теорему 1, получим трех-
мерный аналог тождества Сельберга.

Т е о р е м а  2. Для любых целых  и 

где суммирование проводится по всем натураль-
ным l и t, для которых , m2, m3, q),

,  и 

З а м е ч а н и е  2. Многомерный аналог тожде-
ства Сельберга из работы [5] ошибочен. Его дока-
зательство основано на лемме (с. 318), которая
при простом q = d приводит к неверному равен-
ству

З а м е ч а н и е  3. Из результатов работы [8] с
помощью теорем 1 и 2 получается аналог нера-
венства (3)

где q' = НОД(d, q). При d = 1 оно превращается в
аналог неравенства (4)
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