
9

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2020, том 494,
с. 9–13

КОМБИНИРОВАННАЯ МНОГОМЕРНАЯ БИКОМПАКТНАЯ СХЕМА, 
ИМЕЮЩАЯ ПОВЫШЕННУЮ ТОЧНОСТЬ В ОБЛАСТЯХ ВЛИЯНИЯ 

НЕСТАЦИОНАРНЫХ УДАРНЫХ ВОЛН
© 2020 г.   М. Д. Брагин1,2,*, Б. В. Рогов1,**

Представлено академиком РАН Б.Н. Четверушкиным 06.07.2020 г.
Поступило 06.07.2020 г.

После доработки 06.07.2020 г.
Принято к публикации 24.08.2020 г.

Впервые предложен метод построения многомерной комбинированной схемы сквозного счета, ко-
торая монотонно локализует фронты ударных волн и одновременно имеет повышенную точность в
областях гладкости рассчитываемых обобщенных решений. Решение комбинированной схемы в
этом методе строится на основе монотонных решений бикомпактной схемы первого порядка ап-
проксимации по времени и четвертого порядка аппроксимации по пространству, полученных для
разных временных шагов во всей расчетной области. Такой метод построения является существен-
но более простым по сравнению с другими методами построения комбинированных схем с подоб-
ными свойствами. Приведены результаты тестовых расчетов, демонстрирующие высокую точность
предложенной комбинированной схемы при счете многомерного течения с ударными волнами.
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1. В работах [1, 2] было показано, что NFC
(Nonlinear Flux Correction) схемы сквозного сче-
та, к которым относятся MUSCL-схемы, TVD-
схемы, WENO-схемы, DG-схемы, САВARET-
схемы (ссылки на эти схемы см., например, в [2]),
имеют не более чем первый порядок локальной
сходимости в областях влияния ударных волн.
В [1–4] установлена причина падения порядка
сходимости NFC-схем до первого. Она связана с
тем, что в NFC-схемах коррекция численных по-
токов приводит к снижению их гладкости и, как
следствие, снижению порядка аппроксимации
ε-условий Гюгонио на фронтах ударных волн [1].

В работе [3] было предложено решение про-
блемы, связанной с понижением порядка точно-
сти схем сквозного счета в областях влияния
ударных волн. Оно заключается в построении
комбинированных схем сквозного счета, которые
монотонно локализуют фронты ударных волн и

одновременно имеют повышенную точность в
областях гладкости рассчитываемых обобщенных
решений. Решение в комбинированной схеме
строится путем коррекции решения базисной не-
монотонной схемы, которое находится во всей
расчетной области и имеет повышенный порядок
сходимости в областях влияния ударных волн, где
решение является гладким. В областях больших
градиентов, где решение базисной схемы имеет
нефизические осцилляции, оно корректируется
путем численного решения внутренних началь-
но-краевых задач по одной из NFC-схем. Комби-
нированная схема [3] состояла из разнородных
схем: в качестве базисной использовалась неяв-
ная симметричная компактная схема третьего по-
рядка слабой аппроксимации, а в качестве внут-
ренней NFC-схемы – монотонизированный ва-
риант явной схемы CABARET второго порядка
точности на гладких решениях. Недостаток, свя-
занный с указанной разнородностью схем, был
устранен в работах [4, 5], где базисная и внутрен-
няя схемы были немонотонным и монотонизиро-
ванным вариантами разрывного метода Галёрки-
на и бикомпактной схемы [6] соответственно.
В работах [3–5] свойства комбинированных схем
демонстрировались на примере модельной одно-
мерной задачи Коши для системы уравнений пер-
вого приближения теории мелкой воды. Среди
предложенных способов построения комбиниро-
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ванных схем [3–5] способ [5] является наименее
трудоемким, поскольку для его реализации не
требуется решать внутренние начально-краевые
задачи в отличие от способов [3, 4], где эти задачи
необходимо численно решать с помощью одной
из NFC-схем. В настоящей работе способ постро-
ения комбинированной схемы [5] для численного
решения одномерных задач для систем уравне-
ний гиперболического типа впервые обобщается
на многомерные задачи. Повышенный (второй)
порядок сходимости комбинированной схемы,
построенной по предложенному способу, пока-
зывается на примере модельной периодической
задачи Коши для системы двумерных уравнений
первого приближения теории мелкой воды с раз-
рывным решением.

2. Для квазилинейной гиперболической систе-
мы законов сохранения

(1)

рассмотрим задачу Коши на временном интерва-
ле  с периодическими начальными усло-
виями

(2)

где символ ;  – искомая, а f(u),
g(u) – заданные вектор-функции из m компонент;
X > 0, Y > 0 – периоды.

Полудискретная бикомпактная схема четвер-
того порядка аппроксимации по x, y для системы
(1) имеет вид (см. [6])

(3)

где  – мультииндекс, j = 0, 1, ...
..., , , Nx и Ny – число ячеек
на отрезке оси Ox с длиной X и отрезке оси Oy с
длиной Y соответственно. Разностные операторы

, ,  с верхним индексом x действуют толь-
ко на первый индекс j + 1/2 сеточной функции uC
и для произвольной сеточной функции U опреде-
ляются так:
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где  – в общем случае перемен-
ный шаг сетки по x, обозначаемый далее как hx.

Разностные операторы , ,  с верхним индек-
сом y действуют только на второй индекс k + 1/2
сеточной функции uC и определяются по форму-
лам (4), в которых j нужно заменить на k, а x – на y.
Шаг сетки  по переменной y да-
лее будем обозначать как hy.

Система четырех обыкновенных дифференци-
альных уравнений (ОДУ) (3) решается относитель-
но четырех сеточных функций , ,

, , определенных при целых xj,
yk и полуцелых , yk + 1/2 = (yk +
+  значениях независимых переменных x и y.

Начальные условия (2) для функций ,
, ,  будут следующими:

Граничные условия периодичности для сеточных
функций , ,  имеют вид

Дисперсионные свойства бездиссипативной по-
лудискретной схемы (3) в линейном приближе-
нии исследованы в работе [7], где показано, что
эта схема имеет улучшенные дисперсионные
свойства по сравнению с известными компакт-
ными схемами того же порядка аппроксимации, а
также имеет незначительную анизотропию во
всем диапазоне длин волн, разрешимых на про-
странственной сетке.

3. Полностью дискретные бикомпактные схе-
мы получаются путем применения какого-либо
устойчивого численного метода интегрирования
по времени к системе ОДУ (3). В данной работе
рассмотрены две такие схемы.

Первая из схем, далее обозначаемая как
DIRK1B4, получается путем интегрирования урав-
нений (3) по неявному методу Эйлера. Она имеет
погрешность аппроксимации , является аб-
солютно устойчивой и консервативной [6, 8, 9].
В работах [8, 9] исследованы дисперсионные и
диссипативные свойства, а также свойства моно-
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тонности схемы DIRK1B4. Аналитически доказа-
но, что эта схема для линейного скалярного одно-
мерного уравнения переноса является монотон-
ной по Годунову при числе Куранта .
Численный эксперимент [8] показал, что схема
DIRK1B4 для квазилинейного одномерного урав-
нения Хопфа монотонна, если локальное число
Куранта .

Численные решения второй схемы, обознача-
емой как Rich2B4, получаются уточнением раз-
ностных решений схемы DIRK1B4 со вторым по-
рядком точности по времени методом экстрапо-
ляции Ричардсона. Для этого проводятся два
вычисления во всей расчетной области по схеме
DIRK1B4 на сетках с временными шагами  и

. При сгущении пространственно-временной
сетки поддерживается постоянство величины от-
ношения шагов . Решение экстраполяци-
онной бикомпактной схемы Rich2B4 в момент
времени  рассчитывается по формуле:

где первый параметр сеточной функции  ука-
зывает на схему, а второй – на временной шаг
сетки, на которой определяется решение.

4. Из рассмотренных выше бикомпактных схем
построим комбинированную схему, монотонно
локализующую фронты ударных волн и имеющую
повышенную точность в областях гладкости рас-
считываемых обобщенных решений. При этом бу-
дем следовать концепции [3], в которой решение
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τ
τ/2

= τ/r h

= τnt n

αβ αβ

αβ

τ = τ −
− τ

α = + β = +

(Rich2B4; ) 2 (DIRK1B4; /2)

(DIRK1B4; ),
, 1/2, , 1/2,

n n

n

j j k k

u u

u

αβ
nu

базисной схемы повышенного порядка сходимо-
сти корректируется в окрестности ударных волн с
помощью монотонной внутренней схемы.

Решение двумерной комбинированной схемы
CombinB4 зададим по формулам, которые были
использованы для построения одномерной ком-
бинированной схемы [5]:

(5)
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Рис. 1. Картина изолиний глубины H в момент време-
ни T = 0.5.
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Рис. 2. Картина изолиний глубины H в момент време-
ни T = 1.0.
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Рис. 3. Картина локальных порядков сходимости ре-
шения комбинированной бикомпактной схемы для
глубины H в момент времени T = 1.0.
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(6)

где us – s-я компонента искомой вектор-функции u,
C > 0 – задаваемый параметр комбинированной
схемы, Ω – пространственная сетка в расчетной
области в текущий момент времени t. В формулах
(5), (6) us, ,  – это сеточные функции, у кото-
рых опущены нижние пространственные индек-
сы α, β и верхний временной индекс n, поскольку
эти формулы задают локальные в пространстве и
во времени связи между указанными сеточными
функциями. Согласно формулам (5), (6), базис-
ной схемой в предложенной комбинированной
схеме является бикомпактная схема Rich2B4, а
решение внутренней схемы, область определения
которого расположена в окрестности фронта
ударной волны и задается неравенством

, является нелинейной комбинацией
решений бикомпактных схем DIRK1B4 и
Rich2B4.

5. В качестве конкретной гиперболической си-
стемы (1) возьмем систему двумерных уравнений
первого приближения теории мелкой воды [10]
без учета донного трения, для которой

(7)
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где H – глубина, U, V – x- и y-компоненты вектора
скорости жидкости, g – ускорение свободного па-
дения (в расчетах полагалось, что g = 10). Перио-
дические начальные условия (2) для системы (1),
(7) задаются так:

(8)

где a = 2, b = 10, X = Y = 10.
Результаты расчета задачи Коши (1), (7), (8)

для момента времени T = 0.5 представлены на
рис. 1, а для момента времени T = 1.0 – на рис. 2–4.

На рис. 1 и 2 показаны изолинии глубины H,
рассчитанной по комбинированной схеме с пара-
метром C = 0.01 (см. (6)) на сетке в области
(x, y) ∈ (0, 10) × (0, 10) с N = Nx = Ny = 400. Шаг
между изолиниями величины H равен 0.125 на
рис. 1 и 0.15 на рис. 2. Видно, что решение для H при
T = 0.5 является гладким, в этом случае решение
комбинированной схемы совпадает с решением
схемы Rich2B4. Из рис. 2 видно, что на момент
времени T = 1.0 сформировались два фронта раз-
рыва глубины H. Компоненты скоростей этих
фронтов положительны. Оценки показывают,
что область влияния этих фронтов разрыва в мо-
мент времени T = 1.0 охватывает все показанные
на рисунке области за фронтами.

На рис. 3 приведена картина локальных поряд-
ков сходимости p решения комбинированной схе-
мы для величины H. Эти порядки определялись по
методу Рунге, подробно описанному в [11], на ос-
новании расчетов на трех вложенных сетках с N =
= 100, 200 и 400. Из рис. 3 видно, что практически
во всей области влияния фронтов разрыва, где ре-
шение является гладким, порядок сходимости
комбинированной бикомпактной схемы близок
ко второму.

Профили глубины H, рассчитанной по немо-
нотонной схеме Rich2B4 и комбинированной
схеме CombinB4 на сетке с N = 400, показаны на
рис. 4 вдоль прямой x – y = 0 в момент времени
T = 1.0. Видно, что комбинированная схема дает
монотонный профиль H, а схема Rich2B4 второго
порядка аппроксимации по времени дает про-
филь с немонотонностями, локализованными
вблизи фронтов разрыва величины H. На рис. 4
также показаны локальные порядки сходимости
монотонной комбинированной схемы для каждо-
го 8-го узла. Видно, что в бóльшей части области
влияния фронтов разрыва глубины H комбини-
рованная схема имеет повышенный (выше перво-
го) порядок сходимости. Из рисунка также видно,
что локальная по пространству монотонизация,

( )
( )

( ) ( )( )

ππ π= = + +

ππ π = + + + ×
  
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2 2
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yxH x y a b
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Рис. 4. Профили глубины H вдоль прямой x – y = 0 в
момент времени T = 1.0: сплошная кривая – решение
комбинированной схемы, штриховая кривая – реше-
ние схемы Rich2B4. Точки показывают локальные
порядки сходимости комбинированной схемы.
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используемая при построении комбинированной
схемы, приводит к понижению порядка сходимо-
сти комбинированной схемы до первого вблизи
фронтов разрыва.
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COMBINED MULTIDIMENSIONAL BICOMPACT SCHEME 
WITH HIGHER ORDER ACCURACY IN DOMAINS OF INFLUENCE 

OF NONSTATIONARY SHOCK WAVES
M. D. Bragina,b and B. V. Rogova

aInstitute for Applied Mathematics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
bLavrentyev Institute of Hydrodynamics of Siberian Branch of Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS B.N. Chetverushkin

For the first time, a method is proposed for constructing a multidimensional combined shock-capturing
scheme that monotonically localizes shock wave fronts and at the same time has increased accuracy in
smoothness regions of calculated generalized solutions. In this method, the solution of the combined scheme
is constructed on the basis of monotonic solutions of a bicompact scheme of the first order of approximation
in time and fourth order of approximation in space. The solutions are obtained for different time steps in the
entire computational domain. This method of construction is much simpler compared to other methods of
constructing combined schemes with similar properties. The results of test calculations are presented that
demonstrate the high accuracy of the proposed combined scheme when calculating a multidimensional f low
with shock waves.

Keywords: bicompact scheme, combined scheme, shock wave, local accuracy
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