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Рассматриваются первая и вторая начально-
краевые задачи для одномерных по простран-
ственной переменной x параболических по Пет-
ровскому [1] систем второго порядка в ограни-
ченной области Ω с негладкими, вообще говоря,
боковыми границами. В работах [2–4] получены
теоремы о существовании и свойствах классиче-
ских решений u этих задач. В настоящей работе
устанавливается единственность классических
решений таких задач в классе  функций,
непрерывных в  вместе с пространственной
производной первого порядка. В случае области с
гладкими боковыми границами однозначная раз-
решимость указанных задач в классе Гёльдера

 следует из [5] (см. также [6, с. 706–
707]). Если боковые границы области негладкие,
то в случае одного уравнения единственность ре-
шения первой начально-краевой задачи следует
из принципа максимума (см., например, [7]), а

1,0(Ω)C
Ω

+α +α2 ,1 /2(Ω)H

единственность решения второй начально-крае-
вой задачи получена в [8, 9] с помощью теоремы о
знаке косой производной. В [10, 11] установлена
единственность решения первой начально-крае-
вой задачи для одномерной параболической си-
стемы второго порядка с постоянными коэффици-
ентами в полуограниченной области Ω с негладкой
боковой границей в классе  при дополни-
тельном условии на старшую производную  ре-
шения, а также в классе Гёльдера 
Заметим, что для систем не имеет места, вообще
говоря, принцип максимума (см. [12]).

В полосе , 
рассмотрим линейный параболический по И.Г. Пет-
ровскому матричный оператор

где  – матрицы размерности m × m,
элементы которых есть вещественные функции,
определенные в  и удовлетворяющие условиям:

а) собственные числа μr матрицы A2 подчиня-
ются неравенству  для некоторого
δ > 0 и всех 
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б)  k = 0,

1, 2, где  (β – нецелое число) – простран-
ство Гёльдера ([6, с. 16]).

В D выделяется область Ω =  : g1(t) < x <
< g2(t)} c негладкими боковыми границами Σk =
= , k = 1, 2, где функции gk удо-
влетворяют условиям:

(1)

(2)

В Ω ставится задача отыскания классического
решения системы

(3)

удовлетворяющего начальному условию

(4)

и одному из граничных условий

(5)

или

(6)

Определим следующие функциональные про-
странства. Через  обозначим пространство

вектор-функций , непрерывных на
[0, T], для которых  при этом || ; [0, T]||0 =
=  Пусть

есть оператор дробного дифференцирования по-
рядка 1/2. Через  обозначим [2, 3] про-

странство вектор-функций  для которых

существует ; при этом || ; [0, T]||1/2 =

=  Здесь и далее для любого
вектора b под |b| понимаем максимум из модулей
компонент b.

Через  обозначим пространство не-

прерывных вектор-функций  для
которых конечна величина

Через  обозначим пространство непрерыв-

ных вектор-функций  для которых

α α∈ α ∈ =, /2( ), (0,1),  , 1,2,..., , k
ija H D i j m

β β, /2( )H D

∈{( , )x t D

∈ ={( , ) :     ( )} kx t D x g t

( ) ( ) ( )

[ ]
+α+ Δ − ≤ Δ

+ Δ ∈ =

1   /2

,  0, ,   1, 2
,

, 
k kg t t g t K t

t t t T k

< ≤ ≤1 2( ) ( ),  0 .g t g t t T

= 0  в  Ω,Lu

( ) ( ) ( )= ≤ ≤1 2,0 0, 0     0u x g x g

( )( ) ( )= ≤ ≤ =, ψ , 0 ,  1, 2,k ku g t t t t T k

∂ = ≤ ≤ =( ( ), ) θ ( ), 0 ,  1, 2.x k ku g t t t t T k

[ ]
0

0,C T

→ψ: [0, ] mT R
ψ ψ

[ ]0,
max ψ .

T

( ) ( ) [ ]−∂ = − τ τ τ ∈
π 

1/21/2

0

1ψ ψ ,  0, ,
t

d t d t T
dt

[ ]1/2

0
0,C T

[ ]∈
0

ψ 0, ,C T

[ ]∂ ∈1/2

0
ψ 0,C T ψ

+ ∂1/2

[0, ] [0, ]
max ψ max | ψ|.

T T

[ ]α/2 0,  H T

[ ] →ψ: 0, ,mT R

[ ]
[ ] ( )

α −α= + Δ Δ/2 /2

0, 0,
ψ; 0, max ψ sup{ ψ }.tT T

T t

0
  (Ω)C

→: Ω  ,mu R

 = 0, при этом  Через 

обозначим пространство вектор-функций 

для которых  при этом ||u; Ω||1,0 =

=  Под значениями вектор-
функций и их производных на границе области Ω
понимаем их предельные значения “изнутри” Ω

Существование классических решений задач
(3)–(5) и (3), (4), (6) при сформулированных усло-
виях на коэффициенты системы и боковые грани-
цы области установлено в [2, 3] и [4], соответствен-
но, если граничные функции , k = 1, 2

и . В этих работах получено
также интегральное представление решений в
виде суммы векторных параболических потен-
циалов простого слоя. Основной результат на-
стоящей работы – следующие теоремы един-
ственности.

Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия а), б),
(1), (2). Пусть u – классическое решение задачи

такое, что  Тогда  в .

Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия а), б),
(1), (2). Пусть u – классическое решение задачи

такое, что  Тогда  в .

З а м е ч а н и е. Если усилить требование на
боковые границы области, а именно, если gk ∈
∈ , k = 1, 2, т.е. функции gk дифферен-
цируемы на [0, T] и их производные принадлежат
пространству , то из [5] вытекает един-
ственность решения рассматриваемых задач в
классе Гёльдера  В случае параболи-
ческого оператора с постоянными коэффициен-
тами и полуограниченной области теорема 1 по-
лучена в [10, 11] при дополнительном условии на
старшую производную  решения.

Для доказательства теорем 1, 2 сначала с помо-
щью метода работ [10, 11] получаем теоремы
единственности решений первой и второй на-
чально-краевых задач для оператора с дифферен-
цируемыми по x коэффициентами. Затем рас-
сматриваем оператор со “сглаженными” коэф-
фициентами, зависящими от параметра r,
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где . Коэффициенты оператора L(r)

получаются стандартным образом с помощью
свертки с гладкой функций (“шапочкой”). Для
достаточно малых r коэффициенты оператора
L(r) удовлетворяют условию а) с постоянной пара-

боличности  равномерно по r и удовлетворяют

условию б). Кроме того,  при r → 0 рав-
номерно на любом компакте из D.

Далее доказываем теорему 2. Фиксируем про-
извольное число ε > 0, произвольную точку (x0,

 и рассматриваем область Ωd = :
g1(t) + d < x < g2(t) – d, d < t < T} такую, что

 для достаточно малого  Обо-
значим через  – продолжение вектор-функции u с

 на  с сохранением нормы ||⋅||1, 0 (см. [6, с. 342]),
причем такое, что , 
Рассматриваем “сглаженные” вектор-функции

 такие, что , s → 0, равномер-

но на любом компакте из D. Для любых 0 < s <  и

r > 0 вектор-функция us является решением задачи

где , ,  =

= (g1(t) + d, t), . Из рабо-
ты [4] и в силу теоремы единственности для опе-
ратора с гладкими коэффициентами и свойств па-
раболических потенциалов [3, 4, 13] следует, что для

каждого  вектор-функцию us можно пред-

ставить в виде суммы векторных параболических
потенциалов простого слоя, оценивая которые, по-
лучаем, что найдутся достаточно малые числа d > 0,

 и  такие, что 

для любого  Отсюда, учитывая, что |us(x, t) –
–   для любого s > 0 и в силу
произвольности ε, следует утверждение теоремы 2.
Затем, используя [3] и теорему 2, получаем утвер-
ждение теоремы 1.
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UNIQUENESS OF SOLUTIONS TO INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS 
FOR PARABOLIC SYSTEMS IN THE PLANE BOUNDED DOMANS 

WITH NONSMOOTH LATERAL BOUNDARIES
E. A. Baderkoa and M. F. Cherepovab

aLomonosov Moscow State University, Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russian Federation
bNational Research University “Moscow Power Engineering Institute”, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS E.I. Moiseev

We consider initial boundary value problems with boundary conditions of the first or the second kind for one-
dimensional (with respect to a spatial variable) Petrovsky parabolic systems of the second order with variable
coefficients in a bounded domain with nonsmooth lateral boundaries. The uniqueness theorems we establish
in the class of regular solutions being continuous in the closure of the domain together with their spatial de-
rivative of the first order, using boundary integral equations method.

Keywords: parabolic systems, initial boundary value problems, uniqueness of regular solutions, nonsmooth
lateral boundaries
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