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Рассматривается трехмерная стационарная система уравнений Власова–Пуассона относительно функ-
ции распределения гравитирующего вещества , локальной плотности  и ньютонов-

ского потенциала , где ,  (  – координаты по пространству и скоро-

сти), a f представляется в виде функции q, зависящей от локальной энергии . Для задан-
ной функции  мы получим достаточные условия ее “расширимости”. Это означает, что
существует стационарное сферически симметричное решение  системы Власова–Пуассо-
на, зависящее от локальной энергии E такое, что ρ = p.

Ключевые слова: система Власова–Пуассона, стационарное сферически симметричное решение,
звездная динамика
DOI: 10.31857/S2686954320040232

= ,( )qf f r u ρ = ρ( )r

= ( )U U r := | |r x := v| |u , ∈ ×v R R
3 3( )x

:= +
2

( )
2

uE U r

= ( )p p r
, ρ,( )qf U

Трехмерная стационарная система Власова–
Пуассона, возникающая в звездной динамике,
имеет вид

(1)

(2)

(3)

Здесь  – функция распределения
гравитирующего вещества,  – локаль-
ная плотность,  – ньютоновский по-
тенциал,  ∈  – координаты по про-
странству и скорости. Стационарное решение
(f, ρ, U) системы Власова–Пуассона (1)–(3) назы-
вается сферически симметричным,  если

,∇ − ∇ ,∇ = , , ∈ × ,
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3 3

(f, ρ, U)  =  для всех ортого-
нальных преобразований A1 и A2. Для стационарных
сферически симметричных решений мы можем
предполагать, что , где

, , библиографию см. в [1–3].
В этом сообщении мы получим достаточные

условия “расширимости” для заданной функции
. Это означает, что существует стационар-

ное сферически симметричное решение 
системы Власова–Пуассона с функцией f, зави-

сящей от локальной энергии , та-
кое, что ρ = p.

Известно, что для любого , ,
такого, что , существует единственное
решение  уравнения (2), для которо-
го  при , при этом

(4)

см. [4, 5], где , R > 0 – некото-
рое число.

Рассмотрим ньютонов потенциал U(x) в случае
сферической симметрии. Предположим, что, во-
обще говоря, локальная плотность ρ(x) может
иметь сингулярность в точке 0.
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Пусть , ,

p(r) = 0, , , , где

. Определим оператор L на  по
формуле

(5)

Л е м м а  1. Пусть , и пусть ρ ∈
∈  – сферически симметричная функция
такая, что , x ≠ 0. Тогда функция U, за-
данная по формуле (4), является сферически сим-
метричной и , x ≠ 0.

Обозначим : p строго убы-
вает на (0, R)}.

Л е м м а  2. Пусть . Тогда

1)  и

(6)

(7)

Если к тому же , то ;

2) функция Lp строго убывает на  и имеет
строго убывающую обратную функцию (Lp)–1:

 → (0, R], где .

Из лемм 1 и 2 следует, что если p ∈ ,
то существует единственное сферически симмет-
ричное решение  уравне-
ния (2) такое, что  при |x| → ∞. Часто мы
будем использовать обозначение P = Lp.
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ция  такая, что
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где , .

Заметим, что функция f вида (9) удовлетворяет
уравнению (1) в следующем смысле: f является
константой на характеристиках уравнения (1),
поскольку E – первый интеграл уравнения (1).

В силу леммы 2 функция (Lp)–1 строго убывает
на . Поэтому из условия  сле-
дует, что функция

(12)

строго возрастает и выполняется равенство

(13)

Пусть , . Тогда уравнение (13)
эквивалентно следующему уравнению

(14)

Л е м м а  3. 1) Пусть  – стационарное
сферически симметричное E-зависимое решение
системы (1)–(3), и пусть  задано по форму-
ле (12), где p = ρ. Тогда q удовлетворяет уравнению

(15)

2) Пусть q удовлетворяет условию (8), и пусть
F(h) задано по формуле (15). Предположим, что инте-
гральное уравнение (14) имеет решение .
Определим ,  и fq(r, u) :=
:= , u) – E0). Тогда  – стационарное
сферически симметричное E-зависимое решение си-
стемы (1)–(3).

Пусть , . То-
гда уравнение (15) примет вид

(16)

Уравнение

(17)

называется уравнением Эддингтона.
О п р е д е л е н и е  2. Функция  на-

зывается р а с ш и р и м о й , если существует ста-
ционарное сферически симметричное E-зависи-
мое решение  системы Власова–Пуассона
(1)–(3) такое, что ρ = p.

Л е м м а  4 (лемма об эквивалентности). Пусть
. Тогда p расширима тогда и только то-

гда, когда уравнение Эддингтона (16) имеет реше-
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ние q, обладающее свойством (8), для , за-
данной по формуле (12), и .

В силу леммы 4 проблема расширимости мо-
жет быть сведена к исследованию уравнения Эд-
дингтона. Поэтому мы сформулируем дополни-
тельное утверждение, касающееся разрешимости
уравнения Эддингтона, которое эквивалентно
результатам [6]. Пусть

Л е м м а  5. 1) Пусть , , и
пусть

а) , где ,

б) .
Тогда функция f, определенная по формуле

(18)

является единственным решением уравнения Эд-
дингтона (17).

2) Обратно, если  и  удовлетворя-
ет (17), то , , и выполняются
соотношения а) и б). Кроме того, f представляется

в виде (18), и .

Теперь мы можем сформулировать основной
результат данного сообщения.

Т е о р е м а  1. Пусть , , R],
F задано по формуле (12),  и  =
= P(R). Тогда справедливы следующие утверждения:

1. Уравнение Эддингтона (16) имеет единственное
вещественнозначное решение  – E0),
которое имеет вид

(19)

где

(20)

2.  p расширима тогда и только тогда, когда  > 0,
, т.е.

:= pF F
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(21)

где .

3. Каждое из следующих условий является до-
статочным для расширимости p:

а) , ,
б) , ,

в) , ,

где а) и б) эквивалентны, а из условия в) следуют а)
и б).

Доказательство основано на леммах 1–5.

П р и м е р  1. Пусть , , и

 = 0, r > R, где R > 0. Подставляя p(r) в (5), мы

имеем  и P(r) =

=  := h. Обратная функция

P–1 имеет вид r = P–1(h) = , где

. Следовательно, мы получим
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В силу теоремы 1.2 функция p расширима. С дру-
гой стороны, можно показать, что достаточные
условия теоремы 1.3.б) и 1.3.в) не выполнены.

П р и м е р  2. Пусть

Подставляя p(r) в (5), получим

где

Легко видеть, что  на [0, 1]. Следова-
тельно,  на (0, R). Поэтому, в силу теоре-
мы 1.3.б) функция p расширима. Однако доста-
точные условия теоремы 1.3.в) не выполняются.
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STATIONARY SPHERICALLY SYMMETRIC SOLUTIONS 
OF THE VLASOV–POISSON SYSTEM

IN THE THREE–DIMENSIONAL CASE
J. Batta, E. Jörna, and A. L. Skubachevskiib,c

a Mathematisches Institut der Universität München, München, Germany
b Mathematical Institute of the RUDN University, Moscow, Russian Federation 

c Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russian Federation 
Presented by Academicain of the RAS V. V. Kozlov

We consider the three-dimensional stationary Vlasov–Poisson system of equations with respect to the distri-
bution function of the gravitating matter , the local density , and the Newtonian poten-

tial , where ,  (  are the space–velocity coordinates), and f is a func-

tion q of the local energy . For a given function , we obtain sufficient conditions for

p to be “extendable”. This means that there exists a stationary spherically symmetric solution  of the
Vlasov–Poisson system depending on the local energy E such that ρ = p.

Keywords: Vlasov–Poisson system, stationary spherically symmetric solution, stellar dynamics
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