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Рассматриваются условия, при которых в конечном множестве с заданной системой операций (ко-
нечной алгебре) выполняется предельная вероятностная теорема, а именно, произвольные вычис-
ления с независимыми случайными величинами имеют распределения значений, стремящиеся к
некоторому предельному распределению (предельному закону) с ростом количества случайных ве-
личин, участвующих в вычислении. Подобное поведение можно рассматривать как одно из обоб-
щений центральной предельной теоремы, имеющей место для сумм непрерывных случайных вели-
чин. Показано, что наличие предельного вероятностного закона в конечной алгебре накладывает
существенные ограничения на ее операции. В частности, за некоторыми геометрическими исклю-
чениями, наличие предельного закона без нулевых компонент влечет, что все операции алгебры –
квазигрупповые, а предельное распределение – равномерное.
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Изучение предельного поведения сумм случай-
ных величин является одним из важных вопросов
в теории вероятностей. Наиболее значимые ре-
зультаты в этом направлении, собирательно из-
вестные как “центральная предельная теорема”,
относятся к суммам действительных случайных
величин. Вместе с тем известны обобщения пре-
дельных теорем на алгебраические структуры, от-
личные от аддитивной группы действительных
чисел. Одно из естественных обобщений заклю-
чается в замене сложения произвольной группо-
вой операцией на некотором множестве: приме-
ры предельных теорем для различных контину-
альных групп можно найти в книге У. Гренандера
[1]. Изучение алгебраических структур на конеч-
ных множествах (конечных алгебр) с точки зре-
ния выполнения в них предельных вероятност-
ных теорем не получило столь широкого распро-
странения. Однако уже в работе Н.Н. Воробьева
[2] рассматриваются предельные вероятностные
теоремы для конечных абелевых групп. Обзор со-
временного состояния исследований по предель-
ным законам в конечных группах имеется в [3].
В настоящее время интерес к задачам об алгебра-

ических преобразованиях случайных величин и, в
частности, о предельных свойствах таких преоб-
разований связан с изучением вычислительных
систем, построенных на вероятностных принци-
пах [4, 5], а также с моделированием биологиче-
ских систем [6]. Отметим также, что квазигруппо-
вые преобразования случайных величин, особая
роль которых вытекает из результатов настоящей
работы, используются в криптографических си-
стемах [7].

В алгебрах с ассоциативной (и, в частности,
групповой) операцией предельные теоремы могут
быть доказаны путем моделирования последова-
тельности сумм подходящей цепью Маркова. Ес-
ли  – независимые в совокупности оди-
наково распределенные случайные величины со
значениями в некотором конечном множестве, то
их “сумма” Sn, получающаяся применением к ним
ассоциативной операции ∗, может быть представ-
лена в виде

(1)

откуда, очевидно, . Это позволяет
рассматривать значения величины Sn как состоя-
ния конечной марковской цепи, матрица перехо-
дов которой может быть построена по распреде-
лению величин Xi. Если используемая операция
групповая, то при некоторых естественных усло-

…1, , nX X

( )= …41 2 3(...         )  ,      * * **( )( ) *n nS X XX X X

= ∗–1n n nS S X

УДК 512.57+519.213

МАТЕМАТИКА

1 Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша 
Российской академии наук, Москва, Россия
*E-mail: yashunsky@keldysh.ru



48

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 493  2020

ЯШУНСКИЙ

виях на распределения величин Xi выводится, что
предельное распределение величин Sn при 
является равномерным. В действительности, рав-
номерность предельного распределения имеет
место для более широкого класса операций. В ра-
боте [8] показано, что если операция ∗ в выраже-
нии (1) – квазигрупповая (определение см. в [7]),
то предельное распределение также является рав-
номерным при выполнении естественных огра-
ничений на распределения случайных величин Xi.
Этот результат сохраняется, даже если в (1) вме-
сто одной квазигрупповой операции ∗ рассматри-
вать несколько различных квазигрупповых опе-
раций, т.е. положить

(2)

где  – какие-то квазигрупповые опе-
рации, определенные на множестве значений ве-
личин . Дальнейшее усиление результа-
тов [8] получено в [9], где показано, что на равно-
мерность предельного распределения не влияет
расстановка скобок в выражении (2). Поскольку
квазигрупповые операции не обязательно ассо-
циативны, различные расстановки скобок в вы-
ражении (2) дают разные распределения для ве-
личин Sn, но все эти распределения приближают-
ся к равномерному с ростом n. Таким образом,
конечное множество с набором квазигрупповых
операций является примером алгебры, в которой
наличие предельного вероятностного закона обу-
словлено, в определенном смысле, алгебраиче-
скими свойствами этой системы.

Отметим, что подобная ситуация имеет место
далеко не всегда: имеются примеры конечных ал-
гебр, в которых различные последовательности
выражений со случайными величинами стремят-
ся к разным предельным законам. В частности, в
работе [4] приведены примеры алгебр на двухэле-
ментном множестве, в которых можно строить
последовательности выражений с растущим чис-
лом независимых случайных величин, распреде-
ления которых стремятся к любому наперед за-
данному распределению. То есть в таких алгебрах
любое распределение может являться предель-
ным – фактически имеет место явление, по
смыслу противоположное предельным вероят-
ностным теоремам.

В любой алгебре можно строить последова-
тельности выражений, аналогичных (1), содержа-
щих растущее число независимых случайных ве-
личин. При этом класс последовательностей вы-
ражений, допускающих моделирование цепями
Маркова, достаточно широк: он включает, в том
числе, выражения, в которых не все операции би-
нарные. Для каждой такой последовательности
выражений анализ соответствующей марковской
цепи позволяет установить предельный закон, ес-
ли он существует, однако, как было упомянуто

→ ∞n
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ранее, в рамках одной и той же системы различ-
ные последовательности могут приводить к раз-
личным предельным законам.

Несомненный интерес представляет выявле-
ние таких алгебр, в которых любая последова-
тельность выражений с растущим числом слу-
чайных величин стремится к одному и тому же
предельному закону, зависящему от рассматри-
ваемой системы операций, но не зависящему от
конкретной рассматриваемой последовательно-
сти. Необходимые условия наличия предельного
вероятностного закона в конечной алгебре уста-
навливаются в данной работе.

1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Формализуем наличие предельного закона в

конечной алгебре. Будем рассматривать конеч-
ные алгебры на множестве  с на-
бором операций B. Без ограничения общности
можно считать, что у всех операций из набора B
все переменные существенные (напомним,
что переменная xi операции 
существенная, если найдутся такие значения

, , что

Распределения случайных величин на множе-
стве Ek являются k-мерными действительными
векторами , координаты которых
дополнительно удовлетворяют условиям pi ≥ 0,

, ..., k – 1 и  = 1. Множество таких векто-

ров, являющееся (k – 1)-мерным симплексом в
k-мерном пространстве , будем обозначать .
Равномерное распределение на Ek – вектор

.

Будем говорить, что множество распределений
 замкнуто относительно преобразований

операциями из B, если при подстановке вместо
всех переменных любой операции  незави-
симых в совокупности случайных величин с рас-
пределениями из H получается случайная вели-
чина, распределение которой также лежит в H.

Рассмотрим всевозможные вычисления над
системой операций B, в которых все аргументы –
независимые в совокупности случайные величи-
ны с распределениями из некоторого конечного
множества . Тогда распределения резуль-
татов этих вычислений, очевидно, будут образо-
вывать множество H, содержащее G и замкнутое
относительно преобразований операциями из B.
Наличию предельного закона в алгебре с набором
операций B, а именно, приближению распределе-
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ний результатов случайных вычислений к неко-
торому пределу с ростом числа аргументов, будет
в точности соответствовать наличие у множества
H единственной предельной точки q, т.е. точки, в
любой проколотой окрестности которой содер-
жатся элементы множества H. Эта предельная
точка q и будет предельным законом для рассмат-
риваемой конечной алгебры. Априори предель-
ный закон зависит не только от операций конеч-
ной алгебры, но и от выбора множества G, однако
во многих случаях этой зависимости в действи-
тельности нет.

Для формулировки основного результата нам
также потребуются следующие понятия. Напомним,
что аффинной оболочкой множества 
называется множество:

О п р е д е л е н и е  1. Множество распределе-
ний  называется с у щ е с т в е н н о  н е -
п л о с к и м, если для любого конечного подмно-
жества  выполнено  и
с у щ е с т в е н н о  п л о с к и м  в противном слу-
чае.

О п р е д е л е н и е  2. Множество распределе-
ний  называется X-м н о ж е с т в о м, если
H представляется в виде , где

О п р е д е л е н и е  3. Для заданного подмноже-
ства  n-арная операция  на мно-
жестве Ek называется Q-п о г л о щ а ю щ е й
к в а з и г р у п п о в о й, если для любого 
и любых  унарная операция

является перестановкой на множестве Q и опреде-
лена произвольным образом на . Все нульар-
ные операции по определению считаются Q-по-
глощающими квазигрупповыми операциями для
любого множества Q.

Частным случаем Q-поглощающей квазигруп-
повой n-арной операции при Q = Ek являются

-арные квазигрупповые операции в обычном
понимании этого термина (см. [7]).

Конечные алгебры, обладающие некоторым
предельным вероятностным законом, характери-
зуются следующей теоремой.

Т е о р е м а. Если множество распределений H
замкнуто относительно преобразований операция-
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ми из B и при этом имеет единственную предельную
точку , то выполнено одно из следующих
утверждений:

1) либо H является существенно плоским;
2) либо H является X-множеством;

3) либо существует такое , что все опе-
рации из B являются Q-поглощающими квазигруп-
повыми операциями, и если не все операции из B
унарные, то распределение  удовле-
творяет условиям

В частности, из теоремы вытекает, что если не-
которое множество распределений замкнуто от-
носительно операций конечной алгебры, содер-
жащей неунарные операции, не является ни су-
щественно плоским, ни Х-множеством и при
этом имеет единственную предельную точку без
нулевых компонент, то все операции этой алгеб-
ры необходимо являются n-арными квазигруппо-
выми операциями, а само предельное распреде-
ление – равномерное на множестве Ek.

Эта теорема обобщает ранее полученный ре-
зультат для случая k = 2, характеризующий алгеб-
ры на множестве {0, 1}, обладающие предельным
вероятностным законом [10].
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ON NECESSARY CONDITIONS OF PROBABILITY LIMIT THEOREMS 
IN FINITE ALGEBRAS

A. D. Yashunskya

a Keldysh Institute of Applied Mathematics of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS B.N. Chetverushkin

We consider the conditions for a finite set with a given system of operations (a finite algebra) to be subject to
a probability limit theorem, i.e. arbitrary computations with mutually independent random variables have
value distributions that tend to a certain limit (the limit law) as the number of random variables used in the
computation grows. Such behavior may be seen as a generalization of the central limit theorem that holds for
sums of continuous random variables. We show that the existence of a limit probability law in a finite algebra
has strong implications for its set of operations. In particular, some geometric exceptions excluded, the exis-
tence of limit law without zero components implies that all operations in the algebra are quasigroup opera-
tions and the limit law is uniform.

Keywords: finite algebra, random variable, limit theorem, quasigroup, uniform distribution
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