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Метод межотраслевого баланса В.В. Леонтьева
был удостоен премии имени Нобеля по экономи-
ке и успешно использовался в XX веке для анали-
за экстенсивного восстановительного роста. В ос-
нову метода Леонтьева была положена система
материальных балансов и гипотеза о постоянстве
норм затрат на выпуск продукции в процессе
межотраслевого взаимодействия. В 1990-е годы в
развитых капиталистических странах изменился
характер экономической динамики: экстенсив-
ное увеличение объемов производства сменилось
ростом разнообразия и качества товаров и услуг.
В этих условиях гипотеза Леонтьева о постоян-
стве норм затрат перестала соответствовать воз-
росшей взаимозаменяемости товаров и услуг.
Мировые экономические кризисы конца XX–на-
чала XXI века актуализировали модели межотрас-
левых балансов как инструмент исследования
структурных диспропорций. Стали разрабаты-
ваться сетевые модели межотраслевых связей для
экономики США (см., например, [1]). В [1] гипо-
теза В.В. Леонтьева о постоянстве норм матери-
альных затрат заменена гипотезой о постоянстве

структуры финансовых затрат в процессе произ-
водства товаров и услуг с учетом их отраслевой
дифференциации. В современных экономических
условиях такая гипотеза представляется более
адекватной, чем гипотеза В.В. Леонтьева, и ей со-
ответствуют производственные функции Кобба–
Дугласа. В данной работе рассматриваются воз-
никшие математические задачи агрегирования и
калибровки моделей нелинейного межотраслево-
го баланса.

1. НЕЛИНЕЙНЫЙ
МЕЖОТРАСЛЕВОЙ БАЛАНС

Рассмотрим группу из m чистых отраслей, свя-
занных взаимными поставками продукции в каче-
стве производственных факторов (ПФ). Обозначим
через  объем продукции i-й отрасли, который ис-
пользуется в качестве ПФ в процессе производства
в j-й отрасли, а через X j =  – вектор за-
трат j-й отраслью ПФ, производимых рассматри-
ваемой группой отраслей. Будем также предпола-
гать, что в процессе производства отрасли затрачи-
вают в качестве ПФ первичные ресурсы (n видов),
т.е. продукты, не производимые рассматриваемой
группой отраслей. Обозначим через 
вектор затрат j-й отраслью первичных ресурсов, а
через  – производственную функцию j-й
отрасли, т.е. зависимость выпуска j-й отрасли от за-
трат ПФ. Будем предполагать, что производствен-
ные функции отраслей обладают неоклассически-
ми свойствами, т.е. являются вогнутыми, монотон-
но неубывающими, непрерывными функциями на

, обращающимися в нуле в нуль. Кроме того,
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будем считать, что  являются функция-
ми, положительно однородными первой степени.
Будем говорить, что такие функции принадлежат
классу .

Обозначим через  объемы по-
ставок производимой рассматриваемыми отрасля-
ми продукции внешним потребителям. Будем счи-
тать, что спрос внешних потребителей описывается
с помощью функции полезности .
Предположим, что предложение первичных ре-
сурсов рассматриваемой группе отраслей ограни-
чено объемами , и рассмотрим за-
дачу об оптимальном распределении этих ресур-
сов между отраслями в целях максимизации
функции полезности внешних потребителей при
балансовых ограничениях по первичным ресур-
сам и выпускаемой отраслями продукции:

(1)

(2)

(3)

(4)

Будем считать, что рассматриваемая группа
отраслей продуктивна, т.е. существуют , ...
..., , , такие, что

Нетрудно доказать, что если группа отраслей
продуктивна и , то задача оптими-
зации (1)–(4) удовлетворяет условиям Слейтера.

П р е д л о ж е н и е  1 (см. [2]). Для того чтобы
набор векторов , удовлетво-
ряющих ограничениям (2)–(4), являлся решением зада-
чи оптимизации (1)–(4), необходимо и достаточно,
чтобы существовали множители Лагранжа ,
q = , s =  такие, что

(5)

(6)
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(8)

Будем интерпретировать множители Лагранжа
 к балансовым ограничениям по вы-

пускаемым отраслями продуктам как цены на эти
продукты, а множители Лагранжа  к
балансовым ограничениям по первичным ресур-
сам как цены на первичные ресурсы. Тогда соот-
ношение (5) означает, что предложение продук-
ции отраслями и их спрос на производственные
факторы текущего пользования определяется из
максимизации прибыли при ценах (q, ). Соотно-
шение (8) описывает спрос при ценах  репрезен-
тативного рационального конечного потребителя
с функцией полезности , и, кроме того,

 где функция  является преобра-

зованием Янга функции , т.е.

Соотношения (2) и (6), (3) и (7) означают, что це-
ны  и  равновесные.
Таким образом, оптимальными механизмами рас-
пределения являются равновесные рыночные меха-
низмы. Двойственным описанием технологии про-
изводства -й отрасли является функция себесто-
имости

Функция себестоимости  является преоб-
разованием Янга производственной функции

, l j).

2. ЗАДАЧА ОБ АГРЕГИРОВАННОМ 
ОПИСАНИИ ГРУППЫ ОТРАСЛЕЙ

Рассмотрим задачу агрегирования межотрасле-
вого баланса (2)–(4) с помощью функции полезно-
сти . Обозначим через  оптимальное
значение функционала в задаче (1)–(4) в зависимо-
сти от вектора предложения первичных ресурсов
 в правой части балансового ограничения (3).

Функция  и интерпретируется как агре-
гированная производственная функция. Агрегиро-
ванной производственной функции  соответ-
ствует двойственная агрегированная функция себе-
стоимости
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(9)

Функция себестоимости , кроме того,
справедливо

В силу преобразования Янга производственной

функции CES , где

, , соответ-
ствует CES-функция себестоимости ((s1w1)–σ +

+ (s2w2)–σ + , где , а производ-

ственной функции Кобба–Дугласа (предельный
случай при ρ → 0)  = ,
где A > 0, , , соот-
ветствует функция себестоимости

Т е о р е м а  1. Агрегированная функция себесто-
имости представима в виде

(10)

Доказательство теоремы 1 основано на приме-
нении теоремы двойственности Фенхеля к задаче
оптимизации (1)–(4). Отметим, что формула (10)
является обобщенным аналогом известной в вы-
пуклом анализе операции конволюции.

О п р е д е л е н и е  1. Будем называть задачу (10)
д в о й с т в е н н о й  п о  Я н г у  к задаче (1)–(4).

П р е д л о ж е н и е  2. Если множители Лагран-
жа ,  к задаче (1)–(4) удо-
влетворяют условиям
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то ,  являются решением
задачи (10).

3. АГРЕГИРОВАНИЕ МЕЖОТРАСЛЕВОГО 
БАЛАНСА

Рассмотрим вопрос об агрегировании межот-
раслевого баланса (1)–(4). Предположим, что
множество номеров отраслей и выпускаемых ими
продуктов  разбито на непересекающие-
ся подмножества . Обозначим Z α =

= , где . Предположим, что
функция полезности внешних потребителей имеет
структуру , где функ-
ции , .

Л е м м а  1. Пусть  – положи-
тельно однородные, вогнутые, непрерывные функ-
ции, принимающие положительные значения при
положительных значениях аргументов, а функция

. Пусть функции

являются их преобразованиями Янга. Тогда

Здесь , ,  =
= 1, ..., ν.

По лемме 1 функция  в силу
преобразования Янга будет двойственной к функ-
ции .

Рассмотрим вспомогательную задачу

Т е о р е м а  2. Пусть

(11)

где  – положительно од-
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мающие поSложительные значения при положи-
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тельных значениях аргументов. Тогда

(12)

Кроме того, если  – решение за-

дачи (10), то  – решение
задачи (12).

Т е о р е м а  3. Пусть

 , ..., Yν, l) = 

а  – решение задачи (1)–(4).
Положим

Тогда  является ре-
шением задачи

(13)

З а м е ч а н и е. Агрегированные балансы (13)
не зависят от конкретного вида функции , опи-
сывающей спрос внешнего потребителя. Поэто-
му конструкцию построения балансов (13) можно
рассматривать как агрегирование межотраслевых
балансов (2). Будем называть условия (11) из тео-
ремы 2 условиями агрегирования балансов.

4. АГРЕГИРОВАНИЕ В СЛУЧАЕ ФУНКЦИЙ 
КОББА–ДУГЛАСА

Предположим, что функции F0(X) = ,

, , где

Будем предполагать, что каждая отрасль исполь-
зует хотя бы один вид первичных ресурсов, т.е.

Рассмотрим матрицы , B = 
и E – единичную матрицу . Обозначим

. Поскольку

неотрицательная матрица A является продуктив-
ной.

С л е д с т в и е  2. Задача
  ≥ pj ≥ 0, j = 1, ..., m} 

имеет решение вида , , где
матрица

Агрегированная функция себестоимости и агреги-
рованная производственная функция имеют вид

 , , 
где γ = , ..., γn)* = C*a0, причем  = 1.

Рассмотрим агрегирование межотраслевого
баланса в случае функций Кобба–Дугласа. Как
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щие функции также в классе функций Кобба–
Дугласа

(14)

Обозначим через , ,
, а через  – единичную матрицу, у

которой |Iα| строк.
С л е д с т в и е  3. Для того чтобы функции (14)

удовлетворяли условиям агрегирования балансов (11),
необходимо и достаточно, чтобы для любой упорядо-
ченной пары (α, β), где , ,

, существовало число , такое, что вы-
полняется равенство

(15)

З а м е ч а н и е . Из (15) следует, что вектор 
должен быть собственным вектором матрицы

. По теореме Фро-

бениуса–Перрона такой неотрицательный собствен-
ный вектор существует. Более того, если  > 0, то

неотрицательный вектор λβ =  – 

является собственным вектором матрицы

  – , 
при этом выполняются соотношения (13) для пар
( , ) и ( , ).
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