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Ядерная статистическая оценка в методе Монте-Карло обычно оптимизируется на основе предва-
рительного построения “микровыборки” значений исследуемой переменной. Уже для двумерного
случая такая оптимизация весьма затруднительна. Предлагается комбинированная (ядерно-проек-
ционная) статистическая оценка двумерной плотности распределения: по первой (основной) пере-
менной – ядерная, по второй – проекционная. При этом для каждого определенного по микровы-
борке “ядерного” интервала используются статистически оцененные коэффициенты некоторого
ортогонального разложения условной плотности на основе предварительных соответствующих ре-
зультатов для “микроинтервалов”. Важным результатом работы является среднеквадратическая оп-
тимизация такой оценки при сделанных предположениях о скорости сходимости используемого
ортогонального разложения. Верификация оценки реализована для двунаправленного распределе-
ния потока излучения, прошедшего через слой вещества.
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Пусть для начала необходимо оценить плот-
ность f(x) распределения частиц (квантов излуче-
ния) по параметру x в конечном интервале .
Практически эффективной для этой цели может
быть универсальная статистическая ядерная оценка
Парзена–Розенблатта [1] с прямоугольным (“рав-
номерным”) ядром (см. также [2]). Она строится на
основе статистической оценки функционалов вида

где  – индикатор интервала Δ = Δ(x) =

= , . Предполагается, что постановка

задачи допускает построение бернуллиевской

1 2, x x

( ) ( )Δ Δ=  ' ' ',J f x I x dx

( )Δ 'I x

( − δ
2

x )+ δ
2

x

оценки такого функционала путем подсчета чис-
ла  траекторий  частиц, невозвратно “посе-
тивших” интервал . В задачах теории переноса
частиц f(x) – это, в частности, стохастическая
плотность распределения числа частиц в точках
их “гибели”, например, вследствие невозвратно-
го вылета из среды. Имеет место статистическая

оценка , где N – объем выборки {Ωk} (k =

= .

Средний квадрат погрешности оценки f(x) ≈

≈  равен (см., например, [2])

(1)

с относительной погрешностью, убывающей до
нуля при  и . Минимизируя (1) со-
ответственно [3], получаем
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Если реализуется весовое моделирование, то
здесь f(x) – плотность распределения квадрата
“веса” частиц, посетивших интервал Δ [3]. Отме-
тим, что в [3] для оценки f(x) и  была исполь-
зована наилучшая среднеквадратическая аппрок-
симация функции f(x) в интервале  с помо-
щью полиномов Лежандра порядков 0, 1, 2. Как и
в [4], в работе [3] для оптимизации ядерной оценки
была использована “микрогруппированная” вы-

борка с шагом , где ε – требуемая

погрешность оценки. При этом среднее число опе-
раций в алгоритме практически не зависит от δ.

1. Распространение этой методики на много-
мерный случай затруднительно из-за существен-
ного увеличения объема микрогруппирования [4]
и усложнения оптимизации оценки [1]. Поэтому
здесь строится комбинированная статистическая
оценка аналогичной двумерной плотности f(x, y),

,  случайного вектора (ξ, η)
при  в предположении, что
справедливо “ортопроекционное” разложение

где  (  – символ

Кронекера). При этом , 

f1(x) =  = .

Соответствующая статистическая оценка
функции f(x, y) с учетом предложенной в [5] чис-
ленно-статистической реализации проекционно-
го разложения имеет вид

(2)

где  (k = 1, 2, …, N) – выборка случайных
значений параметра (x, y), например значений
“широтного” и “азимутального” углов направле-
ния частицы, вылетающей из среды. В случае ве-
сового моделирования значения  умножа-
ются на вес Qk.
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Оценку (2) естественно назвать ядерно-проек-
ционной. Нетрудно видеть, что

2. Среднеквадратическая погрешность оценки
 определяется следующим образом:

Предположим, что  F(x) · Sm, при-

чем

(3)

Тогда асимптотически при , , m 
имеем

(4)

Символ “ ” здесь и далее обозначает асимптоти-
чески приближенное неравенство, замена кото-
рого на равенство сохраняет порядок результатив-
ной погрешности относительно N. Оценка пара-
метра F2 является сложной, однако далее показано,
что соответствующая ошибка может слабо влиять
на асимптотическую оптимизацию алгоритма.
Соотношение (4) показывает, что здесь необхо-
димо дополнительное ограничение:
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быстро и приближенно равномерно в интервале
; тем самым можно использовать оценку

На этой основе получаем соотношение

где

(5)

Отметим, что в первом приближении можно
использовать 

3. Рассмотрим теперь второе слагаемое по-
грешности:
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ну среднего числа вычислительных операций ви-
да  при условии, что

где  величина  определяется

соотношением (6), F1 – соотношением (5), а F2 –
соотношением (3).

Поскольку оптимизация по δ осуществляется
на основе микрогруппированной выборки, то
при надлежащей организации вычислений (см.,
например, [3]) значение T практически не зависит
от δ. Оптимизация трудоемкости по δ таким обра-
зом сводится к минимизации величины 
по δ, которая, соответственно теории ядерных
оценок, дает величину

(7)

причем

. (8)

Проведенные исследования показали, что
условная минимизация по m величины am + b при
условии  для реальных сложных за-
дач весьма затруднительна. Поэтому далее осу-
ществляется оптимизация в предположении, что
свойства задачи и организация вычислений поз-
воляют предположить, что среднее число опера-

ций практически не зависит от m, т.е. . Яс-

но, что такая оптимизация сводится к минимиза-
ции величины  по m.

4. Пусть Такой вариант задачи
рассмотрен в работе [5]. В [6] показано, что он ре-
ализуется для разложения r-кратно непрерывно
дифференцируемой функции по тригонометри-
ческим полиномам вследствие того, что при этом
ai = O(i-r). Полагая , в результате ми-
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рое соответствует соотношению  причем

 , . Такое предпо-

ложение можно считать естественным для задачи
оценки углового распределения частиц, испытав-
ших многократное рассеяние в среде, которое ока-
зывает “сглаживающее влияние”. Это подтверждает
анализ результатов, полученных в [7]. Здесь опти-
мальное значение m = m0 определяется из уравне-
ния

Асимптотически (при , ) имеем

При этом, согласно (7), (8),
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в то время как порядок оптимальной двумерной
ядерной оценки с равномерным ядром определя-

ется [2] величиной .

5. Описанный выше подход был апробирован
при решении задачи оценки углового распределе-
ния излучения, прошедшего через плоский слой

 рассеивающего и поглощающего веще-
ства от расположенного на границе z = 0 источни-
ка излучающего в заданном направлении ω0 =

= , cosθ0), где  – зенитный угол [8].

В качестве математической модели процесса
переноса излучения рассматривается цепь Мар-
кова столкновений фотонов с частицами веще-
ства [9].

Для построения оценки типа (2) для плотности
распределения потока излучения, выходящего из
слоя через поверхность z = H, рассматривается
разложение по ортонормированному тригоно-
метрическому базису:

2/3
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Рис. 1. Угловое распределение прошедшего через слой излучения для углов падения  и вылета

. (a) Линия 1 – локальная оценка, 2 –  3 – Φ1(μ, ϕ), 4 – Φ2(μ, ϕ). (б) 1 – локальная

оценка, 2 – доверительный интервал  для локальной оценки, 3 – Φ2(μ, ϕ) для δ ≈ 0.0841, 4 – Φ2(μ, ϕ) для ≈ 0.044,
5 – Φ2(μ, ϕ) для δ ≈ 0.0396.
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Здесь , – зенитный угол,  – азимуталь-
ный угол, причем 

В силу свойства симметрии искомой плотно-
сти относительно плоскости падения начального
излучения ϕ = 0, коэффициенты  здесь равны
нулю. Для произвольной точки , коэф-
фициенты разложения оцениваются с помощью
ядерного осреднения по интервалу , получен-
ному на основе предварительных оценок значе-
ний  и  (см. пункты 2, 3).

В конкретном примере были реализованы следу-
ющие параметры: оптическая толщина слоя H = 4,

 и молекулярное рассеяние в среде [9]. По

вычисленной микрогистограмме коэффициентов
разложения по описанным выше формулам были
получены оценки  ≈ 0.00014 и ≈ 0.04. Быстрое
убывание коэффициентов разложения  i = 0, ...,
m, позволило оценить оптимальное количество
членов разложения:  а также оптимальный
шаг ядерного осреднения:  для 
траекторий.

Для верификации построенной комбинирован-
ной оценки были проведены дополнительные рас-
четы значений функции интенсивности излучения
с помощью локальной оценки метода Монте-Карло
[9]. Численные результаты показали, что m = 2
действительно является оптимальным, поскольку
добавление третьей гармоники не изменяет ре-
зультат моделирования в пределах статистической
погрешности, но увеличивает эту погрешность за
счет большой погрешности оценки третьего коэф-
фициента разложения. Данное свойство проил-
люстрировано на рис. 1a. Проведенные расчеты с
различными шагами ядерного осреднения δ под-
твердили, что  ≈ 0.044 позволяет фактически
получить наименее отклоняющуюся в пределах
статистической погрешности оценку угловой
плотности распределения. Данное утверждение
проиллюстрировано на рис. 1б. Результаты расче-
тов предложенной в работе оценки хорошо согла-
суются с результатами локальной оценки, по-
грешность которой не превышает 0.03%.
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THE NEW KERNEL-PROJECTION STATISTICAL ESTIMATOR
IN THE MONTE CARLO METHOD

Corresponding Member of the RAS G. A. Mikhailova b,
N. V. Trachevaa,b, and S. A. Ukhinova,b

aInstitute of Computational Mathematics and Mathematical Geophysics, Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences, 
Novosibirsk, Russian Federation
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The kernel statistical estimator in the Monte Carlo method is usually optimized based on the preliminary
construction of a “micro-grouped” sample of the values of the variable in interest. Even for the two-dimen-
sional case, such optimization is very difficult. Therefore, in this paper, we propose a combined (kernel-pro-
jection) statistical estimator of the two-dimensional distribution density: for the first (main) variable a kernel
estimator is constructed, and for the second – projection estimator. In this case, for each kernel interval, de-
termined by the micro-grouped sample, the coefficients of particular orthogonal decomposition of the con-
ditional probability density are statistically estimated based on preliminary results for the “micro intervals”.
An important result of the work is the optimization of such an estimator under the assumptions made about
the convergence rate of the orthogonal decomposition in use. The verification of the constructed estimator
was implemented for the problem of evaluation of the bi-directional distribution of the radiation flux, trans-
ferred through a layer of scattering and absorbing substance.

Keywords: kernel statistical density estimator, projection estimator, kernel-projection estimator, Monte Carlo
method
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