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Решается задача оптимального управления термодинамическими процессами для идеального газа.
Термодинамическое состояние задается как лежандрово многообразие в контактном пространстве.
С помощью принципа максимума Понтрягина на этом многообразии находится оптимальная тра-
ектория (термодинамический процесс), при которой максимизируется работа, совершаемая газом.
Показано, что в случае идеального газа соответствующая гамильтонова система является вполне
интегрируемой, и приводится ее решение в квадратурах.
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Проблема оптимального управления является
важной при решении ряда практических задач га-
зовой динамики, фильтрации газов в пористых
средах, когда с помощью внешних воздействий
можно регулировать термодинамический про-
цесс, в котором участвует среда. При этом есте-
ственно прежде всего рассмотреть случай, когда
среди всех процессов находится тот, при котором
максимизируется работа, совершаемая газом. В
отличие от работ [1], в которых предлагаются ме-
тоды управления неравновесными термодинами-
ческими процессами, мы ограничимся равновес-
ной термодинамикой. Наш подход основан на
геометрической формулировке термодинамики,
восходящей к работам [2–4] и, как показано в ра-
боте [5], тесно связанной с теорией измерений.
Представление термодинамического состояния
газа как лежандрова подмногообразия в термоди-
намическом контактном пространстве, а также
тот факт, что неотрицательность дисперсии изме-
рений экстенсивных термодинамических вели-

чин приводит к римановым структурам на этом
многообразии [5], позволяет применить принцип
максимума Понтрягина к задаче нахождения та-
кой кривой на лежандровом многообразии, кото-
рая реализует максимум функционала работы.
Такая постановка задачи в случае идеального газа
приводит к интегрируемой по Лиувиллю гамиль-
тоновой системе, и тем самым задача оптималь-
ного управления допускает точное решение.

1. ТЕРМОДИНАМИКА

Рассмотрим контактное пространство  с
координатами ( , , , p, ), обозначающими со-
ответственно удельные энтропию, внутреннюю
энергию и объем, давление и температуру, на ко-
тором контактная структура задана дифференци-
альной 1-формой

Под термодинамическим состоянием будем по-
нимать максимальное интегральное многообра-
зие L формы θ, т.е. лежандрово многообразие, что
физически означает выполнение первого начала
термодинамики на L. Выбор в качестве коорди-
нат на L экстенсивных переменных ( , ), а также
условие  приводят к тому, что L можно за-
дать с помощью функции :

(1)
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s e v T
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На лежандровом многообразии L определена
дифференциальная квадратичная форма [5]

где  означает симметрическое произведение. До-
пустимые термодинамические состояния соот-
ветствуют тем областям на L, где форма  отрица-
тельно определена, а значения формы ,
где  – векторное поле на L, в этих областях явля-
ются суммарной дисперсией величин ( , ), из-
меряемых в соответствующих точках на L в на-
правлении Y.

Под термодинамическим процессом будем по-
нимать контактный диффеоморфизм Φ : ,
сохраняющий лежандрову поверхность L. С ин-
финитезимальной точки зрения, преобразование

 есть сдвиг вдоль траекторий векторного поля
Xf. Общий вид контактного векторного поля Xf :

где  – производящая функция
контактного векторного поля Xf. Нетрудно пока-
зать, что , откуда следует, что Xf. каса-
ется гиперповерхности . Выберем в каче-
стве функций fj

Тогда в силу (1) соотношение  за-
дает лежандрово многообразие L, а ограничения

 соответствующих векторных полей  на L
имеют вид

Выберем  и  в качестве базиса модуля вектор-
ных полей на L. Тогда искомый термодинамиче-
ский процесс  будет интегральной кривой
векторного поля , где коэффициен-
ты  играют роль управляющих парамет-
ров. Для того чтобы задать область допустимых
управлений, ограничим относительную диспер-
сию измерений вектора  положительным
числом δ, т.е. предположим, что выполнено соот-
ношение

что приводит к неравенству

Таким образом, для фиксированной точки 
граница  множества допустимых управлений
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 представляет собой эллипс с центром в этой
точке, причем длина полуосей эллипса, вообще
говоря, зависит от этой точки.

Введем форму работы . Тогда функци-

онал качества  будет иметь вид

где  – параметр на кривой . Значение па-
раметра t = 0 соответствует начальной точке, а
значение  — конечной.

Пусть  и  – коэффициенты
векторного поля Y:

Тогда постановка задачи имеет следующий вид:

(2)

где , .
Гамильтониан для задачи (2) имеет вид

где ,  – множители Лагранжа.

2. ИДЕАЛЬНЫЙ ГАЗ
Для идеального газа лежандрова поверхность

L задана следующими уравнениями состояния:

где  – универсальная газовая постоянная,  —
число степеней свободы.

Дифференциальная квадратичная форма 
имеет вид

Векторные поля  и  для идеального газа имеют
следующий вид:

Следовательно, область допустимых управлений
 задана как
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и ее граница является эллипсом с постоянными
полуосями.

Коммутатор векторных полей  и :

Дуальный базис порожден дифференциальными
1-формами

По теореме Ли–Бьянки [6, 7] форма  точна и
является внешним дифференциалом функции
q1 = . Ограничение формы  на кривую

 = C1 также является точной формой с по-
тенциалом . Выберем  в ка-
честве новых координат на L. Обратное преобра-
зование задается в виде

(3)

Тогда векторные поля  и  примут более про-
стой вид:

Гамильтониан задачи (2) в случае идеального газа
примет следующий вид:

Поскольку гамильтониан  линеен по  и
, то он экстремален на границе  области

управления U. Следовательно, выбрав  в каче-
стве параметра на , можно записать:

Тогда гамильтониан  примет вид

(4)

Для нахождения точек максимума гамильтониана

требуется решить уравнение , которое эк-
вивалентно

Следовательно, точки максимума гамильтониана
задаются формулой

Подставляя корни  в (4), получим, что на
оптимальной траектории гамильтониан имеет
вид

(5)

Соответствующая гамильтонова система имеет
вид

(6)

где  задан формулой (5). Поскольку га-
мильтониан  явно не зависит от времени,
то он является интегралом гамильтоновой систе-
мы (6), т.е. постоянен на траекториях:  = H1 =
= const.

Т е о р е м а  1. Гамильтонова система (6) обла-
дает интегралом , который находит-
ся в инволюции с гамильтонианом , т.е.

 = 0, где [G, H] — скобка Пуассона на фазовом
пространстве, определенная формулой

Таким образом, гамильтонова система (6) ин-
тегрируема по Лиувиллю.

3. РЕШЕНИЕ ГАМИЛЬТОНОВОЙ СИСТЕМЫ

Многообразие , на котором лежат
фазовые траектории гамильтоновой системы (6),
задается уровнями  и  ее ин-
тегралов:

Для нахождения явных решений системы (6) мы
применяем метод введения переменных действие–
угол [8], в которых гамильтонова система принима-
ет наиболее простой вид. Однако прежде проанали-
зируем многообразие . Выберем  в качестве

{ }= , ∈ + ≤ δ ,2 2 2
1 2 1 22

4 2( )U u u u u
nRn R

R

1Y 2Y

, = .1 2 1
2[ ] eY Y Y
nR

ω = − , ω = − .v

v

1 2 22 2
nR nRd de
e e

ω2

( )−12nR e ω1
−1(2 )nR e

= − +v2 1 2lnq C C ,1 2( )q q

 = , = − . 
 

v
2

1 1

exp
2

qnRe
q q

1Y 2Y

= ∂ , = ∂ + ∂ .
2 1 2

2
1 2

1
q q q

qY Y
q

 
 
  
 

, λ, = − + λ + λ + .1 2 2
1 2 2 12

11

( ) Ru q uH q u u u
qq

, λ,( )H q u 1u
2u ∂U

τ
∂U

δ δ= τ, = τ.1 2cos sin
2 2

n R nRu u

, λ,( )H q u
, λ, τ =

δ λ + λ τ + δ λ − τ= .
2

1 1 1 2 2 1 2
2
1

( )

2 ( )sin ( )cos
2

H q

nR q q q R n q R
q

∂ =∂τ 0H

  λ + λτ + = .  − λ  

1 1 1 2 2
2
1 2

2 ( )sin arctg 0
( )

q q q
n R q

 
 
 

τ , λ = π + −
 λ + λ
 − , ∈ .
 − λ 

�
1 1 1 2 2

2
1 2

*( ) (2 1)

2 ( )arctg

q k

q q q k
n R q

τ , λ*( )q

, λ = δ λ + λ + λ λ + λ − λ + .4 2 4 2 3 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 1 2 1 2 2 1 22

1

1( ) ( 2 4 2 2 )
2

H q nR nq q q q q q Rnq R n
q

∂ ∂= , λ = − ,
∂λ ∂

�

�

H Hq
q

, λ( )H q
, λ( )H q

, λ( )H q

, λ = λ1 2( )G q q
, λ( )H q

,[ ]G H

=
, Ω ∧ Ω = ∧ ∧ Ω, Ω = ∧ λ .

2

1
[ ] i i

i

G H dG dH dq d

⊂ ,λR
4( )M q

=1 constH =2 constH

= , λ ∈ ,λ = , ,λ = .4
1 2{( ) | ( ) ( ) }M q H q H G q HR

M ,1 2( )q q



102

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 493  2020

КУШНЕР и др.

координат на . Тогда при неотрицательных

Заметим, что D является полиномом четвертой
степени по . Поскольку D может менять знак в
зависимости от значений  и , а многообразие

 определено там, где , то в зависимости от
числа вещественных корней полинома D много-
образие M может иметь различное, но не превы-
шающее трех, число компонент связности. В слу-
чае, когда полином  имеет четыре различных ве-
щественных корня,  трехсвязно, если D имеет
два различных вещественных корня, то  дву-
связно, если у D единственный вещественный ко-
рень или вещественных корней нет, то многооб-
разие  односвязно.

Т е о р е м а  2. Многообразие  имеет три ком-
поненты связности, если значения интегралов  и

 удовлетворяют неравенству

В остальных случаях многообразие  двусвязно.

Множество  особенностей проекции  на
плоскость  задано как , где

Таким образом, для заданной начальной точки
 областью достижимости являются

M
= δ − δ −2 4 2 2

1 1 2 12 (4 ( ) )D R n H q Rn R H q

− δ ±λ = , λ = .
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2 2 2
1 22
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Σ = , ∈ , = .R
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1 2 2 1{( ) | ( ) 0}j j

j q q q D q

, λ ∈(0) (0)( )q M

все точки, принадлежащие той же компоненте
связности, что и .

В качестве базиса модуля векторных полей на
 выберем два гамильтоновых поля XH и XG, где

Наша задача состоит в том, чтобы найти две за-
мкнутые формы  и  на M, дуальные к векторным
полям XH и XG. Тогда их потенциалы  и  будут
служить углами, а интегралы  и , запи-
санные в терминах углов, – действиями.

Т е о р е м а  3. Переменные типа угол имеют
следующий вид:

(7)

Гамильтонова система (6) эквивалентна системе

Таким образом, решение гамильтоновой си-
стемы (6) в части переменных (q1, q2) выглядит
следующим образом:

(8)

где  и  задаются соотношениями (7), а  и  –
константы, определяемые с помощью условий на
правом и левом концах кривой . С помощью об-
ратного преобразования (3) можно записать ре-
шение (8) в терминах исходных термодинамиче-
ских переменных ( , ).

Траектории гамильтоновой системы, отвечаю-
щие начальной точке ,  и различ-
ным конечным точкам, в случае одноатомного га-
за (n = 3) представлены на рис. 1. Этим траекториям
отвечают процессы перевода термодинамической
системы из начального состояния в конечные.
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CONTACT GEOMETRY IN OPTIMAL CONTROL 
OF THERMODYNAMIC PROCESSES FOR GASES

A. G. Kushnera,b, V. V. Lychaginc, and M. D. Roopa,c

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
b Moscow Pedagogical State University, Moscow, Russian Federation

c V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS S.N. Vassyliev

We solve a problem of optimal control for thermodynamic processes of an ideal gas. Thermodynamic state is
given by a Legendrian manifold in a contact space. By means of Pontryagin’s maximum principle we find an
optimal trajectory (thermodynamic process) on this manifold, which maximizes the work of the gas. It is
shown that in case of ideal gases the corresponding hamiltonian system is integrable and its solution is given.
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