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Рассмотрена и решена задача поиска оптимальных траекторий подвижного объекта с неоднородной
индикатрисой излучения при уклонении от обнаружения как задача вариационного исчисления.
Предложены необходимые и достаточные условия оптимальности траектории движения объекта,
обладающего неоднородной индикатрисой излучения сигнала, по которому ведет обнаружение по-
исковая система, состоящая из единственного сенсора. Получены аналитические выражения для
оптимальных траекторий, закона изменения скорости и значения интегрального риска обнаруже-
ния на оптимальных траекториях.
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Обширный класс поиска-обнаружения по-
движных объектов сводится к задачам оптимиза-
ции траекторий и законов скорости подвижных
объектов с интегральным критерием-риском об-
наружения, связанным с вероятностью обнару-
жения и предложенным в [1–3]. Математические
постановки выражаются в терминах задач вариа-
ционного исчисления или оптимального управ-
ления, а решение этих задач оптимизации опира-
ется на интегрирование уравнений Эйлера–
Лагранжа или сопряженных уравнений с учетом
условия максимума функции Понтрягина, как в
[4, 5]. Большинство исследований посвящено
разработке численных алгоритмов построения
оптимальных траекторий движения. Обзор таких
алгоритмов приведен в [6], и лишь незначительная
часть работ, в силу нелинейности постановок, по-
священа аналитическому выводу, нахождению и
классификации решений, например [1, 4, 7]. На-
стоящее сообщение является продолжением ра-
боты [7] и обобщает постановку, рассмотренную
в ней. Рассматривается задача поиска оптималь-
ных траекторий подвижного объекта с неодно-
родной индикатрисой излучения в присутствии
сенсора (обнаружителя). Предложена постановка

в более общей форме, охватывающая различные
типы физических полей, по которым ведется об-
наружение объекта, что позволяет решать широ-
кий класс задач поиска-уклонения.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Подвижный объект движется в поле обнару-

жения поисковой системы, представляющей со-
бой в простейшем случае одиночный сенсор, рас-
положенный в начале координат. Поставим задачу
нахождения оптимальных траекторий объекта как
задачу классического вариационного исчисления
с интегральным фунционалом риска, зависящим
от уровня излучаемого объектом сигнала S(t).

Этот уровень сигнала зависит от различных
постоянных характеристик подвижного объекта
и сенсора, а также от мгновенного значения ско-
рости объекта и расстояния до сенсора

(1)

где множитель  отвечает за диаграмму прини-
мающей антенны сенсора,  – это индикатриса
излучения подвижного объекта, r – текущее рас-
стояние между сенсором и объектом,  – мгновен-
ная скорость объекта,  – коэффициент зату-
хания сигнала в среде. Геометрический смысл уг-
лов ψ и ϕ пояснен на рис. 1a. Угол ψ – это угол
поворота вектора скорости объекта, а ϕ – угол по-
ворота радиус-вектора объекта. Угол  –
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это угол в прямоугольном треугольнике, постро-
енном из радиальной  и трансверсальной 
проекций скоростей подвижного объекта, т.е.
угол между скоростью объекта и ее проекцией на
радиус-вектор, как показано на рис. 1б. Величина
μ > 1 характеризует физическое поле, по которо-
му ведется обнаружение. Это может быть магнит-
ное, тепловое, акустическое или электромагнит-
ное поле.

Таким образом, критерий оптимизации задачи –
риск R как интегральный функционал сигнала S
из (1) имеет вид

(2)

Будем считать, что диаграмма принимающей
антенны равномерна  и сигнал в среде не
затухает, т.е. .

Пример индикатрисы излучения g(β) приве-
ден на рис. 2.

Таким образом, можно сформулировать по-
становку задачи нахождения оптимальных траек-
торий.

З а д а ч а  1. Требуется найти такую траекто-
рию , которая минимизирует функ-
ционал

(3)

где  – это скорость объекта, а r – расстояние
между сенсором и объектом. Краевые условия
фиксированы:

Время T движения по маршруту от точки A к точ-
ке B также фиксировано.
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2. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ 
ОПТИМАЛЬНОСТИ

Л е м м а  1. Подстановка переменной 
приводит функционал (3) к виду

(4)

Из леммы 1 следует, что изначальная задача 1
эквивалентна двухточечной краевой вариацион-
ной задаче на минимум функционала (4).

З а д а ч а  2. Требуется найти траекторию ,
ϕ*(t)), которая минимизирует функционал

(5)

с краевыми условиями

Вследствие вида функционала (5) он обладает
рядом первых интегралов. Справедлива следую-
щая

Л е м м а  2. Лагранжиан  имеет по-
стоянное значение S* на экстремальной траекто-
рии .

Следующая теорема дает необходимое условие
оптимальности траектории, которая может яв-
ляться решением задачи 2.

Т е о р е м а  1. Пусть  для всех
 – дважды дифференцируемая функция β,

где g1, g2 – некоторые константы, и ,  суще-
ствуют и являются непрерывными функциями по t.
Тогда экстремальная траектория задачи 2 удовле-
творяет следующей системе уравнений:

(6)
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Рис. 1. Расположение объекта на плоскости декарто-
вых координат с сенсором S.
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x Рис. 2. Пример индикатрисы излучения подвижного
объекта.
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С л е д с т в и е  1. Из теоремы 1 следует, что
экстремальная траектория имеет форму логариф-
мической спирали

(7)

Уравнение экстремальной траектории на поляр-
ной плоскости имеет вид

(8)

Следующие две леммы определяют скорост-
ной режим объекта и значение риска обнаруже-
ния при движении по экстремальной траектории.

Л е м м а  3. Закон изменения скорости объекта
на экстремальной траектории (8) имеет вид

(9)

Л е м м а  4. Значение функционала (4) на экс-
тремальной траектории (8) равно

(10)

где , и зависит только от крае-

вых условий.

3. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ 
ОПТИМАЛЬНОСТИ

Теперь найдем условия, при которых получен-
ная экстремальная траектория является опти-
мальным решением задачи 2, т.е. доставляет
сильный минимум функционалу (4). Для этого
обратимся к матрице Гессе.

Л е м м а  5. Пусть  = g(β),
g(β) – трижды непрерывно дифференцируемая
функция β, тогда матрица Гессе функции H имеет вид

(11)

где
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Следующая теорема дает достаточное условие
оптимальности траектории, претендующей на ре-
шение задачи.

Т е о р е м а  2. Предположим, что выполнены
условия теоремы 1, лемм 2 и 5, и detH > 0 для всех β.
Тогда экстремальная траектория, удовлетворяю-
щая (6), доставляет функционалу (4) сильный ми-
нимум.

Таким образом, положительность детерми-
нанта матрицы Гессе гарантирует оптимальность
логарифмической спирали как решения задачи.
Теорема 2 позволяет для произвольной индика-
трисы g(β) однозначно ответить на вопрос опти-
мальности траектории (8) как решения задачи.
Действительно, знак гессиана зависит от знака
третьего сомножителя в (12), который при задан-
ном μ зависит только от вида g(β). В случае, когда
достаточные условия не выполнены, искомая оп-
тимальная траектория будет иметь более слож-
ный вид и будет составлена из нескольких лога-
рифмических спиралей.

В более общем случае можно рассматривать
движение объекта с многообразия на многообра-
зие, выводы относительно вида траекторий оста-
нутся справедливыми.

4. ПРИМЕР
Рассмотрим пример для частного случая μ = 2,

что может соответствовать распространению пер-
вичного акустического сигнала в однородной
водной среде. Пусть индикатриса излучения объ-
екта имеет такой вид:

Коэффициенты K1 и K2 строго положительны и
определяют характер излучения и нормализованы,
т.е. . Индикатриса излучения такого ви-
да проиллюстрирована на рис. 2 для  = 0.25, K2 =
= 0.75. Обратимся к лемме 5 и вычислим гессиан

μ−
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∂ϕ∂ρ

+ ρϕ μ − μ β − β ϕ + ρ

� �

� �

� � � �

2
2 2

21

22 2 2 2

(( )( 1) '( )

(( 2 ) ( ) ''( )))( ) ,

SH g

g g

μ−

∂= = ϕρ μ − β +
∂ϕ

+ μ ρ + ϕ μ − β + β ρ ϕ + ρ

� �

�

� � � � �

2

22 2

22 2 2 2 2 2

(2 ( 1) '( )

( ( 1)) ( ) ''( ) )( ) ,

SH g

g g

μ−= ϕ + ρ μ − β μ
+ β β μ − β μ −

+� �

2 2 2 2 2

2

det ( 1)( ( )

( ) ''( ) ' ( )(

( )

1)).

g

g g g

H

( )β = + β2
1 2cos .g K K

+ =1 2 1K K
1K

( )= + =1 1 2 1det 4 4 .K K K KH



98

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 493  2020

ГАЛЯЕВ и др.

Очевидно, что гессиан строго положителен, то-
гда, согласно теореме 2, логарифмическая спи-
раль (8) является оптимальной траекторией с ми-
нимальным риском при движении между двумя
точками на плоскости. Проверим это утвержде-
ние с помощью вариации функционала (4):

где δρ, δϕ – вариации координат, которые явля-
ются достаточно гладкими функциями времени.
Первое и второе слагаемые равны нулю в силу
фиксированных краевых условий для вариаций,
третье слагаемое зануляется из-за выполнения
уравнений Эйлера–Лагранжа на экстремальной
траектории, следствием из которых является (6).
Осталась только взвешенная сумма квадратов,
которая, очевидно, положительна. Таким обра-
зом, любая вариация траектории (логарифмиче-
ской спирали) увеличивает значение функциона-
ла риска, что доказывает ее оптимальность. По
лемме 4 значение риска на этой траектории равно

и зависит только от краевых условий.
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TRAJECTORY OPTIMALITY CONDITIONS FOR MOVING OBJECT
WITH NON-UNIFORM RADIATION PATTERN

Corresponding Member of the RAS A. A. Galyaeva, P. V. Lysenkoa, and V. P. Iakhnoa

a Institute of Control Sciences of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

The problem of optimal trajectory planning of the moving object with a non-uniform radiation pattern is con-
sidered and analytically solved as a variational problem. The task is to minimize the risk of detection of the
moving object by a static sonar while moving between two given points on a plane. Necessary and sufficient
conditions of the trajectory’s optimality are obtained. The optimal trajectory and velocity law of the moving
object are found, as well as optimal risk of the detection value.

Keywords: path planning, necessary and sufficient conditions of optimality, radiation pattern
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