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Для двухступенных свободных нильпотентных групп Ли описаны симплектические слоения и
функции Казимира. Рассмотрена левоинвариантная задача быстродействия, для которой множе-
ство допустимых скоростей есть строго выпуклый компакт в первом слое алгебры Ли, содержащий
начало координат внутри себя. Для вертикальной подсистемы гамильтоновой системы принципа
максимума Понтрягина описаны интегралы. Описаны свойства решений этой подсистемы для ма-
лых рангов бивектора Пуассона.
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1. ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Пусть  есть двухступенная свободная нильпо-
тентная алгебра Ли с  образующими:

(1)

Пусть G есть связная односвязная группа Ли с ал-
геброй Ли . Будем считать Xi, Xij левоинвариант-
ными векторными полями на G.

Модель для векторных полей Xi, Xij на G ≅
≅  =  можно вы-
брать в следующем виде [11]:
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Пусть  есть выпуклый компакт, содер-
жащий начало координат внутри себя. Рассмот-
рим следующую задачу быстродействия [2]:

(2)

(3)

(4)

При  получаем субфинслерову задачу [4–7],
а если U есть эллипсоид с центром в нуле, то зада-
ча субриманова [1–3].

В случае   есть группа Гейзенберга, и ре-
шение задачи (2)–(4) было получено Х. Бузема-
ном [12] и В.Н. Берестовским [5].

Субриманов случай  был впер-

вые рассмотрен Р. Брокеттом [8] и был полностью
исследован для k = 3 О. Мясниченко [9]. Некото-
рые результаты для k = 4 были получены Л. Рицци
и У. Серресом [10].
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Существование оптимальных управлений в за-
даче (2)–(4) следует стандартным образом из тео-
рем Рашевского–Чжоу и Филиппова [2].

2. СИМПЛЕКТИЧЕСКОЕ СЛОЕНИЕ
Перед началом исследования экстремалей в

задаче (2)–(4), рассмотрим функции Казимира и
симплектическое слоение (разбиение на коприсо-
единенные орбиты) коалгебры Ли  [13]. Это важ-
но для исследования экстремалей в этой задаче.

Пусть . Обозначим через  симплек-
тичекий лист (орбиту коприсоединенного пред-
ставления) для точки p0:

Далее в теореме 1 получено явное описание
листа .

Введем линейные на слоях кокасательного
расслоения T*G гамильтонианы, соответствую-
щие левоинвариантному реперу на G:

Из таблицы умножения для скобки Ли (1) получа-
ем следующую таблицу умножения для скобки
Пуассона:

(5)

Гамильтонианы hi,  будем считать координата-
ми на коалгебре Ли .

Бивектор Пуассона (т.е. матрица попарных
скобок Пуассона между базисными гамильтониа-
нами hi, ) определяется кососимметрической
матрицей

(6)

Для вектора  рассмотрим ли-
нейную функцию

Далее, для любого  рассмотрим аффинное
подпространство

где  есть соответствующая матри-
ца (6). Очевидно, что
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Т е о р е м а  1. Для любого  выполнено ра-
венство .

3. ФУНКЦИИ КАЗИМИРА НА 
Напомним, что функцией Казимира называ-

ется такая функция , что

(7)

Имеется  очевидных функций Казимира

(8)

Т е о р е м а  2.
1. Если , , то на коалгебре  суще-

ствуют всего  независимых функций Кази-
мира (8).

2. Если , , то на коалгебре ,
кроме функций Казимира (8), существует еще одна,
не зависящая от них:

где

Функция Казимира C есть однородный полином

степени  на .

4. ПРИНЦИП МАКСИМУМА ПОНТРЯГИНА 
И ИНТЕГРАЛЫ ГАМИЛЬТОНОВОЙ 

СИСТЕМЫ
Применим принцип максимума Понтрягина

(ПМП) [2] к задаче (2)–(4). Гамильтониан прин-

ципа максимума равен , . Га-

мильтонова система ПМП имеет вид

(9)
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а условие максимальности есть
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САЧКОВ

(12)

где

есть опорная функция множества U [14]. Функ-
ция H выпукла, положительно однородна и не-
прерывна.

Вдоль экстремальных траекторий 
Анормальный случай

можно опустить, так как распределение Δ =
=  удовлетворяет равенствам Δ2 = Δ +
+ , поэтому по условию Гоха [2] все ло-
кально оптимальные анормальные траектории
одновременно нормальны. Поэтому рассмотрим
нормальный случай . В силу одно-
родности H можно считать H = 1.

Будем далее предполагать дополнительно, что
множество U строго выпукло. Тогда максимизи-
рованный гамильтониан H является C1-гладким
на , а максимум в (12) достигается на управле-

нии  [14]. Обозначим Hi =

= , . Тогда вертикальная подсисте-

ма (9), (10) гамильтоновой системы ПМП прини-
мает вид

(13)

З а м е ч а н и е. Если M = 0, то все решения 
системы (13) постоянны, поэтому управления u(t)
постоянны и оптимальны.

Т е о р е м а  3. Система (13) имеет следующие
интегралы:

1) функции Казимира hij, , а также
гамильтониан H при k = 2n, ,

2) функции Казимира , , и C, а
также гамильтониан H при , .

Для любого  симплектический лист 
есть инвариантное множество системы (13). В
частности, любая функция Ia, , посто-
янна на решениях этой системы.

Т е о р е м а  4. Пусть  и .
Тогда решение  системы (13) с начальным усло-
вием  существует и единственно для любо-
го .
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1) Если , то . Соответ-
ствующее управление u(t) оптимально.

2) Если , то p(t) есть регулярная
C1-гладкая периодическая плоская кривая. Соот-
ветствующее управление u(t) периодическое.

Т е о р е м а  5. Пусть . Тогда:

1) помимо интегралов, указанных в теореме 3,
имеется еще  независимых интегралов,

2) если , то решения системы (13) общего
вида непериодические.
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PERIODIC TIME-OPTIMAL CONTROLS 
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For two-step free nilpotent Lie algebras we describe symplectic foliations and Casimir functions. We consider
a left-invariant time-optimal problem with the set of admissible controls given by a strictly convex compac-
tum in the first layer of the Lie algebra containing the origin in its interior. We describe integrals for the ver-
tical subsystem of the Hamiltonian system of Pontryagin maximum principle. We describe properties of solu-
tions to this system for low ranks of Poisson bivector.

Keywords: symplectic foliations, Casimir functions, time-optimal problem, Pontryagin maximum principle,
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