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Антиподальный недвудольный дистанционно регулярный граф  диаметра 3 имеет массив пересе-
чений  ( ) и собственные значения k, n, –1, –m, где , –m – корни

квадратного уравнения . Граница Крейна  влечет , если . В
случае m = n2, следуя Годсилу, назовем  антиподальным графом Крейна. Точечному графу Σ обоб-
щенного четырехугольника , имеющего спред, отвечает антиподальный граф Крейна с r = q + 1.
Если  имеет автоморфизм  порядка f, фиксирующий каждую компоненту спреда, то граф

, вершинами которого являются -орбиты на множестве точек, и две орбиты смежны, ес-
ли некоторая вершина одной из них смежна с вершиной другой, является дистанционно регуляр-
ным с массивом пересечений {q3, , в котором окрестность 
любой вершины является псевдогеометрическим графом для . При f = 2
получим псевдогеометрический граф для . Отсюда следует, что локально псевдо
GQ(4, 6)-граф с массивом пересечений {125, 96, 1; 1, 48, 125} и локально псевдо GQ(4, 8)-граф с мас-
сивом пересечений {343, 288, 1; 1, 96, 343} существуют.
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Мы рассматриваем неориентированные гра-
фы без петель и кратных ребер. Для вершины a
графа Γ через  обозначим i-окрестность вер-
шины a, т.е. подграф, индуцированный Γ на мно-
жестве всех вершин, находящихся на расстоянии
i от a. Положим , .

Степенью вершины называется число вершин
в ее окрестности. Граф Γ называется регулярным
степени k, если степень любой вершины из Γ рав-
на k. Граф  назовем реберно регулярным с пара-
метрами ( , , ), если он содержит  вершин, ре-
гулярен степени k и каждое его ребро лежит в 
треугольниках. Граф Γ – вполне регулярный граф
с параметрами ( , , , ), если он реберно регуля-

Γ ( )i a

Γ1[ ] = ( )a a ⊥ ∪= { } [ ]a a a

Γ
v k λ v
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рен c соответствующими параметрами, и 
содержит  вершин для любых двух вершин a, b,
находящихся на расстоянии 2 в . Вполне регу-
лярный граф диаметра 2 называется сильно регу-
лярным графом. Максимальные клики графа на-
зываются прямыми. Разбиение реберно регуляр-
ного графа с параметрами ( , , ) кликами
порядка  называется спредом.

Система инцидентности с множеством точек
 и множеством прямых L называется -частич-

ной геометрией порядка , если каждая пря-
мая содержит ровно  точку, каждая точка ле-
жит ровно на  прямой, любые две точки лежат
не более чем на одной прямой, и для любого ан-
тифлага  найдется точно α прямых,
проходящих через  и пересекаюших l (обозначе-
ние ). В случае α = 1 геометрия называет-
ся обобщенным четырехугольником и обознача-
ется . Точечный граф геометрии опреде-
ляется на множестве точек P и две точки смежны,
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если они лежат на прямой. Точечный граф гео-
метрии  сильно регулярен с (1 +
+ st/α), , ,  = α(t + 1).
Сильно регулярный граф с такими параметрами
для некоторых натуральных чисел α, ,  называ-
ется псевдогеометрическим графом для .

Если вершины u, w находятся на расстоянии 
в Γ, то через  (через ) обозначим чис-
ло вершин в пересечении  ( ) с .
Граф  диаметра d называется дистанционно ре-
гулярным с массивом пересечений ;
c1, ..., cd}, если значения  и  не зави-
сят от выбора вершин u, w на расстоянии i в Γ для
любого , …, d. Положим . Да-

лее, через  обозначим число вершин в под-
графе  для вершин x, y, находящихся
на расстоянии l в графе Γ. В дистанционно регу-

лярном графе числа  не зависят от выбора

вершин x, y, обозначаются  и называются чис-
лами пересечений графа .

Если Γ – граф диаметра d, , то
граф Γi имеет то же самое множество вершин, что
и Γ, и вершины ,  смежны в Γi, если .

Пусть Γ – антиподальный недвудольный ди-
станционно регулярный граф диаметра 3. Тогда Γ
имеет массив пересечений 

( ) и спектр k1, nf, –1k, , где n, –m –

корни квадратного уравнения  = 0,
f = , g = n(r – 1) /(m + n).
Если r = 2, то Γ называется графом Тейлора. Если

, то числа m,  целые и параметры Γ можно вы-
разить через r, , : , c2 = (m – 1) ,

. Условие целочисленности кратно-

стей f,  дает делимость  на m + n.

Наконец, граница Крейна  влечет ,

если  (см. [1, с. 431]). В случае , следуя
Годсилу, назовем Γ антиподальным графом
Крейна. Годсил [2] доказал

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть Γ – антиподальный
дистанционно регулярный граф диаметра 3 с соб-

ственными значениями k, , –1, –m. Если ,
то выполняются следующие утверждения:

1) r делит ,  делит a1 и  делит c2;
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2) для любой вершины  граф  сильно
регулярен с собственными значениями a1 = k(Δ) =

= ,  и η2 = n – .

Напомним предложение 12.5.2 из [1].

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть Γ – точечный граф
обобщенного четырехугольника , имеющего
спред S. Удаляя из Γ ребра, лежащие на прямых из S,
получим антиподальный граф с массивом пересече-
ний

Из предложений 1, 2 следует, что точечному
графу обобщенного четырехугольника ,
имеющего спред, отвечает антиподальный граф
Крейна с .

Если точечный граф  для  имеет ав-
томорфизм  порядка f, фиксирующий каждую
компоненту спреда, то граф , вершина-
ми которого являются -орбиты на множестве то-
чек, и две орбиты смежны, если некоторая вершина
одной из них смежна с вершиной другой, является
дистанционно регулярным с массивом пересече-
ний {q3, , 1; 1, (q2 – 1)f, q3}. Те-
перь из предложения 1 и леммы 6.1 [2] следует

Т е о р е м а  1. Пусть q – степень простого числа
и f – нетривиальный делитель q + 1. Тогда суще-
ствует дистанционно регулярный граф с массивом пе-
ресечений {q3, , 1; 1, (q2 – 1)f,
q3}, в котором окрестность Δ любой вершины являет-
ся псевдогеометрическим графом для ,
(q + 1)(f – 1)). При f = 2 получим псевдогеометриче-
ский граф для , а при f = 3 получим
псевдогеометрический граф для , 2q + 2).

В случае f = 4 получим псевдогеометрический
граф для , 4 делит q + 1. Если

, то q = 7 и существует граф Тейлора с
массивом пересечений {73, 192, 1; 1, 192, 73}, в ко-
тором окрестности вершин являются псевдогео-
метрическими графами для  (см. след-
ствие 2 из [3]).

В лемме 5.3 из [2] параметр  вычислен не-
верно. Ввиду теоремы 1 имеем λ(Δ) = q – 2 +
+ (q + 1). Интересно, что в случае

 (равносильно f = 2) параметр  из
леммы 5.3 [2] совпадает с q – 2 + (q + 1)
и  является псевдогеометрическим графом для

.
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МАХНЕВ

С л е д с т в и е  1. Пусть  – степень нечетного
простого числа. Тогда существует антиподальный
дистанционно регулярный граф с массивом пересе-
чений {q3, , в кото-
ром окрестности вершин являются псевдогеомет-
рическими графами для .

Дистанционно регулярные графы, в которых
окрестности вершин являются псевдогеометри-
ческими графами для , классифи-
цированы в [4] для q = 3, в [5] для q = 4, в [6] для
q = 5 и в [7] для q = 7. Однако существование гра-
фов с массивами пересечений {125, 96, 1; 1; 48,
125} в [6] и {343, 288, 1; 1, 96, 343} в [7] (обнару-
женное в следствии 1) оставалось неизвестным.

Пусть Γ – граф диаметра d и e – натуральное
число. Подмножество C вершин графа  называ-
ется e-кодом, если минимальное расстояние меж-
ду двумя вершинами из C не меньше . Для
e-кода в дистанционно регулярном графе диамет-
ра  выполняется граница .
В случае равенства код называется максималь-
ным. Для максимального e-кода в дистанционно
регулярном графе диаметра  выполня-
ется граница . В случае равенства код
называется локально регулярным. Наконец, для
e-кода в дистанционно регулярном графе диаметра

 выполняется граница  + 1.

В случае равенства код называется совершенным
относительно последней окрестности.

Если дистанционно регулярный граф Γ диа-
метра 3 содержит максимальный 1-код, являю-
щийся локально регулярным и совершенным от-
носительно последней окрестности, то по пред-
ложению 5 из [8] Γ имеет массив пересечений

 или ;

1, c, ap}, где a = a3, , .
В случае, когда Γ имеет массив пересечений

, граф  является псев-
догеометрическим для , а максималь-
ному 1-коду отвечает овоид графа Γ. Если a = c + 1,
то граф Γ2 является псевдогеометрическим для

, а Γ имеет массив пересечений {(c +
+ 1)(p + 1), . Существование
дистанционно регулярных графов Γ диаметра 3,
для которых графы Γ2 и Γ3 сильно регулярны, не
известно.

Граф  является -полиномиальным, если p2 =
= 2(a + 1) и Γ3 – псевдогеометрический граф для

. В случае p = 4 граф Γ3 – псев-
догеометрический для  и Γ имеет массив
пересечений {35, 24, 8; 1, 6, 28}. В случае p = 6 граф
Γ3 – псевдогеометрический для  и  име-

ет массив пересечений {119, 96, 18; 1, 16, 102}. В
указанной серии -полиномиальных графов по
теореме 3 из [8] графов нет.

Юришич и Видали в [8] рассмотрели дистан-
ционно регулярный граф Γ с массивом пересече-
ний  (c = q,

). Этот граф имеет спектр (q2 – 1)1,

, , ,
граф Γ3 является псевдогеометрическим для

, q + 1) и  – псевдогеометрический граф
для .

Можно ли так модифицировать окрестности
вершин в локальном графе из заключения
следствия 1, что получится дистанционно регу-
лярный граф Γ с массивом пересечений

?

Г и п о т е з а. Пусть q – степень нечетного про-
стого числа, . Тогда существует дистанцион-
но регулярный граф с массивом пересечений {q2 – 1,

.

Наименьший возможный граф имеет массив
пересечений .
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ANTIPODAL KREIN GRAPHS
AND NEAR DISTANCE-REGULAR GRAPHS

Corresponfing Member of the RAS A. A. Makhneva

a Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics, Ural Branch of the Russian Academy of Sciences, 
Ekaterinburg, Russian Federation

Antipodal distance-regular graph Γ of diameter 3 has intersection array  (  < k – 1)

and eigenvalues k, n, –1, –m, where n, –m – roots of equation . Krein bound

 gives , if . In the case  we call Γ antipodal Krein graph (Godsil). Point graph Σ
of , having spread, gives antipodal Krein graph with . If Σ has an automorphism σ of or-
der f, fixed every component of spread then graph , with vertices as σ-orbits on point set, and two
orbits are adjacent if some vertex of one orbit is adjacent to some vertex of other orbit, is distance-regular with

intersection array {q3, , and every local subgraph Δ(u) is pseu-
do-geometric for . If  then we have pseudo-geometric graph for

. Hence locally pseudo GQ(4, 6) graph with intersection array {125, 96, 1; 1, 48, 125} and
locally pseudo GQ(6, 8) graph with intersection array {343, 288, 1; 1, 96, 343} exist.

Keywords: distance-regular graph, antipodal Krein graph
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