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В сообщении приводятся результаты, посвященные суперрефлексивным пространствам Бесова
. А именно, определяются выражения для модулей выпуклости и модулей гладкости отно-

сительно “канонических” норм, рассматриваются свойства, связанные с финитной представимо-
стью банаховых пространств и линейных компактных операторов в . В работе также приво-
дятся неравенства типа Пруса–Смарзевского для произвольных эквивалентных норм и неравенства
типа Джеймса–Гурария. Последние позволяют получать двусторонние оценки для норм элементов
в  через коэффициенты разложений этих элементов по безусловным нормированным бази-
сам Шаудера.
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Теория банаховых пространств – один из фун-
даментов современной математики и ее приложе-
ний [1, 2]. В частности, велика ее роль при постро-
ении итерационных алгоритмов решения нели-
нейных операторных уравнений, вариационных
неравенств, минимизации функционалов, при-
ближения функций и т.д. [3].

Значительна роль теории банаховых про-
странств и в задачах управления динамическими
системами, поведение которых описывается диф-
ференциальными или интегро-дифференциаль-
ными уравнениями дробного порядка [4, 5].

В настоящем сообщении представлены кон-
структивные результаты, посвященные супер-
рефлексивным пространствам Бесова [6–8].
Фундаментальную значимость класса суперре-
флексивных банаховых пространств подчеркива-
ет хотя бы тот факт, что все гильбертовы про-
странства являются суперрефлексивными.

Начало теории суперрефлексивных банаховых
пространств восходит к работе [9]. Современное со-
стояние теории суперрефлексивных пространств
представлено в монографии [10]. Центральными

результатами этой теории являются, с одной сто-
роны, факты, связанные с финитной представи-
мостью рефлексивных банаховых пространств в
исходном пространстве, а с другой – теорема Эн-
фло, утверждающая, что банахово пространство X
суперрефлексивно тогда и только тогда, когда
среди эквивалентных норм на X имеется равно-
мерно выпуклая и равномерно гладкая норма.

В работе получены явные представления для мо-
дулей выпуклости и модулей гладкости пространств
Бесова  при всех возможных комбинациях
параметров ,  и произвольных

 для “канонических” норм.
В сообщении приведены свойства линейных

компактных операторов, действующих между
суперрефлексивными пространствами Бесова, вне
всякой связи с теоремами вложения для таких про-
странств. Отметим, что последовательности ап-
проксимационных чисел, которые соответствуют
этим операторам, оказываются эквивалентными
наперед заданным положительным монотонно
убывающим нуль-последовательностям.

В работе приводится теорема о финитной
представимости в пространствах Бесова рефлек-
сивных пространств l ω ( ) суммируемых
последовательностей. Эта теорема дает количе-
ственную оценку порядков равномерной диффе-
ренцируемости по Фреше норм элементов, от-
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личных от нулевых, в тех банаховых простран-
ствах, которые финитно представимы в .

В работе представлены неравенства типа Пру-
са–Смарзевского для произвольных эквивалент-
ных норм на  [11], а также неравенства ти-
па Джеймса–Гурария [9, 13], позволяющие полу-
чать двухсторонние оценки для “канонических”
норм элементов суперрефлексивных пространств
Бесова через коэффициенты разложений этих
элементов по безусловным нормированным ба-
зисам Шаудера в этих пространствах.

1. СУПЕРРЕФЛЕКСИВНЫЕ 
БАНАХОВЫ ПРОСТРАНСТВА

Определения, приведенные ниже, являются
фундаментальными в теории суперрефлексивных
банаховых пространств [10].

О п р е д е л е н и е  1. Пусть . Нормирован-
ное пространство Y называют ε-ф и н и т н о
п р е д с т а в и м ы м  в нормированном простран-
стве X, если для каждого конечномерного под-
пространства  найдется подпространс-
тво той же размерности  такое, что

.

Здесь  — дистанция
Банаха–Мазура, где нижняя граница берется по
всем изоморфизмам между Xn и Yn.

О п р е д е л е н и е  2. Пространство Y называ-
ется ф и н и т н о  п р е д с т а в и м ы м  в простран-
стве X, если оно ε-финитно представимо при лю-
бом ε > 0.

О п р е д е л е н и е  3. Банахово пространство X
называется с у п е р р е ф л е к с и в н ы м , если
любое банахово пространство Y, финитно пред-
ставимое в X, является рефлексивным.

2. О СУПЕРРЕФЛЕКСИВНОСТИ 
ПРОСТРАНСТВ БЕСОВА 

О п р е д е л е н и е  4 [6, 7]. П р о с т р а н -
с т в о м  Б е с о в а   относительно “кано-
нической” нормы назовем банахово простран-
ство вида

где , , ,  ∈
∈  – специальная система функций на мно-
жестве комплекснозначных быстро убывающих
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бесконечно дифференцируемых функций, опре-
деленных на ,  – пространство медленно
растущих обобщенных функций, сопряженное к

.
Имеет место следующая

Т е о р е м а  1. Пространства Бесова ,
||·||p, q, s) являются равномерно выпуклыми и равно-
мерно гладкими банаховыми пространствами. В
этих пространствах выполняются неравенства
типа Кларксона, а для модулей выпуклости 
и гладкости  имеют место представления:

a) 

где , 

б) 

где , 

в) 

где , ;

г) 

где , ;

n
R �'( )nS
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д) 

где , ;

е) 

где , .
Из теоремы 1 вытекают следствия.

С л е д с т в и е  1. Пространства Бесова ,

||·||p', q', –s), сопряженные к пространствам ,
||·||p, q, s), также являются равномерно выпуклыми и
равномерно гладкими банаховыми пространствами
относительно норм  – дуальных “канониче-
ским” нормам.

С л е д с т в и е  2. Пространства Бесова 

и  являются суперрефлексивными при
, , .

3. КОМПАКТНЫЕ ОПЕРАТОРЫ
В ПРОСТРАНСТВАХ БЕСОВА

В пространствах  существует бесконеч-
ное множество норм, эквивалентных “канониче-
ским”. Многочисленные примеры таких норм
приведены в [6, 8].

Справедлива следующая
Т е о р е м а  2. Пусть задана пара пространств

Бесова  и , , где

 и  – произвольные нормы, эквивалент-
ные “каноническим” нормам с соответствующими
параметрами, n, k – любые натуральные числа.

Существует множество мощности континуума,
состоящее из линейных компактных операторов A:

, у которых последовательно-
сти аппроксимационных чисел  эквивалентны
наперед заданным монотонным положительным
нуль-последовательностям {λm}.

Операторы A представляются в виде
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где u – произвольный элемент из ,

, gm – фиксированная последова-

тельность элементов из .

Таким образом, среди компактных операто-
ров, действующих между произвольными парами
суперрефлексивных пространств Бесова, имеют-
ся такие, которые не являются ни ядерными, ни
p-абсолютно суммирующими (при произвольном
p > 0), и, напротив, имеются такие, у которых по-
следовательности аппроксимационных чисел αm,
поперечников Колмогорова dm и Гельфанда gm яв-
ляются быстро убывающими числовыми после-
довательностями [6].

С л е д с т в и е  3. Не существует таких линей-

ных компактных операторов между  и

, у которых последовательности аппрок-
симационных чисел αm(A) не стремятся к нулю.

Вместе с тем, существует множество мощно-
сти континуума, состоящее из линейных компакт-

ных операторов A: , у которых
последовательности аппроксимационных чисел αm,
поперечников Колмогорова dm и Гельфанда  стре-
мятся к нулю сколь угодно медленно.

4. О ФИНИТНОЙ ПРЕДСТАВИМОСТИ 
ЛЕБЕГОВЫХ ПРОСТРАНСТВ l ω

В ПРОСТРАНСТВАХ БЕСОВА 

Приведем теорему о финитной представимо-
сти рефлексивных лебеговых пространств l ω

( ), суммируемых числовых последова-
тельностей в пространствах Бесова. Факт финит-
ной представимости банахова пространства X в

 будем обозначать .

Т е о р е м а  3. В пространствах Бесова ,
|| · ||p, q, s) финитно представимыми являются следую-
щие l ω-пространства:

а) , , ,
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б) , , ,
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в) , , ,
при ;

г) , , ,
при ;

д) , , , при
;

е) , , , при
.

Прежде чем сформулировать результат о фи-
нитной представимости банаховых пространств
применительно, например, к пункту а) теоремы 3,
приведем

О п р е д е л е н и е  5 [14]. Норма ненулевого
элемента некоторого банахова пространства X на-
зывается F k-г л а д к о й  (  – натуральное), если
она равномерно дифференцируема по Фреше k раз,
но не (k + 1) раз. Если норма является F k-гладкой
при всех натуральных k, то она равномерно диф-
ференцируема по Фреше бесконечное число раз.

У т в е р ж д е н и е  1. Пусть , ,
X – некоторое рефлексивное банахово простран-
ство, финитно представимое в .

Если , , то нормы произвольных
ненулевых элементов из X и X* являются F(1)-глад-
кими.

Если q = 2,  , то нормы произвольных не-
нулевых элементов из X и X* являются соответ-
ственно - ( ) и F(1)-гладкими.

Если q = 2, , то нормы произвольных нену-
левых элементов из X и X* являются -гладкими
при всех натуральных k.

5. НЕКОТОРЫЕ НЕРАВЕНСТВА
В СУПЕРРЕФЛЕКСИВНЫХ 
ПРОСТРАНСТВАХ БЕСОВА

Приведем результат, справедливый для произ-
вольных норм, эквивалентных “каноническим”
нормам на пространствах Бесова . Отме-
тим, что эти нормы не обязаны быть  равномерно
выпуклыми, равномерно гладкими, строго вы-
пуклыми.

Т е о р е м а  4. Пусть Δ – сколь угодно малое поло-
жительное число. В пространствах  относи-
тельно произвольных норм , эквивалентным “ка-
ноническим” выполняются неравенства типа Пруса–
Смарзевского [11]:

а) , ,

< ≤1 2p < ≤1 'q p ω
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qp q s p q st u t M t u

б) , ,

;

в) , ,

;

г) , ,

;

д) , ,

;

е) , ,

.

Здесь u,  – произвольные элементы из ,
Mi – константы, зависящие от параметров
пространства и выбора Δ, но не зависящие от u, ,
ωk(t, Δ) = , .

Как известно, свойство суперрефлексивности
банаховых пространств допускает характериза-
цию и в терминах базисов Шаудера [12, 13].

Т е о р е м а  5. В каждом из суперрефлексивных
пространств  и  существуют мно-
жества мощности континуума как попарно неэк-
вивалентных условных, так и безусловных нормиро-
ванных базисов Шаудера.
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Пусть  и  – безусловные нормированные

базисы Шаудера в  и  соответ-
ственно, причем  – сопряженная система к 
[7]. Известно, что каждому базису соответствует не-
которая положительная постоянная – константа

Гринблюма [13]. В пространствах Бесова 
эти константы, вообще говоря, зависят от пара-
метров s, p, q, n и, конечно, от самого базиса. Обо-
значим их соответственно через  и .

Пусть am – последовательность коэффициентов

разложения произвольного элемента 
по базису {ϕi}.

Т е о р е м а  6. В пространствах Бесова ,
||·||p, q, s) выполняются неравенства типа Джеймса–
Гурария:

(1)

где Kϕ,  — некоторые константы, ,
, а параметры λ и μ определяются так:

а) , ,

, μ = ;

б) , ,

, μ = ;

в) , ,

, μ = ;

г) , ,

, μ = ;

д) , ,

, μ = ;

е) , ,

, μ = .

Другие неравенства для норм, справедливые в
произвольных суперрефлексивных банаховых
пространствах, были рассмотрены в [15].
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АГАДЖАНОВ

ON SOME PROPERTIES OF SUPERREFLEXIVE BESOV SPACES
A. N. Agadzhanova

a Institute of Control Sciences of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS S.N. Vassilyev

The report contains results that are devoted to Besov’s superreflective spaces . Namely, expressions
for convexity moduli and smoothness moduli with respect to the “canonical” norms are defined, properties
related to the finite representability of Banach spaces and linear compact operators in . The paper
also presents inequalities of the Prus–Smarzewski type for arbitrary equivalent norms and inequalities of the
James–Gurariy type. The latter allow one toobtain two-sided estimates for the norms of elements in 
using the expansion coefficients of these elements in unconditional normalized Schauder bases.

Keywords: superreflexivity, finite representability, Besov spaces, convexity moduli, smoothness moduli
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