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Обсуждается эволюция системы взаимно гравитирующих частиц с учетом потери энергии при
столкновениях. Столкновения можно описывать различными способами. Можно использовать
теорию неупругого удара твердых тел с коэффициентом восстановления Ньютона для относитель-
ной скорости отскакивающих частиц. При численной реализации основная трудность этого подхо-
да состоит в отслеживании и уточнении громадного числа моментов времени соударений частиц.
Другой подход состоит в добавлении к гравитационному потенциалу потенциала отталкивающих
сил типа межмолекулярных сил Леннарда-Джонса. Численные эксперименты показывают, что при
выполнении условия устойчивости по Якоби обе модели приводят к качественно идентичному ха-
рактеру эволюции с образованием устойчивых конфигураций. При бесконечном числе частиц
функция плотности распределения вероятности определяется системой уравнений Власова–
Больцмана–Пуассона. Предлагаемая нами методология соответствует использованию кинетиче-
ского уравнения Власова с потенциалом типа Леннарда-Джонса.
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1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛЕЙ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ЧАСТИЦ

Рассмотрим систему взаимно гравитирующих
тел, которые могут сталкиваться друг с другом в
процессе движения. Для простоты тела будем
предполагать однородными шарами. Взаимодей-
ствие частиц представляется силами притяжения
и отталкивания. Притяжение описывается нью-
тоновскими гравитационными силами – сила ,
действующая на частицу i со стороны частицы j,
имеет вид

Здесь  – гравитационная постоянная,  и  – ра-
диус-вектор и масса частицы n, .
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Силы отталкивания возникают в процессе
столкновения и контактного взаимодействия ча-
стиц. Этот процесс можно описать двумя моделя-
ми.

Первая из них – классическая модель жестко-
го неупругого столкновения шаров без учета ка-
сательного взаимодействия с использованием
формулы с коэффициентом восстановления
Ньютона  для относительной скорости соударя-
ющихся тел.

Во второй модели допускается проникание
шаров друг в друга, при этом сила отталкивания
растет с увеличением глубины проникания суще-
ственно быстрее, чем сила гравитационного при-
тяжения. Здесь, не обсуждая физики контактного
взаимодействия, мы задаем силу отталкивания

, действующую на частицу i со стороны части-
цы j, формулой

Коэффициент  выбирается так, чтобы на
расстоянии между центрами шаров, равном сум-
ме их радиусов, силы притяжения и отталкивания
равнялись по величине:
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Здесь ,  – радиусы шаров i, j. Можно выби-
рать разные показатели степени p. Компьютер-
ные эксперименты показывают, что величина p
слабо влияет на качественное поведение системы.

Итак, в рамках предлагаемой модели, сила ,
действующая на частицу i со стороны частицы j,
принимает вид силы Леннарда-Джонса:

Будем называть эти силы силами типа Лен-
нарда-Джонса.

Соответствующий потенциал – “потенциал
типа Леннарда-Джонса” V для частиц на расстоя-
нии  имеет вид

Потенциал  ограничен снизу и 
при . Отсюда следует, что во второй моде-
ли, в силу диссипации энергии в процессе движе-
ния, расстояние между центрами шаров для лю-
бой пары шаров i и j не может стремиться к нулю.
Действительно, допустим противоположное.
Полная энергия системы может только убывать:

где  – полная кинетическая энергия систе-
мы,  и  – начальные значения функций T и

. Тогда для любой пары шаров i и j вели-
чины  должны быть ограничены сверху. Это
противоречит предположению.

Это значит, что во второй модели для любых
начальных относительных скоростей центры ша-
ров никогда не совпадут. В таком случае диссипа-
тивная сила выбирается зависящей от скорости
глубины проникновения. Компьютерные экспе-
рименты показывают, что в обоих случаях: в слу-
чае жесткого удара и в случае сглаженного кон-
тактного взаимодействия – вследствие диссипа-
ции энергии движение системы эволюционирует,
проходя газообразное и жидкое состояния, к дви-
жению в твердотельной фазе с образованием пла-
нет, двойных звезд и других космических объек-
тов.

2. МОДЕЛЬ ДИССИПАЦИИ
Опишем модель диссипации. Пусть  –

параметр,  – гладкая монотонно убывающая
функция от , такая, что  при 
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и  при . Для пары частиц i, j будем
считать, что происходит процесс диссипации, ес-
ли расстояние между ними становится меньше
определенной величины:

Введем единичный вектор e относительного
расположения частиц

Скорости относительного сближения–отдале-
ния частиц равны

В этом случае на частицы действуют диссипа-
тивные силы линейного вязкого трения, равные

Здесь  и  – параметры моде-
ли вязкого трения системы.

3. УСТОЙЧИВОСТЬ ПО ЯКОБИ

Для заданного движения системы будем гово-
рить, что частицы не сталкиваются, если во все
время движения  для любой пары
частиц i, j, . В этом случае диссипация отсут-
ствует, на частицы действуют только потенциаль-
ные силы типа Ленарда-Джонса и выполняется
закон сохранения энергии:

где T – кинетическая энергия системы:

Потенциальная энергия  всей системы ча-
стиц равна

Обозначим первую сумму через , а
вторую сумму через . Тогда .
Заметим, что V1 – однородная функция степени –1,
а V2 – однородная функция степени –p. Приме-
няя теорему Эйлера об однородных функциях,
получаем
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Уравнения движения частиц имеют вид

поэтому

Перейдем к доказательству собственно теоре-
мы Якоби, проводя его по стандартной схеме.
Движение будем называть устойчивым по Якоби,
если во все время движения частицы не сталкива-
ются и не разбегаются, т.е. расстояние между лю-
бой парой частиц не превышает некоторой поло-
жительной константы.

Будем рассматривать движение частиц в си-
стеме Кенига. Поскольку все силы, действующие
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в системе, являются внутренними, то эта система
инерциальна.

Т е о р е м а  Я к о б и .  Если движение устойчи-
во по Якоби, то h < 0, где h – константа интеграла
энергии, вычисленная в системе Кенига.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть частицы не стал-
киваются и . Покажем, что тогда частицы бу-

дут разбегаться. Обозначим . Посколь-

ку , то
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Значит, I(t) – строго выпуклая функция. Сле-
довательно, либо  при , либо

 при .

Введем обозначение . Тогда

Третье слагаемое неотрицательно, а второе
слагаемое равно нулю, поскольку в кениговой си-
стеме центр масс находится в начале координат

, откуда

Поэтому

Следовательно,  либо при , ли-
бо при . Но это означает, что найдется та-
кая пара индексов i, j, для которой  ли-
бо при , либо при . В этом случае
движение неустойчиво по Якоби.

4. ЧИСЛЕННОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ

В качестве иллюстрации рассматривается эво-
люция плоского движения одинаковых шаров в
модели жесткого удара (рис. 1). В начальный мо-
мент шары равномерно расположены внутри квад-
рата и имеют начальные скорости, соответствую-
щие вращению квадрата, как твердого тела, вокруг
оси симметрии, перпендикулярной плоскости
квадрата. Расстояние между центрами соседних
шаров равно 10 диаметрам шара. Короткие отрезки,
выходящие из точек, показывают направления их
скоростей. В наших вычислениях диаметр и масса
шара выбраны за единицы длины L и массы .
Единица времени  выбрана так, чтобы удов-
летворялось  следующее условие:   ×
× 10–11 м3/(кг ⋅ с2) =  Если взять сред-
нюю плотность астероида  кг/м3 в каче-
стве плотности шаров, то мы получим  с,
что примерно соответствует одному часу. Началь-
ная угловая скорость и коэффициент восстанов-
ления взяты следующими: , .

Под действием гравитации система начинает сгу-
щаться от периферии квадрата к центру. По мере
того как фронт уплотнения движется к центру,
возрастает интенсивность столкновений шаров и
диссипация кинетической энергии, что приводит
к полному разрушению первоначальной структу-
ры и появлению стабильных образований. Ско-
рость такого процесса в основном зависит от ве-
личины коэффициента восстановления Ньютона κ.
В консервативном случае (κ = 1) шары не слипа-
ются. При рассмотрении второй модели взаимо-
действия, описываемой силами типа Леннарда-
Джонса, вместе с диссипативными силами во
время фазы проникания, мы получаем сходные
результаты.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Многие важные разработки и концепции в
математике начинаются с задачи  тел, описыва-
ющей движение n материальных точек под влия-
нием их взаимного притяжения, согласно зако-
ну тяготения Ньютона. Задача существенно
усложняется, если учитывать размеры гравитиру-
ющих частиц и их возможные столкновения.
Предлагаемая в настоящем исследовании модель
сглаженного столкновения, когда к гравитацион-
ному потенциалу добавляется потенциал силы
отталкивания, позволяет учитывать размеры ча-
стиц и избежать сингулярностей, характерных
для гравитационного потенциала.

Если число частиц стремится к бесконечно-
сти, то эволюция функции плотности распреде-
ления вероятности описывается кинетическими
уравнениями [1]. Если допускаются столкнове-
ния гравитирующих частиц, то функция плотно-
сти эволюционирует в соответствии с системой
уравнений Власова–Больцмана–Пуассона. Вме-
сто использования этой системы с соответствую-
щим функционалом столкновений Больцмана
предлагается для исследования задач астрофизи-
ки использовать кинетическое уравнение Власо-
ва с потенциалом типа Леннарда-Джонса.
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JACOBI STABILITY OF MANY-BODY SYSTEM 
WITH MODIFIED POTENTIAL

T. V. Salnikovaa,b, E. I. Kugusheva, and S. Ya. Stepanovb

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
b Federal Research Center Computer Science and Control of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

The evolution of a system of mutually gravitating particles is considered taking into account the energy loss
in collisions. Collisions can be described in various ways. One can use the theory of inelastic impact of solids
with Newton’s recovery coefficient for the relative velocity of bouncing particles. In numerical implementa-
tion, the main difficulty of this approach is to track and refine the huge number of time moments of particle
collisions. Another approach is to add to the gravitational potential the potential of repulsive forces similar to
the Lennard-Jones intermolecular forces. Numerical experiments show that when the Jacobi stability condi-
tion is satisfied, both models lead to a qualitatively identical character of evolution with the formation of sta-
ble configurations. With an infinite number of particles, the probability density function is determined by the
system of Vlasov–Boltzmann–Poisson equations. Our proposed methodology corresponds to use of the
Vlasov kinetic equation with a potential of the Lennard-Jones type.

Key words: n-body problem, Lennard-Jones type potential, Jacobi stability
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