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В работе исследуется асимптотическое поведе-
ние на бесконечности плотностей и распределе-
ний суммы конечного числа независимых слу-
чайных величин Xj в случае, когда хвосты распре-
делений слагаемых или их плотности убывают
достаточно быстро и, в частности, при некотором
(или любом) λ > 0 удовлетворяют условию Краме-
ра .

Согласно терминологии в [1] такие распреде-
ления принадлежат классам регулярно экспонен-
циально и суперэкспоненциально убывающих
распределений. Эти классы, в свою очередь, со-
держатся в заметно более общем классе распреде-
лений с так называемыми тонкими хвостами,
причем свойства этого класса хорошо изучены
(см., например, публикации [3, 5–8] и библиогра-
фию в них).

Заметим, что регулярно экспоненциально убы-
вающие распределения с хвостами вида , где
функция l(t) правильно меняется на бесконечно-
сти, мы здесь не рассматриваем, поскольку фор-
мулировки результатов и доказательства в этой
ситуации разительно отличаются от содержащих-
ся в настоящей работе.

λ < ∞jXE

−λ ( )te l t

По интересующей же нас проблематике уда-
лось обнаружить лишь несколько результатов.
Основные из них будут приведены ниже.

П р е д л о ж е н и е  1 [2, теорема 2.5]. Пусть Xj,
, – независимые случайные величины с

функциями распределения Fj и пусть функция 
при x > 0 имеет неубывающую положительную про-

изводную и, кроме того, . Тогда при всех

x > 0

где

Отметим, что эта относительно несложная
оценка достаточно точна при больших x (см. [2,
(2.50)–(2.52)]), что также косвенно подтвержда-
ется теоремой 2 (и замечанием 1(1)) настоящей
работы.

П р е д л о ж е н и е  2 [3, теорема 5]. Пусть неза-
висимые неотрицательные случайные величины X и
Y имеют общую функцию распределения F(t).
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при некотором  удовлетворяет условию

. Тогда

Следующий результат наиболее близок к со-
держанию сообщения.

П р е д л о ж е н и е  3 [4, теорема 1B]. Пусть
 – некоторая функция, удовлетворяю-

щая условию  Будем предпола-

гать, что плотность  удовлетворяет условию

где функции  и  такие, что

Тогда при любом целом 

Заметим, что в случае  условия на плот-
ность p(x) можно равносильно переформулиро-
вать в более естественной форме:

где  (остальные условия не меня-

ются).
Приступим к изложению полученных резуль-

татов. Введем обозначения.
В дальнейшем Xj, , обозначают неза-

висимые величины с функциями распределения
; .

Начнем с обобщения предложения 3, посколь-
ку формулировки в этом случае, как нам кажется,
выглядят несколько проще.

Будем предполагать, что функции распределе-
ния , по крайней мере, при всех достаточно
больших значениях аргумента имеют плотности
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при некоторой липшицевской функции ξj =  >
> 0, т.е.

(4)

Согласно (4) функция  абсолютно непре-
рывна и  при x → ∞. Кроме того (см.
[4, лемма 4]),

Также можно показать, что скорость стремле-
ния к нулю правой части соотношения (1) опре-
деляется экспонентой.

Пусть при  распределения  име-
ют плотности , причем для  при
всех достаточно больших x.

Отсюда, в частности, следует, что распределение
суммы  при  имеет плотность

.

Т е о р е м а  1. Пусть при  выполнены
условия (1)–(4) и, кроме того,

(5)
Тогда

(6)

где функции , , при всех доста-
точно больших x удовлетворяют системе уравнений

(7)

в которой  ( ).
Теорема 1 доказывается в два этапа: сначала

убеждаемся в ее справедливости при m = 2, а за-
тем окончательный результат проверяем по ин-
дукции (доказательства следующих ниже теорем
2–4 осуществляются аналогично).

В некоторых случаях уравнения (7) удается
разрешить в явном виде.

З а м е ч а н и е  1. Пусть  – некоторые
постоянные, .
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РОЗОВСКИЙ

1) если , то

  – cj, где , ;

2) если  ( ) или же

 (  и ), то 

yj =  – cj, где .

Принимая во внимание замечание 1 (1), ви-
дим, что предложение 3 является частным случа-
ем теоремы 1.

Теперь сформулируем аналог теоремы 1 для
распределений.

Т е о р е м а  2. Предположим, что при 

(8)

где функции  удовлетворяют условиям
(2)–(5), и, кроме того, при 

(9)

Тогда

где  – решения системы уравнений (7).
Необременительное условие (9) выражает

факт, что скорость стремления к нулю правой ча-
сти соотношения (8) определяется экспонентой.

Заметим, что (9) выполнено, если функция 
правильно меняется на бесконечности, а также
то, что при  (см. (1.5)) в правой части асимп-
тотики  можно заменить на  (а в условии
(1.9) убрать множитель ).

Отметим, что асимптотики больших уклоне-
ний в предложении 1 и теореме 2 могут быть су-
щественно точнее оценок, полученных другими
методами, скажем, с помощью экспоненциаль-
ных неравенств (см. [2, теоремы 1.1–1.3]).

Приведем одно следствие теоремы 2, которое
позволяет при m = 2 в некоторых ситуациях заме-
нять точное решение уравнений (7) приближен-
ным.

Положим , .
С л е д с т в и е  1. Пусть при j = 1 и 2 выполнены

условия (8), (2)–(4), а также условия (5) с m = 2 и
(9) с j = 2. Предположим, что положительная
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и, кроме того, 

Тогда

Из следствия 1 при  вытекает предложе-

ние 3, а также еще один результат работы [3], а
именно, следствие 4 (заметим, что в формулиров-
ке [3, следствие 4] пропущен множитель, завися-
щий от ).

Приведем еще одно следствие теоремы 2 и за-
мечания 1.

С л е д с т в и е  2. Пусть при  выполне-
но условие (8), в котором , ,

, а функция  правильно меняется на бес-
конечности с некоторым показателем . Тогда
при 

где , .

При α = 1 отсюда следует ожидаемый резуль-
тат ( ):
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Тогда

Далее приведем утверждения, дополняющие
теоремы 1 и 2 в случае, когда  (см. (5)).

Ниже предполагается, что целое  и пара-
метр .

Т е о р е м а  3. Пусть выполняются условия тео-
ремы 1 и, кроме того, при  функции
распределения  при всех достаточно больших 
имеют плотности , которые удовлетворяют
условию

(11)

Тогда

Заметим, что из условия (11) (более слабого,
чем (1)) следует, что .

Комбинируя теоремы 1 и 3, получим следую-
щий результат.

С л е д с т в и е  3. Пусть при  вы-
полнены условия (1)–(4), причем

(12)

Тогда имеют место соотношения (6) и

Видим, что теорема 1 вытекает из следствия 3
при n = 0. Другими словами, следствие 3 (в отли-
чие от теоремы 1) позволяет находить асимптоти-
ку для  при любых .

В заключение приведем утверждение, анало-
гичное теореме 3, для распределений.

Т е о р е м а  4. Пусть выполняются условия тео-
ремы 2 и, кроме того,

 при .
Тогда

С л е д с т в и е  4. Пусть при  вы-
полнены условия (8), (2)–(4), а также (12) и (9),

. Тогда (см. (7))
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ON LARGE DEVIATIONS OF A SUM OF INDEPENDENT RANDOM 
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In the note we investigate the asymptotic behavior at infinity distributions and densities of a sum of a finite
number of independent random variables when densities or tails of these distributions decrease faster than
densities or tails of Gamma-distributions.
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