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Рассматривается теорема о поведении интеграла типа Коши на концах контура интегрирования и в
точках разрыва плотности и ее приложение для краевых задач для 2n-параболических уравнений с
меняющимся направлением времени. Теория сингулярных уравнений дает возможность наряду с
гладкостью данных задачи указать дополнительно необходимые и достаточные условия, обеспечи-
вающие принадлежность решения гёльдеровским пространствам. Отметим случай n = 3, когда глад-
кость входных данных с условиями разрешимости определяют принадлежность решения более
гладким пространствам вблизи концов по временной переменной.
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Изучаются параболические уравнения с меня-
ющимся направлением времени с помощью при-
менения теории сингулярных интегральных
уравнений с ядром Коши [1–5], а также поведе-
ние интеграла типа Коши на концах контура ин-
тегрирования и в точках разрыва плотности в
пространствах Гёльдера. Известно, что гёльде-
ровские классы решений параболических уравне-
ний переменного направления времени суще-
ственно зависят как от условий склеивания, так и
от нецелого показателя пространства Гёльдера.

В области ,  рассматривает-
ся параболическое уравнение 2n-го порядка с ме-
няющимся направлением времени

(1)

Решение уравнения (1) ищется из простран-
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дующим начальным условиям
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и условиям склеивания
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Пусть L = ab – гладкая разомкнутая дуга на
комплексной плоскости  и ,

, концы a или b обозначим через c. Будем
считать, что положительное направление на  ве-
дет от  к .

Рассмотрим интеграл типа Коши с плотно-
стью, имеющей интегрируемую особенность:
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Перепишем формулу (4) в виде

(5)

где  вблизи точки a определяется формулой

(6)

вблизи точки b – формулой

(7)

где функция  является аналитической функ-
цией в окрестности точки a, а функции  –
аналитической функцией в окрестности точки b.

Введем обозначение

(8)

где

вблизи c, включая c.
Сформулируем теорему о гёльдеровости функ-

ции  для точек контура L в окрестности точки
c, включая c.

Т е о р е м а  1. Пусть  удовлетворяет усло-
вию Гёльдера с показателем  вблизи c, ,

. Тогда для точек контура ab интеграл ти-
па Коши  вида (8) удовлетворяет условию Гёль-
дера вблизи c, включая c, с показателем 
при  и условию Гёльдера с показателем 
при , где  – сколь угодно малая положитель-
ная постоянная.

З а м е ч а н и е  1. Впервые теорема 1 о гёльде-
ровости интеграла типа Коши  для точек конту-
ра L с точными гёльдеровскими показателями была
доказана в работах Р.В. Дудучава [6], А.П. Солдато-
ва [7].

З а м е ч а н и е  2. Теорема Н.И. Мусхелишви-
ли о гёльдеровости интеграла типа Коши 
также доказана в работе В.Н. Монахова [4], но в
несколько слабой форме и другим методом, чем
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она доказана в частных случаях теоремы 1, в мо-
нографиях Н.И. Мусхелишвили [2], С.А. Терсе-
нова [3].

З а м е ч а н и е  3. Если ,  и

 для t близких к c, то

 для  близких к c, при этом 
удовлетворяет условию Гёльдера вблизи  с пока-

зателем .

Справедлива теорема [9, 10].

Т е о р е м а  2. Пусть  .

Тогда при выполнении  условий

(9)

существует единственное решение уравнения (1),
удовлетворяющее условиям (2), (3), из простран-
ства .

Методом параболических потенциалов про-
стого слоя, построенных при помощи фундамен-
тального решения и элементарных решений
Л. Каттабрига [12, 13], краевая задача (1), (2) при
непрерывных условиях склеивания (3) приводит-
ся к решению системы сингулярных интеграль-
ных уравнений нормального типа

(10)

В классе функций, ограниченных на концах
отрезка (0, T), каноническая функция соответ-
ствующей краевой задачи Римана имеет вид

индекс задачи . Имеем 

при . С учетом этого и теоремы 1 количество
условий разрешимости можно уменьшить до необ-
ходимых и достаточных  условий. В случае n = 2
или n = 3 справедливы соответственно 4l, 6l раз-
решимости при выполнении общих весовых
условий склеивания
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ПОПОВ

При  справедлива теорема [11].

Т е о р е м а  3. Пусть  .
Тогда при выполнении 4l условий

(12)

существует единственное решение уравнения (1),
удовлетворяющее условиям (2), (3) из пространства

1) , если ;

2) , , если ;

3) , если , где ε – сколь угодно
малая положительная постоянная.

Здесь , a = σ0σ1 – σ0σ3 + σ1σ2 +

+  – σ2σ3, b =  +  –
– σ0σ1.

З а м е ч а н и е  4. Если выполнены условия

теоремы при , то из теоремы 3 следует суще-
ствование единственного решения задачи (1)–(3)
из пространства  при выполнении 
условий вида (12).

П р и м е р ы .  Для уравнения (1) с начальными
условиями (2) рассмотрим условия склеивания при

, , , . В этом случае един-
ственное решение исходной задачи существует при
выполнении 6l + 2 условий вида (12), если же рас-

смотрим условия склеивания (3) при σ0 = ,  = –2,

,  = –2, то θ =  <

< 0.25, тогда находимся в условиях теоремы 3 и
единственное решение исходной задачи суще-
ствует при выполнении 4l условий (12).

Рассмотрим случай n = 3:

(13)

Отметим, что в силу замечания 2 к теореме 1

Т е о р е м а  4. Пусть  .
Тогда при выполнении 10l + 2 условий (9) существует
единственное решение уравнения (13), удовлетворяю-
щее условиям (2), (3) из пространства .

При  вблизи t = 0, T решение принадлежит про-

странству , , где ε – сколь

угодно малая положительная постоянная.

З а м е ч а н и е  5. Аналогичные результаты
справедливы и в случае общих -параболических
уравнений с меняющимся направлением времени с
произвольными переменными коэффициентами.
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PARABOLIC EQUATIONS WITH CHANGING DIRECTION OF TIME
S. V. Popova,b

a Academy of Sciences of Sakha Republic (Yakutia), Yakutsk, Russian Federation
b North-Eastern Federal University named after M.K. Ammosov, Yakutsk, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS E.I. Moiseev

We consider theorem about the behavior of Cauchy-type integrals at the endpoints of the integration contour
and the discontinuity points of the density and its application to boundary value problems for 2n-parabolic
equations with changing time direction. The theory of singular equations makes it possible to specify neces-
sary and sufficient conditions for the solution to belong to the Hölder spaces. Note that in the case of n = 3
the smoothness of the initial data and solvability conditions determines that the solution belongs to smoother
spaces near the ends with respect to the time variable.

Keywords: Cauchy-type integral, parabolic equations with changing direction of time, bonding gluing condi-
tion, Hölder space, singular integral equation
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