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Следуя В.И. Арнольду, определим параметр стохатичности S(U) множества  как сумму квад-
ратов расстояний между соседними элементами множества U. В работе изучается параметр стохастич-
ности множества  квадратичных вычетов по модулю M. Мы сравниваем  со средним значе-
нием  величины S(U) по всем k-элементным подмножествам . Доказано, что:
а) для множества модулей положительной нижней плотности справедливо неравенство S(RM) <
< ; б) для бесконечно многих модулей .
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Рассмотрим произвольное множество U в
кольце вычетов . Пусть

и  (тем самым мы “склеили”  в
окружность). Для исследования случайности рас-
пределения точек множества U среди всех выче-
тов В.И. Арнольд (см. [1, §9]) вводит параметр
стохастичности

Несложно видеть, что S(U) минимально, когда
точки идут через равные интервалы, и макси-
мально, когда все собираются в одном месте. По-
этому слишком малые или слишком большие
значения S(U) свидетельствуют о неслучайном
поведении множества U. Имея в виду указанные
два экстремальных случая, мы будем говорить,
что для точек множества U имеет место отталки-
вание (или притяжение), если S(U) меньше (соот-
ветственно больше) среднего значения параметра
стохастичности среди всех k-элементных под-
множеств .

М.З. Гараев, С.В. Конягин и Ю.В. Малыхин [2]
обобщают параметр стохастичности. Пусть q > 0;
положим
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Обозначим через , , число лакун длины
l во множестве U, т.е. количество таких элементов

, что , .
Тогда

(1)

(и, в частности, ). Авторы дока-

зывают, что если  и , то для сред-

него значения  величины  для множе-
ства U из k элементов справедливо равенство

Отметим, что эта асимптотическая формула со-
гласуется со следующими эвристическими сооб-
ражениями: вероятность того, что некоторая точка
случайного множества из k элементов будет нача-

лом лакуны длины l, равна , и поэтому

в среднем величина  должна быть близка к
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Кроме того, авторы отмечают, что в случае q = 2
величину  можно выписать явно.

П р е д л о ж е н и е  1. Имеем

В работе [2] оцениваются величины  в
случае, когда n = p – простое число, а множество

 является подгруппой  порядка , т.е. со-
стоит из d-х степеней чисел от 1 до p – 1, где d =

= . Основным результатом работы [2] является

Т е о р е м а  A. Существует константа c > 0
такая, что при  и  справед-
лива асимптотическая формула

Таким образом, большие мультипликативные
подгруппы  с точки зрения поведения величи-
ны  близки к случайным множествам соот-
ветствующего размера.

В настоящей работе изучается параметр стоха-
стичности для множества  квадратичных вычетов
по модулю M. Мы доказываем отталкивание квадра-
тичных вычетов для множества модулей положи-
тельной нижней плотности (здесь и везде далее мы
имеем в виду нижнюю асимптотическую плотность,

т.е. величину d(A) = , ), а

также их притяжение для бесконечно многих моду-
лей. Перейдем к точным формулировкам. Пусть
c0 и C0 – абсолютные положительные постоянные,
причем c0 достаточно мало, а C0 достаточно велико.
Обозначим через  множество чисел M таких, что

, где , причем  и
 – различные простые числа,

большие , а число  бесквадратно,  и
.

Основным результатом данной работы является
Т е о р е м а  1. Существует абсолютная посто-

янная c > 0 такая, что при  имеет место
асимптотическая формула

(2)

где

Кроме того, множество  имеет положительную
нижнюю плотность.

:= ,2( ) ( )s k S k M

− += .
+

(2 1)( )
1

M M ks k
k

( )qS G

G ∗⊂t pG Z t

− 1p
t

∈ ,(0 4)q ≤ exp( log )d c p

( )−= + , → ∞.1( ) (1 (1))q t q
pS G S o p

d

∗
pZ

( )qS G

MR

→∞

∩ , ,…{1 }
lim inf

N

A N
N

⊆A N

Ω
=M Am = …1 tm p p ≥ .0 4loglogt M
< < <…1 2 tp p p

02C t A , =( ) 1A m
≤ 02c tA

∈ ΩM

− −+= − + ,1 11 2 2( ) 2t
M A AS R m A R A R m E

− −+ = ,
→ ∞, ∈ Ω.

�
3 4 2

12 2 ( )t c t
AE m A p mA R o m

M M

Ω

С другой стороны, для модулей  предло-
жение 1 дает нам

(3)

Таким образом, главные члены в полученных
асимптотических формулах  и  совпа-
дают. Отсюда мы получаем аналог теоремы А.

С л е д с т в и е  1. Имеем

Сравнивая вторые члены в (2) и (3), мы улавлива-
ем отталкивание квадратичных вычетов.

С л е д с т в и е  2. При всех достаточно больших
 с  справедливо

Кроме того, для модулей вида , где p –
простое и , мы можем написать асимпто-
тику с меньшим остаточным членом, что позволя-
ет нам установить притяжение квадратичных вы-
четов по бесконечно многим модулям.

Т е о р е м а  2. Пусть , . Тогда

где fA – рациональная функция, определяемая числом A.
Коэффициенты рациональной функции fA

можно выписывать явно. Пусть  – по-
следовательные расстояния между квадратичны-
ми вычетами по модулю , пронумерованные вы-
четами по модулю . Тогда

где , а F(y) = FA(y) =

=  – возвратный многочлен с коэффициен-

тами  и  при 0 < k < 

(мы считаем, что индексы i чисел  вычисляются
по модулю ). Отметим, что поведение функ-
ции fA в окрестности точки y = 1 является опреде-
ляющим фактором для притяжения или отталки-
вания квадратичных вычетов.

Из предложения 1 (или из (3) при t = 1) для мо-
дулей того же вида находим

∈ ΩM
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Численная проверка показывает, что

при всех , , и

при A = 89. Таким образом, из теоремы 2 вытекает
следующее утверждение.

С л е д с т в и е  3. Имеем

Из неравенства Коши–Буняковского следует,
что

В то же время мы не знаем, конечен ли верхний пре-

дел . Отметим, что в недавней работе

Ф. Арьяна [3] доказано, что в случае бесквадрат-
ных M справедлива оценка

Обсудим основные идеи доказательства
теоремы 1 (теорема 2 доказывается аналогично, но
технически несколько проще). Зафиксируем

 и достаточно малое число . Поло-

жим  и . Мы записы-

ваем величину  в виде  (см. (1)) и

разбиваем эту сумму на три части. Далее мы нахо-
дим асимптотику для вклада от малых лакун дли-
ны  в терминах функции fA, определяемой
числом A, и показываем, что вклад средних (дли-
ны ) и больших (длины ) лакун со-
ответственно асимптотически мал; более точно,
мы доказываем, что

где  – некоторая абсолютная постоянная и
. Наконец, мы показываем, что fA(1) =

= ,  и  при

 в предположении . После этого
первое утверждение теоремы 1 получается разло-
жением функции fA в ряд Тейлора в окрестности
точки y = 1. Наконец, тот факт, что множество 
имеет положительную нижнюю плотность, дока-
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зывается с помощью некоторых комбинаторных
рассуждений и методов решета.

Отметим, что для нахождения асимптотики для
вклада от малых лакун можно использовать пре-
дельное распределение расстояний между квадра-
тичными вычетами, которое было найдено в работе
П. Курлберга и З. Рудника [4] для бесквадратных
модулей и в работе П. Курлберга [5] для произволь-
ных модулей. Пусть 0 = u1 < u2 < ... <  < M – мно-
жество квадратичных вычетов по модулю M. Сле-
дующий результат был получен в работе [5].

Т е о р е м а  B. При  имеем

при , причем эта оценка равномерна при
 для любого фиксированного .

Тем не менее, слагаемое o(1) в правой части
помешает нам найти второй член в асимптотике
для ; поэтому мы используем другие сооб-
ражения (и рассматриваем модули специального
вида).

Доказательство теоремы 1 позволяет также по-
лучить нижнюю оценку (довольно слабую) на
плотность множества ; мы не стремились выпи-
сать ее явно и оптимизировать.

По-видимому, наш метод не позволяет улав-
ливать притяжение для большого числа модулей.
Тем не менее, мы считаем весьма правдоподоб-
ным, что притяжение квадратичных вычетов
должно иметь место также для множества моду-
лей положительной нижней плотности.
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ON THE STOCHASTICITY PARAMETER 
OF QUADRATIC RESIDUES

M. R. Gabdullin
Steklov Mathematical Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS S.V. Konyagin

Following V.I. Arnold, we define the stochasticity parameter S(U) of the set  to be the sum of squares
of consecutive distances between elements of U. We study the stochasticity parameter of the set RM of qua-
dratic residues modulo M. We compare  with the average value  of S(U) over all subsets
of  of size k. We prove that: a) for a set moduli of positive lower density we have ;
b) for infinitely many moduli .

Keywords: quadratic residues, the stochasticity parameter
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