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На области  евклидова пространства  с
условием гибкого конуса (определение ниже)
устанавливаются мультипликативные оценки
Lp-норм производных функции через нормы дру-
гих ее производных.

Пусть  – множество натуральных чисел;
; ;  – -мерное евклидово про-

странство точек ; ;  –
лебегово пространство определенных на откры-
том множестве  функций с нормой

Все рассматриваемые функции  и их

производные ,  локально суммируемы на
области своего определения; Gε = :

 > ε} при ε > 0. Для  поло-
жим

Приведем для сравнения классический ре-
зультат Гальярдо [3] и Ниренберга [4] для области

 с достаточно гладкой границей:
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О п р е д е л е н и е  1. Область  будем на-
зывать о б л а с т ь ю  с  у с л о в и е м  г и б к о г о
к о н у с а, если при некоторых ,  для
любого  существует кусочно гладкий путь
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такой, что

В работе устанавливается следующая
Т е о р е м а  1. Пусть G – область с условием гиб-

кого конуса. Пусть при , , 1 < pj < ,

, , , , ,

Тогда при некоторых C > 0 и достаточно малом
 не зависящих от f,
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для любой функции f, для которой правая часть не-
равенства конечна.

Рассмотрения основаны на интегральных пред-
ставлениях функции по гибкому конусу через про-
изводные этой функции и на оценках операторов
свертки.

Будем пользоваться следующими обозначени-
ями. Символом  обозначается область в  с
условием гибкого конуса, не совпадающая с .
При , ,  положим

 – индикатор шара  или отрезка [–1, 1], r (x) =
= .

Для дальнейшего важно
 З а м е ч а н и е  1. Без ограничения общности

можно считать, что пути в определении области с
условием гибкого конуса обладают следующим до-
полнительным свойством: для некоторого 

 при ,  =: ρ(x).
Приведем интегральное представление функ-

ции через производные, являющееся аналогом
интегрального представления 7(75), 7(76) из [1].

Пусть ,  при , 
при , ,  достаточно мало,

(3)

Для ,  введем усреднение

где

Обозначив через  производную  от
, вычисленную при замороженном  в  – x

и в , и применив формулу Ньютона–Лейбни-
ца по t, получим при 
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где ,  и при не-
котором M > 0

Здесь Di,  означают производные по первому
аргументу функций.

Представим интегральные операторы в правой
части (4) в виде произведения двух операторов. Вве-
дем для этого на  функции

(5)

(6)

Формулу (4) можно переписать в виде

(7)

З а м е ч а н и е  2. Формула (7) справедлива и при
ε = 0 с , если производная  ло-
кально суммируема на G. Она получается предель-
ным переходом, поскольку  при

 в каждой точке Лебега функции , а так-
же в смысле . Формула (7) с  дает воз-
можность применить оценки интегральных опе-
раторов с локально суммируемыми ядрами.

Т е о р е м а  2 (Л. Хермандер, Дж.Т. Шварц,
Х. Трибель). Пусть   — два банаховых про-
странства,  – область в ,  при  – ли-
нейный ограниченный оператор из  в  функция

 локально суммируема на .

Пусть на множестве , состоящем из
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Тогда для всех 

где  не зависит от f, N.
Эта теорема приведена в [5, п. 2.2.2], где име-

ются и исторические ссылки. Она применяется в
случаях ,  ( ).

Л е м м а  1. Пусть

Оператор

является ограниченным с оценкой нормы, не завися-
щей от T.

Доказательство варианта этой леммы при
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на применении теоремы 2 и имеется в [2].

Доказательство в случае , μ = 

основано на применении неравенства Гёльдера
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Тогда оператор

ограничен.
Доказательство для случая p = q,  см. в

[1, п. 10.1] или в [2]. Для доказательства в случае
 достаточно мажорировать ядро опе-

ратора функцией  и применить неравен-
ство Харди–Литлвуда.
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Приведем оценку лишь одного слагаемого
правой части последнего равенства (оценки дру-
гих слагаемых аналогичны)

(11)

Здесь  достаточно мало.
Оценивая I1 с помощью лемм 4, а I2 с помощью

неравенства Гёльдера по t и леммы 3, получаем

(12)

С помощью дважды примененного неравен-

ства Гёльдера сначала с показателями , а затем

с показателями  получаем, что

(13)

Считая , имеем

По лемме 4

(14)

Оценку, аналогичную (14), получаем и для 
вместо .

Отсюда и из (10)–(14) следует ограниченность
в  множества  при некото-
ром , а значит, и его слабая компактность
(см., например, [7]). В силу слабой замкнутости опе-
ратора обобщенного дифференцирования суще-
ствует  и справедливо (11) при ε = 0
( ), а значит, и утверждение теоремы.

Об оценках вида (2) в случае  см. в [1].
Для них характерно отсутствие последнего слага-
емого правой части оценки (2). В [1] приведены
также результаты Вень-туана и Труази (М. Troisi )
по мультипликативным оценкам норм производ-
ных для функций из .
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MULTIPLICATIVE ESTIMATES FOR NORMS 
OF DERIVATIVES ON A DOMAIN

Corresponding Member of the RAS O. V. Besov
Steklov Mathematical Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

Multiplicative estimates for the Lp-norms of derivatives on domains with f lexible cone condition are estab-
lished.

Keywords: Sobolev spaces, multiplicative estimates for derivatives

= + =1 2( ) ( ) ( )I x I x I x

( ) ( )
( )

− − − μ

ε

−

   ε= χ Φ + χ ×  ε  

γ − × Φ , , γ ϕ + , .


 
1 1

1

( )
( )

( ) ' ( )

T
n

i i

sx
i i x i

r xytt D
r x t t

t xyD t x y t dtdy
t t

ε = ε κ >1 1( ) 0

,
∗| ≤ ϕ | , .2( ) || ( )||p i p sI L G C L G L



 θ

1
j


θ 

j

j

p
p

θ
−

,
=

 ∗ϕ | , ≤ ϕ , ≤ 
 
 

∏ 

1
2

2
2

1 0

|| ( )|| [ ( )]
j

j

pTJ
sp

i p s i
jG

dtL G L t x t dx
t

θ

−

=

θ

−

=

   ≤ ϕ , =   
   

 
= ϕ , | . 

 
 

∏  

∏ 

1
2

1
2

2

1 0

2

1 0

[ ( )]

[ ( )] ( )

j
p jj

j

j

j

j

ppTJ
s

i
j G

p
TJ

s
i p

j

dtt x t
t

dtt x t L G
t

≥ +2 max j jk s

( )
−

− −−

 ϕ , = − χ × 
 

× Ω + .
1

( ) ( 1)
( )

( )

j j

j j

s s
i

k s sn
i i

tt x t
r x

yt D D f x y dy
t

,
∗ϕ | , ≤ | .2|| ( )|| || ( )||j

j

s
i p s i pL G L C D f L G

ψi

ϕi

,( loc)L G α
ε < ε < ε( ){ : 0 '}f

ε >' 0

α ∈ ,( loc)D f L G
α α=( )

0f D f

= nG R

∞ − ,0 (( 1 1) )nC



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


