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На области  евклидова пространства  с
условием гибкого конуса (определение ниже)
устанавливаются мультипликативные оценки
Lp-норм производных функции через нормы дру-
гих ее производных.

Пусть  – множество натуральных чисел;
; ;  – -мерное евклидово про-

странство точек ; ;  –
лебегово пространство определенных на откры-
том множестве  функций с нормой

Все рассматриваемые функции  и их

производные ,  локально суммируемы на
области своего определения; Gε = :

 > ε} при ε > 0. Для  поло-
жим

Приведем для сравнения классический ре-
зультат Гальярдо [3] и Ниренберга [4] для области

 с достаточно гладкой границей:
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О п р е д е л е н и е  1. Область  будем на-
зывать о б л а с т ь ю  с  у с л о в и е м  г и б к о г о
к о н у с а, если при некоторых ,  для
любого  существует кусочно гладкий путь

(1)

такой, что

В работе устанавливается следующая
Т е о р е м а  1. Пусть G – область с условием гиб-

кого конуса. Пусть при , , 1 < pj < ,

, , , , ,

Тогда при некоторых C > 0 и достаточно малом
 не зависящих от f,
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для любой функции f, для которой правая часть не-
равенства конечна.

Рассмотрения основаны на интегральных пред-
ставлениях функции по гибкому конусу через про-
изводные этой функции и на оценках операторов
свертки.

Будем пользоваться следующими обозначени-
ями. Символом  обозначается область в  с
условием гибкого конуса, не совпадающая с .
При , ,  положим

 – индикатор шара  или отрезка [–1, 1], r (x) =
= .

Для дальнейшего важно
 З а м е ч а н и е  1. Без ограничения общности

можно считать, что пути в определении области с
условием гибкого конуса обладают следующим до-
полнительным свойством: для некоторого 

 при ,  =: ρ(x).
Приведем интегральное представление функ-

ции через производные, являющееся аналогом
интегрального представления 7(75), 7(76) из [1].

Пусть ,  при , 
при , ,  достаточно мало,

(3)

Для ,  введем усреднение

где

Обозначив через  производную  от
, вычисленную при замороженном  в  – x

и в , и применив формулу Ньютона–Лейбни-
ца по t, получим при 
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где ,  и при не-
котором M > 0

Здесь Di,  означают производные по первому
аргументу функций.

Представим интегральные операторы в правой
части (4) в виде произведения двух операторов. Вве-
дем для этого на  функции

(5)

(6)

Формулу (4) можно переписать в виде

(7)

З а м е ч а н и е  2. Формула (7) справедлива и при
ε = 0 с , если производная  ло-
кально суммируема на G. Она получается предель-
ным переходом, поскольку  при

 в каждой точке Лебега функции , а так-
же в смысле . Формула (7) с  дает воз-
можность применить оценки интегральных опе-
раторов с локально суммируемыми ядрами.

Т е о р е м а  2 (Л. Хермандер, Дж.Т. Шварц,
Х. Трибель). Пусть   — два банаховых про-
странства,  – область в ,  при  – ли-
нейный ограниченный оператор из  в  функция

 локально суммируема на .

Пусть на множестве , состоящем из
-значных сильно измеримых функций с компакт-

ным носителем,
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Тогда для всех 

где  не зависит от f, N.
Эта теорема приведена в [5, п. 2.2.2], где име-

ются и исторические ссылки. Она применяется в
случаях ,  ( ).

Л е м м а  1. Пусть

Оператор

является ограниченным с оценкой нормы, не завися-
щей от T.

Доказательство варианта этой леммы при
 следует из [6]. Для рассматриваемого слу-

чая выкладки аналогичны и имеются в [2].
Л е м м а  2. Пусть

, , .

Тогда оператор

(8)

является ограниченным с оценкой нормы, не завися-
щей от ε, T.

Доказательство в случае q = p,  основано
на применении теоремы 2 и имеется в [2].

Доказательство в случае , μ = 

основано на применении неравенства Гёльдера
по t и затем неравенства Харди–Литлвуда.
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Тогда оператор

ограничен.
Доказательство для случая p = q,  см. в

[1, п. 10.1] или в [2]. Для доказательства в случае
 достаточно мажорировать ядро опе-

ратора функцией  и применить неравен-
ство Харди–Литлвуда.
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Приведем оценку лишь одного слагаемого
правой части последнего равенства (оценки дру-
гих слагаемых аналогичны)

(11)

Здесь  достаточно мало.
Оценивая I1 с помощью лемм 4, а I2 с помощью

неравенства Гёльдера по t и леммы 3, получаем

(12)

С помощью дважды примененного неравен-

ства Гёльдера сначала с показателями , а затем

с показателями  получаем, что

(13)

Считая , имеем

По лемме 4

(14)

Оценку, аналогичную (14), получаем и для 
вместо .

Отсюда и из (10)–(14) следует ограниченность
в  множества  при некото-
ром , а значит, и его слабая компактность
(см., например, [7]). В силу слабой замкнутости опе-
ратора обобщенного дифференцирования суще-
ствует  и справедливо (11) при ε = 0
( ), а значит, и утверждение теоремы.

Об оценках вида (2) в случае  см. в [1].
Для них характерно отсутствие последнего слага-
емого правой части оценки (2). В [1] приведены
также результаты Вень-туана и Труази (М. Troisi )
по мультипликативным оценкам норм производ-
ных для функций из .
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MULTIPLICATIVE ESTIMATES FOR NORMS 
OF DERIVATIVES ON A DOMAIN

Corresponding Member of the RAS O. V. Besov
Steklov Mathematical Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

Multiplicative estimates for the Lp-norms of derivatives on domains with f lexible cone condition are estab-
lished.
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