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В теории оптимального управления и теории
дифференциальных игр для обыкновенных диф-
ференциальных систем известны [1–6] различные
по форме, но эквивалентные по сути характериза-
ции функции оптимального результата (функции
цены), которые взаимно дополняют друг друга.
Условно среди них можно выделить два основных
подхода. Первый базируется на исследовании
производных функции цены по подходящим на-
правлениям. Этот подход приводит к определе-
нию функции цены как минимаксного [5] реше-
ния соответствующего уравнения Гамильтона–
Якоби–Айзекса–Белмана (Г–Я–А–Б). Во втором
подходе рассматриваются субградиенты функции
цены. В рамках этого подхода функция цены
определяется как вязкостное [7] решение уравне-
ния Г–Я–А–Б. Связывает эти два подхода из-
вестный результат [8], который можно рассмат-
ривать [9] как обобщение на негладкий случай
классической теоремы Лагранжа о среднем зна-
чении.

В задачах управления и дифференциальных
играх для систем с запаздыванием наиболее пол-
ным и естественным образом получил развитие
первый подход [10–14]. Ниже даны согласован-

ные с конструкциями из [13, 14] результаты, каса-
ющиеся развития для систем с запаздыванием
второго подхода. При этом, чтобы преодолеть воз-
никающие здесь трудности, приходится рассматри-
вать дифференциальную игру в пространстве ку-
сочно-непрерывных историй движения.

Всюду далее угловые скобки  используем для
обозначения скалярного произведения векторов, а
двойные скобки  – для евклидовой нормы.
Функцию  называем кусочно-не-
прерывной, если она имеет конечное число точек
разрыва, все разрывы первого рода, в точках разры-
ва функция непрерывна справа. Через , )
и  обозначаем соответственно про-
странства кусочно-непрерывных и липшицевых
функций, действующих из [a, b] в .

Пусть зафиксированы  и h > 0. Обозна-
чим ,  × PC . На
пространстве  рассмотрим нормы

Пусть . Рассмотрим антагонисти-
ческую дифференциальную игру для системы с
запаздыванием
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с начальными условиями
(2)

и показателем качества

(3)

где t – время,  – состояние системы в момент t,

,  и  – текущие управляющие

воздействия первого и второго игроков соответ-
ственно,  и  – компакты. Здесь и далее через

 обозначаем историю движения на отрезке
, t]: , . Первый игрок

нацелен минимизировать , второй – максими-
зировать.

Функции , f 0 = f 0(t, x, y, u,
, , , , , и функци-

онал , ,  удовле-
творяют следующим условиям:

(f1) функции f и  непрерывны;
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=  справедливо неравенство

(f3) существует такая константа , что

(f4) для любых  и  имеет место ра-
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(σ) для любого α > 0 существует такое λσ =
= > 0, что
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. Пользуясь условиями (f1)–(f3),
можно показать, что всякая пара таких реализа-
ций  и  порождает единственное движение
системы (1), (2) – функцию , по-
чти всюду удовлетворяющую равенству (1).

Следуя подходу [1, 2, 10], стратегиями управ-
ления игроков называем отображения U = U(t, x,

 и  , где
ε > 0 – параметр точности [2, с. 68]. Стратегия U,
значение ε > 0 и разбиение Δδ = {tj: 0 < 

   отрезка  образуют
закон управления первого игрока :

В паре с допустимой реализацией управления
второго игрока  закон  однозначно
определяет движение системы (1), (2), а значит, и
значение  показателя (3). Гарантированный ре-
зультат стратегии U определяется равенством

(4)

Оптимальным гарантированным результатом
первого игрока будет

(5)
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(6)

и оптимальный гарантированный результат вто-
рого игрока

(7)
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, z, w(·)). В случае равенства говорят, что игра

(1)–(3) имеет цену
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Следуя схемам рассуждений из [2], можно пока-
зать, что при условиях (f1)–(f4) и  равенство (8)
действительно достигается.
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где : , .
Соответственно рассмотрим следующие суб- и

супердифференциалы функционала ϕ:

Обозначим через  множество функционалов
,  ∈ , которые непре-

рывны по  и удовлетворяют следующему усло-
вию Липшица по : для любого α > 0 най-
дется такое , что для всех  и

 справедливо неравенство

Следующее утверждение является соответ-
ствующим аналогом известных результатов [8, 9]
для случая функционалов над пространством ку-
сочно-непрерывных функций.
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дифференциальным неравенствам

(9)

и следующему условию на правом конце:

(10)
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перградиентов, обращаются в следующее уравне-
ние типа Г–Я–А–Б:

(13)

При этом в общем случае неравенства (9) описы-
вают функционал цены как минимаксное [5] ре-
шение этого уравнения, а неравенства (11) – как
его вязкостное [7] решение.
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INEQUALITIES FOR SUBGRADIENTS OF A VALUE FUNCTIONAL 
IN DIFFERENTIAL GAMES FOR TIME-DELAY SYSTEMS
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A two-person zero-sum positional differential game is considered, in which the motion of a dynamical system
is described by a nonlinear delay equation, and the initial motion history is determined by a piecewise con-
tinuous function. Inequalities for the directional derivatives of the value functional and inequalities for its
sub- and supergradients are obtained.

Keywords: differential games, time-delay systems, Hamilton–Jacobi equations, invariant derivatives, subdif-
ferentials, minimax solutions, viscosity solutions
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