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τ > 0

τ

Рассмотрим линейную гиперболическую 2-го
порядка начально-краевую задачу

(1)

являющуюся возмущением с (малым) парамет-
ром  параболической задачи

(2)

Здесь  – ограниченная область в  с границей ,
 и  – вектор-функция;

операторы  и  берутся по .
Коэффициенты задач подчиняются стандартным
условиям α, ρ,  и ,

,  для почти всех  с
 и единичной матрицей I. Недавно в [1] был
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указан набор оценок  и выведены оценки разно-
сти  в терминах данных.

Целью данной работы является анализ устой-
чивости численных методов решения начально-
краевой задачи (1). Такой анализ представляет
интерес как в связи c применением в последнее де-
сятилетие гиперболической квазигазодинамиче-
ской системы уравнений [2–4] для решения ряда
задач аэродинамики, астрофизики, теории филь-
трации и т.д., так и с классических позиций [5].

В работе доказываются теоремы устойчивости
решений симметричных трехслойного с весом и
векторного двухслойного по  методов в энерге-
тической и более слабой нормах по начальным
данным и правой части уравнения. Соответству-
ющие оценки равномерны как по , так и по T.
При  из них следуют оценки решений соот-
ветствующих методов для задачи (2). Охвачен
также случай, когда параметр  стоит в (1) и перед

. Дополнительно выведена оценка по-
рядка  для разности решений трехслойных

методов с весом  для задач (1) и (2). Все ре-
зультаты применимы при дискретизации задач по
пространству как разностным методом, так и ме-
тодом конечных элементов (МКЭ), в том числе с
сосредоточенными матрицами масс. Техника
анализа опирается на развитую в случае МКЭ в
[6]. Некоторые другие результаты даны в [7] и ци-
тированных там работах.
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Пусть Hh – семейство евклидовых пространств
со скалярным произведением  и нормой ,
где h – параметр (связанный с дискретизацией ).
Пусть линейные операторы  дей-
ствуют в Hh и обладают свойством  > 0;

введем норму .

Предположим, что  для всех 

(эквивалентно, ). В приложении к мето-
дам численного решения эллиптических уравне-

ний 2-го порядка обычно , где  – ми-

нимальный размер ячейки сетки по простран-
ству.

Зададим равномерную сетку 

с шагом . Пусть . Введем
сеточные усреднения, в том числе с весом , и
разностные отношения

где , , . Доопределим

. Введем сеточный оператор суммиро-
вания с переменным верхним пределом

Ниже используются следующие известные
непосредственно проверяемые формулы:

(3)

Запишем абстрактный симметричный трех-
слойный метод с весом σ для задачи (1):

(4)
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с искомой функцией :  и заданными

, : ; для краткости их за-
висимость от , ht не указываем. В МКЭ операто-
рам ,  соответствуют матрицы масс (которые
могут быть и диагональными после их сосредото-
чения), а Ah – матрица жесткости.

Пусть ниже выполнены условия либо  и

, либо

(6)

Тогда можно ввести норму

  =  + +  

с , причем верно неравенство
 для всех .

З а м е ч а н и е  1. Если операторам  и  от-
вечают диагональные матрицы, то при σ = 0 ме-
тод (4), (5) становится явным. При  условие

(6) принимает вид  с  < 1.
Если взять , то имеем ,
или ht ≤  при  и τ =
= . Условие такого типа известно из [8].

Введем норму

  =  + + , 

p = 1, 2, для y: . Следующая теорема о
равномерной по  и T устойчивости является ана-
логом [6, теорема 2.1, п. 2] (см. также раздел 6
там). Родственные утверждения можно найти в [9].
Кроме того, дифференциальный прототип теоре-
мы приведен в [1, оценка (8)].

Т е о р е м а  1. Для решения метода (4), (5) спра-
ведлива оценка

(7)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Скалярное умножение

уравнения (4) на  с учетом формул (3) приво-
дит к энергетическому равенству

Применив к нему оператор , получим

(8)

где . Заметим,
что

Эта формула и результат cкалярного умножения
уравнения (5) на  дают

Поэтому равенство (8) влечет соотношения

При f = 0, взяв максимум левой части по m, с уче-
том неравенства  выведем оцен-

ку (7). При , взяв m = M, получим сна-
чала оценку

а затем, взяв максимум по m, выведем и оценку (7).

°δ vt

( )
° °

 δ τ δ + + σ − δ +
  

+ δ = , δ .

v v v

v v
1

2 22 2

2

1 1
2 4

|| || ( )

hh h

h

t t t t tAB A

t tB h

s h

f

−12
t

m
hI

τ,

τ,

−

−

°

°

, + δ =

= , + ,δ ,

v v v

v v v

ˇ

%

%

1

2 1 2

0 1 2 1

||( ) || 2 (|| || )

||( )|| 2 ( )

t h

t

m m
th B

m
th h

I

I f

h

h

τ,

/
,τ,, := δ +v v v vˇ

%

2 2 1 2
0||( ) || (|| || || || )

h

m m m
t t As

h h

− δ + = , =

= , δ + , .

v v v v

v v v v

ˇ

ˇ ˇ

2 221 ( )
4

1 ( ) ( )
2

hh
t t t h hAA

t h t h h t h

h s A

h A A s

δ = δv v
0 1

t t

τ,
, = τ + σ δ +

+ , δ + , =

 = − δ + τ + , δ + . 
 1

20 1 2 1

1 1 1 1

0 11 2 0 1
1

( ) (( )

1 ) ( )
2

11 || || ( , )
22 h

h t h t

t h t h h t h

t tt t B h t h
h

B h A

h A A s

h u h f A s

h

v v v

v v v v

v v v v

%

ˇ ˇ

τ,

−

−

− − / /

− /

°

°

 , + δ + δ = 
 

= , + τ , δ +

+ , δ + ,δ ≤

≤ + ε τ + ε τ δ +

+

v v v v

v v v

v v

v v v

ˇ

% 1
1

22 1 1 2

0 1 1
1

0 1 1

0 2 2 1 2 2 1/2 1 2 2 1 2 1 2
0 1 0

1 2

1||( ) || 2 (|| || )
4

( ) ( )

1 ( ) 2 ( )
2

(|| || || || ) (|| || || || )

2|| ||

t h
h

t

h h h

h

m m
tt t h BB

h t h t h

m
tt t h h h

A h h t A t B

h L

h I

A s u

h f I f

B u s

B f

h

/
− ° δ + δ , 

 
≤ ≤ .

v v2 1 1

1 2
1 2 1 2

( )
1 || || || ||
4
1

h t hht

m
tt t B h BH h I

m M

,τ,ε τ ≤2 22
0 0hBw w h

= =0
1 0uv

/ − /°δ ≤ ,v 2 2
1 2 1 2
1 1( ) ( )|| || || ||

h h h ht t
th hL H L H

B B f

Чтобы вывести эту оценку с другой указанной
в условии теоремы нормой f, достаточно с помо-

щью формулы  и суммирования по частям
при  записать

Установим также оценку  в более слабой нор-
ме через более слабые нормы данных типа [6, тео-
рема 2.1, п. 1], с иным доказательством. Диффе-
ренциальный прототип оценки связан с [1, теоре-
ма 1]. Пусть , p = 1, 2.

Т е о р е м а  2. Для решения метода (4), (5) с
 справедлива оценка

(9)

Указанную в ней норму  можно заменить на
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Д о к а з а т е л ь с т в о. При  приме-
нение оператора  к уравнению (4) дает
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Подставив эту формулу в (10) и учитывая, что

= , в силу уравнения (5) выведем

Скалярное умножение выведенного уравне-
ния на  приводит к “слабому” энергети-
ческому равенству

на , где . Применим к нему опе-

ратор  и получим

так как  при . При
f = 0 отсюда следуют оценки

и тем более оценка (9). При  она выво-
дится так же, как и в теореме 1.

Для вывода этой оценки с другой указанной в
условии нормой f с помощью формулы
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З а м е ч а н и е  2. В оценке (9) каждое из слага-
емых  можно заменить
на ,  соответственно. Для
обоснования этого вместо использованной в дока-
зательстве оценки надо воспользоваться другой:

Известно, что каждая из оценок (7) и (9) влечет
существование и единственность решения метода
(4), (5) при любых , f:  (см.
подобное, например, в [10, следствие 9.1]). Это же
относится к оценкам для других методов ниже.

Представляет интерес также случай, когда в
уравнении в (1) параметр  стоит и перед .
Тогда в уравнениях (4), (5) имеем  с

 > 0, . Теоремы 1 и 2 можно
применить, и оценки (7), (9) (с учетом замечания
2) принимают вид

во второй оценке можно заменить  на
. В условии (6) следует убрать множи-

тель , и при σ = 0 оно принимает вид ,
или  при , что типично
для явных схем для гиперболических уравнений.

Кроме того, при τ = 0 метод (4), (5) переходит
в трехслойный метод с весом  для параболиче-
ской задачи (2):
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с искомой функцией :  и заданными

, :  (слагаемые с Bh и  исче-

зают). При τ = 0 и  результаты теорем 1, 2 со-
храняют силу и упрощаются, а именно, для реше-
ния метода (11), (12) верны оценки

(во второй из оценок ), причем возмож-
ность замен норм f также сохраняет силу.

Остановимся отдельно на случае , когда

слагаемые с множителем  в выписанных вы-
ше нормах в оценках и энергетических равенствах
исчезают. Нам потребуется стандартный симмет-
ричный двухслойный метод для задачи (2)

(13)

с заданными , : . Нетрудно
видеть, что он эквивалентен трехслойному мето-

ду (11), (12) с весом , а также ,

 и . В частности, применение

st к уравнению (13) влечет (11) с , а при m = 1

уравнение (13) эквивалентно (12) с .

Выведем оценку разности решений методов
(4), (5) и (11), (12), ср. с [1, оценка (10)].

 Т е о р е м а  3. Пусть  с . При

 и  на ,  для разности
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Д о к а з а т е л ь с т в о. При b > 0 неравенство
 эквивалентно . Применение

обоих влечет неравенство

(15)

Как следует из уравнений (4), (5) и (11), (12),
разность  удовлетворяет уравнениям

и . В силу теоремы 2 c , gm =

= ,  и , т.е.

 и , а также нера-
венства (15) имеем

(16)

Для решения метода (13) верна оценка

(напомним, что она следует из энергетического

равенства ). Ее приме-
нение в (16) завершает доказательство.

Запишем теперь симметричный векторный
двухслойный метод решения задачи (1) и изучим
его устойчивость, следуя [6, раздел 8]. В нем иско-
мыми являются две функции : , ап-
проксимирующие  и  и удовлетворяющие
системе уравнений 1-го порядка по t
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ЗЛОТНИК, ЧЕТВЕРУШКИН

при заданных , : . Его тес-

ная связь с трехслойным методом с весом  и

реализация описаны в [6]. При τ = 0 этот метод
переходит просто в симметричный двухслойный
метод (13) с  для параболической задачи (2).

При анализе устойчивости (и выводе оценок
погрешности) второе уравнение (17) следует
брать неоднородным вида  с заданной
g: . Назовем такой двухслойный ме-
тод обобщенным.

Т е о р е м а  4. Для решения обобщенного двух-
слойного метода справедлива оценка

(18)

Указанную в ней норму f можно заменить на
.

В случае  с b > 0 справедлива также
оценка

(19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Скалярное умноже-
ние первого уравнения (17) на , уравнения

 на  и сложение результатов при-
водит к энергетическому равенству

Применив к нему оператор , получим

на . Поскольку , то вывод
оценки (18) завершается подобно теореме 2.

Чтобы установить эту оценку с другой нормой
f, заметим, что при , g = 0 имеем

2. Скалярное умножение первого уравнения
(17) на , уравнения  на  и
сложение результатов приводит при  с
b > 0 к соотношениям

Далее рассуждения уже стандартного типа влекут
оценку (19).

Возможно обобщение выведенных оценок на
случай неравномерной сетки  (см. [6]).
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STABILITY OF NUMERICAL METHODS FOR SOLVING 2nd ORDER 
HYPERBOLIC EQUATIONS WITH A SMALL PARAMETER

A. A. Zlotnik1,2 and Academician of the RAS B. N. Chetverushkin2

1National Research University Higher School of Economics, Moscow, Russian Federation
2Federal Research Center Keldysh Institute of Applied Mathmatics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
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We study the symmetric three-level with a weight and vector two-level in time methods for solving the initial-
boundary value problem for a 2nd order hyperbolic equation with a small parameter  in front of the
higher time derivative which is a perturbation of the corresponding parabolic equation. We prove theorems
on the uniform in  and time stability of solutions in two norms with respect to the initial data and the right-
hand side of the equation. We also cover the case where  stands also in front of the elliptic part of the equa-
tion. The spacial discretization can be accomplished both by the finite-difference method and finite element
method.

Keywords: 2nd order hyperbolic equations, small parameter, three-level and two-level methods, uniform in
small parameter and time stability
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