
63

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2020, том 490,
с. 63–66

О СУЩЕСТВОВАНИИ БЕСКОНЕЧНОГО МНОЖЕСТВА 
ВЫТЕКАЮЩИХ КОМПЛЕКСНЫХ ВОЛН В ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОМ СЛОЕ

© 2020 г.   Ю. Г. Смирнов1,2, Е. Ю. Смолькин1,2,*
Представлено академиком Е.Е. Тыртышниковым 24.10.2019 г.

Поступило 24.10.2019 г.
После доработки 24.10.2019 г.

Принято к публикации 07.11.2019 г.

Рассматривается задача распространения ТЕ-поляризованных электромагнитных волн в диэлек-
трическом слое. Проведена классификация волн, существующих в исследуемой структуре. Строго
доказано, что в диэлектрическом слое нет поверхностных комплексных ТЕ-волн и бесконечно мно-
го комплексных вытекающих ТЕ-волн.

Ключевые слова: электромагнитные волны, диэлектрический слой, бесконечный спектр

DOI: 10.31857/S2686954320010208

Анализ спектра вещественных и комплексных
волн в открытых волноведущих структурах менее
развит по сравнению с теорией экранированных
волноводов, которая входит во многие учебники
и монографии по электромагнетизму. Диэлек-
трический слой (ДС) является одной из наиболее
хорошо изученных волноведущих структур в
электродинамике [1–6]. Фактически ДС является
самым простым волноводом (с геометрической
точки зрения), и его дисперсионное уравнение
(ДУ) можно записать в явном виде. С другой сто-
роны, такая структура широко используется на
практике (плоские оптические волноводы – лин-
зы). Однако до сих пор нет точных доказательств
наличия (или отсутствия) бесконечного числа ве-
щественных или комплексных собственных
волн, распространяющихся в ДС.

Актуальной задачей при изучении волноводов
является классификация волн, существующих в
структуре. В сообщении доказано, что в ДС нет
поверхностных комплексных ТЕ-волн и беско-
нечно много комплексных вытекающих ТЕ-волн.

Рассмотрим трехмерное пространство  с де-
картовой системой координат . Пространство
заполнено изотропной средой без источников с ди-
электрической проницаемостью , .
Рассматриваются электромагнитные волны, рас-
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пространяющиеся через диэлектрический слой,
расположенный между двумя полупространства-
ми  и . Волновод заполнен однород-
ным материалом с диэлектрической проницаемо-
стью . Среда предполагается изотропной и
немагнитной.

Задача о нормальных TE-поляризованных вол-
нах ДС состоит в отыскании нетривиальных реше-
ний однородной системы уравнений Максвелла в
виде бегущей волны, т.е. с зависимостью  от ко-
ординаты z, вдоль которой структура регулярна.
Поле поляризованной волны может быть представ-
лено при помощи скалярной функции u := 
(поля не зависят от y).

Имеем следующую задачу на собственные зна-
чения для касательной составляющей u [1–6]:
найти  такие, что существуют нетривиаль-
ные решения дифференциального уравнения

(1)
где
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причем должны быть удовлетворены следующие
условия: ограниченность энергии поля в любом
конечном объеме волновода, непрерывность ка-
сательных составляющих полей на границе разде-
ла сред  и x = h

(3)

и условие на бесконечности.
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Принята следующая классификация волн [1–6].
По параметру γ-постоянной распространения:

1) распространяющаяся волна характеризует-
ся параметром γ таким, что ;

2) затухающая волна характеризуется парамет-
ром γ таким, что ;

3) комплексная волна характеризуется пара-
метром γ таким, что .

По условию на бесконечности:
1) поверхностная волна удовлетворяет усло-

вию: , ;
2) вытекающая волна удовлетворяет условию:

, .
По симметрии поля:
1) четная волна удовлетворяет условию:

  = u(x);
2) нечетная волна удовлетворяет условию:

  = –u(x).
Решение уравнения (1) при  имеет

вид  для нечетных волн и  =
= cosλx для четных волн, где  и  – но-
вый (комплексный) спектральный параметр.

При  и x > h имеем для нечетных волн

и для четных волн

где  В приведенных решениях квад-

ратный корень  – это двузначная ком-
плексная функция.

Дисперсионные уравнения имеют вид [1–6]:
для нечетных волн

(4)

и для четных

(5)

П о в е р х н о с т н ы е  в о л н ы. Для поверх-
ностных волн имеем

(6)

в силу условий на бесконечности.
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Р а с п р о с т р а н я ю щ и е с я  п о в е р х н о с т -
н ы е  в о л н ы .

У т в е р ж д е н и е  1. Пусть , , и вы-

полнено (6). Если , то существу-

ют  ненулевых положительных (и  ненулевых
отрицательных) корней уравнения (4). Если

, то уравнение (4) не имеет корней.

У т в е р ж д е н и е  2. Пусть λ = α, , и вы-

полнено (6). Если , то существуют

 ненулевых положительных (и  ненулевых
отрицательных) корней уравнения (5).

З а т у х а ю щ и е  п о в е р х н о с т н ы е  в о л -
н ы.

У т в е р ж д е н и е  3. Пусть , , и вы-
полнено (6). Тогда уравнения (4) и (5) не имеют не-
нулевых решений.

К о м п л е к с н ы е  п о в е р х н о с т н ы е  н е -
ч е т н ы е  в о л н ы. Пусть , , ,

.
Перепишем уравнение (4)

(7)

Взяв квадраты от правой и левой частей в (7), по-

лучим  следовательно,

(8)

Предположим, что первое уравнение (8) имеет ре-

шение . Тогда  и из (7) по-

лучаем  =  =  =
=  > 0, следовательно 

С другой стороны,  следова-

тельно,  > 0. Получаем про-
тиворечие, позволяющее сделать вывод, что пер-
вое уравнение (8) не имеет решения λm, удовле-

творяющего условию .
Повторяя приведенные выше рассуждения для

второго уравнения (8), получаем тот же вывод.
Таким образом, справедлива следующая

Т е о р е м а  1. Пусть , , ,
. Тогда уравнение (4) при условии (6) не име-

ет решений.
К о м п л е к с н ы е  п о в е р х н о с т н ы е  ч е т -

н ы е  в о л н ы. Повторяя приведенные выше рас-
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суждения для уравнения (5), получаем, что спра-
ведлива следующая

Т е о р е м а  2. Пусть , , ,
. Тогда уравнение (5) при условии (6) не име-

ет решений.

З а м е ч а н и е  1. Таким образом, мы показали,
что нет комплексных поверхностных четных и
нечетных ТЕ-поляризованных волн, нет затухаю-
щих поверхностных четных и нечетных ТЕ-поля-
ризованных волн, существует конечное число
распространяющихся поверхностных четных и
нечетных ТЕ-поляризованных волн, удовлетво-
ряющих условию (6).

В ы т е к а ю щ и е  в о л н ы. Для вытекающих
волн имеем

(9)

в силу условий на бесконечности. Это условие
определяет вытекающие волны.

Р а с п р о с т р а н я ю щ и е с я  в ы т е к а ю щ и е
в о л н ы.

У т в е р ж д е н и е  4. Пусть , , и вы-
полнено (9). Пусть  -й положительный корень
уравнения  такой, что , 

2, ..., и . Уравнение (4) не имеет ре-

шений при  и . Если ,

то существует  ненулевых положительных (и
 ненулевых отрицательных) корней уравнения (4).

Если , то существует n + 1,

 ненулевых положительных (и n + 1 ненулевых
отрицательных) корней уравнения (4). Если

, то существует  ненуле-

вых положительных (и n ненулевых отрицатель-
ных) корней уравнения (4).

У т в е р ж д е н и е  5. Пусть ,  и вы-
полнено (9). Пусть  j-й положительный корень
уравнения  такой, что , ,

... и . Уравнение (5) не имеет реше-
ний при . Если , то существует

 ненулевых положительных (и  ненулевых отри-
цательных) корней уравнения (5). Если  < πn,
то существует ,  ненулевых положитель-
ных (и  ненулевых отрицательных) корней
уравнения (5). Если , то существует

 ненулевых положительных (и  ненулевых от-
рицательных) корней уравнения (5).
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З а т у х а ю щ и е  в ы т е к а ю щ и е  в о л н ы.
У т в е р ж д е н и е  6. Пусть , , и вы-

полнено (9). Тогда уравнение (4) имеет два ненуле-
вых решения, если . Если , то уравнение
(4) не имеет ненулевых решений.

У т в е р ж д е н и е  7. Пусть , , и вы-
полнено (9). Тогда уравнение (5) не имеет ненулевых
решений.

К о м п л е к с н ы е  в ы т е к а ю щ и е  н е ч е т -
н ы е  в о л н ы. Введем в рассмотрение следую-
щую функцию: , где .
Функция f(z) имеет изолированную существенно
особую точку z = 0. Пусть ; рассмотрим
уравнения  и . Из теоремы
Пикара (см. [7]) следует, что одно из этих уравне-
ний имеет бесконечно много корней  ( ),

,  в окрестности z = 0. Действитель-
но, по теореме Пикара, может существовать толь-
ко одно исключительное значение A такое, что
уравнение  не будет иметь бесконечного
числа корней.

Рассмотрим первое уравнение .
Тогда

(10)

Взяв вещественную часть , мы получим
,  (

поскольку нет вещественных решений уравнения
 при ). Так как ,

получаем . С дру-
гой стороны, взяв мнимую часть от выражения

, получаем

Следовательно, . В соответ-
ствии с условием (9) мы получаем

т.е. мы должны выбрать знак корня в формуле (10)

следующим образом: cos(z–1) =  для то-
го, что бы выполнить условие  > 0.

Пусть zk – корень уравнения ; тогда
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Таким образом получаем, что уравнение

имеет решение 
Аналогично рассматривая уравнение  = –a–1,

приходим к такому же выводу.

Поскольку одно из уравнений  или
 имеет бесконечно много корней в

окрестности z = 0, получаем, что уравнение (4)
также имеет бесконечное число корней, которые
стремятся к бесконечности при условии (9).

Т е о р е м а  3. Пусть , , ,
. Тогда уравнение (4) при условии (9) имеет

бесконечно много корней, которые стремятся к бес-
конечности.

К о м п л е к с н ы е  в ы т е к а ю щ и е  ч е т -
н ы е  в о л н ы. Повторяя приведенные в преды-
дущем пункте рассуждения для уравнения (5), по-
лучаем, что справедлива следующая

Т е о р е м а  4. Пусть , , ,
. Тогда уравнение (5) при условии (9) имеет

бесконечно много корней, которые стремятся к бес-
конечности.

З а м е ч а н и е  2. Таким образом, мы показа-
ли, что существует бесконечное число комплекс-
ных вытекающих четных и нечетных ТЕ-поляри-
зованных волн, существует не более конечного
числа распространяющихся вытекающих четных
и нечетных ТЕ-поляризованных волн, не суще-
ствует затухающих вытекающих четных и нечет-

ных (или существует пара нечетных) ТЕ-поляри-
зованных волн, удовлетворяющих условию (9).

Следующая таблица 1 объединяет все резуль-
таты, представленные в данной работе, и отвечает
на вопрос, какие волны существуют в диэлектри-
ческом слое.

Близкие результаты о существовании бесконеч-
ного множества вытекающих волн для цилиндри-
ческой структуры (линии Губо) получены в [8].
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The problem of propagation of TE-polarized electromagnetic waves in a dielectric layer is considered. The
waves existing in the structure under study are classified. It is strictly proved in the article that in the dielectric
layer there are no surface complex TE waves and infinitely many complex leaky TE waves.
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Таблица 1. Существование TE-волн в диэлектрическом слое

Тип волн Распространяющиеся Затухающие Комплексные

Поверхностные
(четные и нечетные)

Конечное число Нет Нет

Вытекающие
(четные и нечетные)

Конечное число 2 четных или нет Бесконечное множество
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