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Получены необходимые и достаточные условия внутренней устойчивости формаций, динамика ко-
торых определяется линейными дифференциальными уравнениями. При этом в качестве классов
допустимых управлений для лидеров выбраны программные управления, а для объектов, имеющих
ведущих – аффинные обратные связи, зависящие от состояния самого объекта и состояний его ве-
дущих. Полученные условия легко проверяемы и состоят из требований стабилизируемости пары
матриц для уравнений ведомых объектов, гурвицевости и совпадения матриц для лидеров в случае
многолидерности, разрешимости некоторых линейных уравнений и ограничений типа равенств на
вектора, задающие требуемое взаимное расположение между ведомым и ведущим. Кроме того, опи-
сан весь класс управлений, обеспечивающих выполнение свойства линейной внутренней устойчи-
вости. Опираясь на полученные условия, удалось показать, что внутренней устойчивостью могут
обладать практически только однолидерные формации. В классе формаций с одним лидером выде-
лен подкласс ( формации граф которых является входящим деревом), в котором не возникает огра-
ничений типа равенств, являющихся основным препятствием для внутренней устойчивости много-
лидерных формаций.
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1. В в е д е н и е. Понятие внутренней устойчи-
вости формаций нескольких управляемых движу-
щихся объектов возникло при изучении задачи
управления группой автономных роботов [1]. Под
формацией понимается конечное множество вза-
имосвязанных движущихся объектов, связи меж-
ду которыми (типа “ведущий–ведомый”) задают-
ся некоторым ориентированным бесконтурным
графом. Каждой паре связанных объектов сопо-
ставляется некоторый вектор, определяющий их
требуемое (в идеале) взаимное расположение, ко-
торое реально может быть выдержано только с
некоторой точностью. Изучается задача суще-
ствования управлений, обеспечивающих малые
отклонения формации от желаемого идеального
состояния при малом начальном отклонении и
малых возмущающих внешних воздействиях. Это
свойство, названное внутренней устойчивостью
формаций, видимо, впервые появилось в работах

Г.Дж. Таннера, Дж.Дж. Паппаса и В. Кумара
(H.G. Tanner, G.J. Pappas, V. Kumar) (2002) [2–5]
(см. также [6, 7]).

В этих работах за оценку малости отклонения
была выбрана концепция “устойчивости от входа
к состоянию” (input to state stability). Данное по-
нятие впервые появилось в работах Э.Д. Cонтага
(E.D. Sontag) (1989) [8, 9] и активно исследова-
лось в работах многих авторов, при этом в основ-
ном использовался метод функций Ляпунова.
Некоторые итоги этих более чем 20-летних иссле-
дований содержатся в обзоре [10].

Отметим, что имеются и различные другие
подходы к исследованию поведения формаций.
Например, в работах [11–13] также на основе ме-
тода функций Ляпунова изучается свойство типа
диссипативности.

Однако практически во всех работах при ис-
следовании внутренней устойчивости формаций
вопрос существования управлений, обеспечива-
ющих свойство внутренней устойчивости форма-
ции, в явном виде не ставился.

В данной работе мы будем рассматривать толь-
ко формации, у которых динамика каждого объ-
екта описывается линейным дифференциальным
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уравнением и управления ищутся в классе аф-
финных обратных связей.

2. О с н о в н ы е  п о н я т и я  и  о п р е д е л е -
н и я. Перейдем к точным формулировкам. Сле-
дующие определения взяты из работ [2–5].

О п р е д е л е н и е  1. Будем говорить, что зада-
на формация из l взаимосвязанных объектов,
если:

1) задан ориентированный бесконтурный граф
 без кратных ребер и петель с множе-

ством вершин  и множеством ребер
, называемый в дальнейшем графом

формаций. При этом вершины графа отождеств-
ляются с движущимися объектами формации, а
ребра указывают на наличие взаимосвязей между
некоторыми из них. Если , то i-й объект
называется ведомым, а j-й объект – ведущим (реб-
ро  считаем ориентированным от i к j);

2) динамика движения i-го объекта задается
дифференциальным уравнением с управлением

(1)

3) каждому ребру  сопоставлен вектор
, задающий требуемое взаимное располо-

жение (в идеале) i-го и j-го объектов относитель-
но друг друга, при этом в идеале хотелось бы
иметь соотношение ;

4) если динамика движения всех объектов зада-
ется линейным дифференциальным уравнением с
управлением, т.е. , где  и

 – матрицы соответствующих размерно-
стей, то формацию будем называть  л и н е й н о й.

Будем обозначать Li =  =
=  – множество ведущих для i-го объек-
та. Обозначим также  – множе-
ство  л и д е р о в  формации.

Если , то обозначим  –
о т к л о н е н и е  (о ш и б к у) от идеального состо-
яния между i-м и j-м объектами и  –
( )-матрица ошибок,

Для оценки величины отклонений используем
стандартные классы функций [14]:

1)  – класс функций Хана: , если
 непрерывная, строго возрас-

тающая, ;
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2) функции класса : , если
,  при фикси-

рованном t, , при фиксированном
,  непрерывна по (a, t).

Пусть для каждого  задан класс допусти-
мых управлений  для i-го объекта.

О п р е д е л е н и е  2. Формация называется
в н у т р е н н е  у с т о й ч и в о й, если существуют
функции ,  и функция  такие,
что для любых допустимых управлений ui ∈ ,

, найдутся управления ,  та-

кие, что при любых начальных значениях ,
 и любых  выполняется оценка

(2)

где z(t) – матрица ошибок, полученная на реше-
ниях уравнений (1) при заданных управлениях

 и заданных начальных значениях xi(0) =

= , .
Здесь и всюду в дальнейшем нормы векторов и

матриц считаются евклидовыми.
Для линейных формаций будем рассматривать

следующие классы допустимых управлений:

1) если , то ,
ui – непрерывно};

2) если  и , то  =

= ,

где , .

О п р е д е л е н и е  3. Линейную формацию бу-
дем называть л и н е й н о  в н у т р е н н е
у с т о й ч и в о й  (Л В У), если свойство из опреде-
ления 2 выполняется при  для , и
при  для .

В кванторном виде это свойство более кратко
можно записать следующим образом:
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Будем рассматривать еще два свойства линей-
ных формаций:

 – получается из  перестановкой
кванторов :  и :

 или в кванторном виде:

 – получается из  при нулевых
управлениях лидеров, т.е.  для всех 
(при этом в неравенстве (2) второе слагаемое тож-
дественно равно нулю), или в кванторном виде:

где z0(t) – матрица ошибок, полученная на реше-
ниях уравнений (1) при заданных управлениях

 для ,  для  и задан-

ных начальных значениях  i = 1,
2, ..., l.

Очевидно, что

Рассмотрим более подробно граф формации,
при этом будем придерживаться терминологии из
[15, глава 16].

Во-первых, нетрудно показать, что внутрен-
няя устойчивость формации эквивалентна внут-
ренней устойчивости всех подформаций, опреде-
ляемых компонентами слабой связности графа G.
Поэтому в дальнейшем без ограничения общно-
сти будем считать, что граф G – слабо связный.

Во-вторых, хорошо известно, что ориентиро-
ванный граф  является бесконтурным
тогда и только тогда, когда он допускает перену-
мерацию вершин с нижней строго треугольной
матрицей смежности [15, с. 235, теорема 16.3].
Поэтому с точностью до перенумерации вершин
можно считать, что . В частно-
сти всегда , т.е. . Также будем считать,
что .

В дальнейшем нам также понадобится функ-
ция , выбирающая для каждого 
одного из его ведущих. Для определенности бу-
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дем считать, что это ведущий с наибольшим но-
мером, а если , то , т.е.

Используя эту функцию, определим рекур-
рентным образом следующие вектора , ко-
торые также понадобятся нам в дальнейшем:

3. Н е о б х о д и м ы е  у с л о в и я  д л я  с в о й -
с т в а  .

Путь для формации выполняется свойство
. Выберем и зафиксируем до конца данно-

го раздела функцию  и управления для
объектов с номерами из , обеспечивающих
это свойство, т.е. матрицы , наборы мат-
риц , , и векторы  такие,

что если обозначить  – решения
задачи Коши для следующей системы дифферен-
циальных уравнений:

(3)

с начальными условиями ,

, и, соответственно, ошибки  =

=  =  – , ...
..., xj0) + dij, при , то для всех  выпол-
няется оценка

(4)
Из неравенства (4) получаем следующее

Н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  1. 

при любых , .
Рассмотрим теперь поведение решений систе-

мы (3) при нулевых начальных условиях. Обозна-
чим эти решения . Так как оче-

видно, что  при , то индукцией
по  из необходимого условия 1 получаем следую-
щее.

П р е д л о ж е н и е  1. Для всех  суще-
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З а м е ч а н и е  1. Отметим, что из этого пред-
ложения получаем жесткое ограничение на  в
случае . Если же , то  и ра-
венство  выполняется по опреде-
лению Di.

Получим теперь еще одно необходимое условие
для того, чтобы выполнялось свойство . Для
этого при любом  обозначим  – Di,

 и  =  –
‒  + dij, , . Тогда из ра-
венства dij =  следует, что  =
=  + dij = 0 и поэтому из нера-
венства (4) получаем следующее

Н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  2. 

при любых , , .

Дифференцируя это тождество по t и после этого
подставляя t = 0, получаем следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е  2. Если  – ребро графа 
( ), то матрицы , векторы

 и наборы матриц   Kis,

, удовлетворяют следующей системе ли-
нейных уравнений:

где для  считаем, что , ,  = 0.

Из слабой связности графа  и предложения 2
получаем следующие

П р е д л о ж е н и е  3. Для всех  все
матрицы Ai одинаковы, т.е. , а для 

матрицы , векторы  и наборы мат-
риц  удовлетворяют следующей
системе линейных уравнений:

(5)

(6)

ijd
> 1iL = 1iL = { ( )}iL p i
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Из необходимых условий 1 и 2 получаем также
следующее утверждение о свойствах матриц

 + BiSi и .
П р е д л о ж е н и е  4. Для всех  мат-

рицы  – гурвицевы и, следовательно,
пары матриц  – стабилизируемы, а если

, то и матрица A1 – гурвицева.
З а м е ч а н и е  2. Сделаем несколько замеча-

ний о разрешимости уравнений (5), (6). Обозна-
чая  и , по-

лучаем, что  и  являются решени-
ями следующих уравнений:

для всех .

Обратно, если  и  являются ре-
шениями предыдущих уравнений,  – лю-
бая матрица, а набор матриц , ,
удовлетворяет соотношению  = , то,

полагая , получаем реше-

ние уравнений (5), (6).
4. Н е о б х о д и м ы е  и  д о с т а т о ч н ы е

у с л о в и я  л и н е й н о й  в н у т р е н н е й
у с т о й ч и в о с т и.

Набор условий для наличия свойства 
из предложений 1–4 оказался не только необхо-
димым, но и достаточным. Более точно, верно
следующее утверждение.

Т е о р е м а. Для линейной формации выполняет-
ся свойство линейной внутренней устойчивости
тогда и только тогда, когда выполнены следующие
условия:

1) для всех  пары матриц  – стабили-
зируемы, т.е. существуют -матрицы Si та-
кие, что матрицы  – гурвицевы;

2) для всех  существует -матрица Ni

и векторы , удовлетворяющие следующим
линейным уравнениям:

(7)

(8)

3) если , то ;
4) если , то  для всех  и

матрица A1 – гурвицева.

При этом если Si, Ni и  удовлетворяют услови-
ям 1), 2) теоремы, то управления ведомых, обеспе-
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чивающие внутреннюю устойчивость, можно вы-
брать в виде

где набор матриц , , удовлетворя-
ет соотношению , а ki =  +

+  независимо от управлений лидеров, т.е.

удовлетворяет и свойству .
Сформулируем ряд следствий из этой теоремы.
Так как все необходимые условия получены из

свойства , то верно следующее утверждение.
С л е д с т в и е  1. Свойства ,  и

 эквивалентны.
З а м е ч а н и е  3. Отметим также, что если пе-

ребирать все -матрицы Si, стабилизирую-
щие пары матриц  ( ), т.е. такие, что
матрица  – гурвицева, а также все Ni, , яв-
ляющиеся решениями уравнений (7), (8) и все на-
боры матриц , , удовлетворяющие
соотношению , то по формуле

получим все управления, при которых выполня-
ется свойство  (естественно, при выполне-
нии условий 3) и 4) теоремы).

Далее заметим, что в случае, когда у формации
больше одного лидера, то в теореме 1 условие 1)
является следствием условий 2) и 4), так как мож-
но взять  и, кроме того, при этом можно
взять  для всех , . Тогда
получаем следующее

С л е д с т в и е  2. Для линейной формации, имею-
щей больше одного лидера, выполняется свойство
линейной внутренней устойчивости тогда и только
тогда, когда выполнены следующие условия:

1)  для всех  и матрица A1 –
гурвицева;

2) выполняются условия условий 2) и 3) теоремы 1.

При этом если Ni и  удовлетворяют усло-
вию 2) теоремы 1, то управления ведомых, обеспе-
чивающие внутреннюю устойчивость, можно вы-
брать в виде

независимо от состояний ведущих и управлений ли-
деров.
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З а м е ч а н и е  4. Рассмотрим самую простую
среди формаций, имеющих больше одного лиде-
ра. Она состоит из трех объектов: 1-й и 2-й – ли-
деры и ведущие для 3-го. По следствию 2 необхо-
димыми и достаточными условиями ее линейной
внутренней устойчивости будут следующие (учи-
тывая, что для этой формации ,  = 2
и ):

1)  и матрица A1 – гурвицева;

2) существуют решения уравнений  = A1 – A3

и ;
3) .
Однако очевидно, что (необходимое) условие

 невыполнимо и бессмысленно для ре-
альных объектов. Причем можно показать, что
подобная коллизия будет возникать в любой фор-
мации, имеющей больше одного лидера. Еще од-
ним странным (противоречащим интуиции) фак-
том является возможность обеспечить внутреннюю
устойчивость (в случае ее наличия) управлением,
не зависящим от состояний ведущих (как в след-
ствии 2).

Таким образом, данная концепция внутрен-
ней устойчивости не подходит для многолидер-
ных формаций. Причиной этого, видимо, являет-
ся то, что мы пытаемся выдержать заданное рас-
положение ведомого объекта одновременно
относительно всех его ведущих (т.е. пытаемся
угнаться сразу за несколькими зайцами). Воз-
можно, более приемлемой в данном случае может
оказаться концепция внутренней устойчивости
из [5], в которой используется некоторое агреги-
рованное отклонение i-го объекта от идеального
состояния вида , где Pij – некоторые

матрицы-проекторы, и требуется выполнение
оценки вида (2) для вектора, составленного из ei,

, а не всей матрицы z.
Далее рассмотрим случай формаций, для кото-

рых условие 3) теоремы 1 отсутствует. Это форма-
ции, граф которых является входящим деревом
[15, с. 235], т.е. слабо связным бесконтурным гра-
фом, не имеющим полуконтуров, со стоком. Со-
гласно [15, с. 236, теорема 16.4′] у формации с та-
ким графом будет один лидер и, кроме того, у всех
остальных объектов будет единственный веду-
щий, т.е.  при . В этом случае усло-
вие 3) теоремы 1 всегда выполнено и набор мат-
риц  состоит из одной матрицы . По-
этому получаем следующее

С л е д с т в и е  3. Для линейной формации, граф
которой является входящим деревом, выполняется
свойство линейной внутренней устойчивости то-
гда и только тогда, когда выполняются условия 1),
2) теоремы 1.
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ЛАКЕЕВ

При этом если Si, Ni и  удовлетворяют услови-
ям 1), 2) теоремы 1, то управления ведомых, обеспе-
чивающие внутреннюю устойчивость, можно вы-
брать в виде

независимо от управления лидера.
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NECESSARY AND SUFFICIENT CONDITIOS OF INTERNAL STABILITY 
OF LINEAR FORMATIONS

A. V. Lakeyev
Matrosov Institute for System Dynamics and Control Theory, Siberian Branch of Russian Academy of Sciences,

Irkutsk, Russian Federation
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The necessary and sufficient conditions of internal stability for the formations, whose dynamics is defined by
linear differential equations, have been obtained. In this case, programmed controls have been chosen in the
capacity of the classes of admissible controls for the leaders; while in the case of objects having leaders for
them – affine feedbacks dependent on the state of the object itself and on the states of its leaders have been
chosen. The conditions obtained may be easily verified and consist of the requirements of (i) stabilizability of
the pair of matrices for the equations of the follower objects, (ii) Hurwitz character and (iii) coincidence of
the matrices for the leaders in the case of numerous leaders (the mulileader case), (iv) solvability of some lin-
ear equations and constraints (of the type of equalities) upon the vectors defining the desired mutual location
between the leader and the follower. Furthermore, the whole class of controls, which provide for satisfaction of
the linear internal stability, has been described. While relying upon the conditions obtained, it was demonstrated
that practically only one-leader formations can possess internal stability. We have identified a subclass (the for-
mations whose graph is the input tree) inthe class with one leader, in which there are no constraints of the type
of equalities, that represent the main problem (obstacle) for the internal stability of multi-leader formations.

Keywords: formation, input-to-state stability, acyclic digraph, Hurwitz matrix, stabilizability
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