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В настоящей работе изучается импульсная нелинейная задача, допускающая разрывные решения,
являющиеся функциями ограниченной вариации. Такая задача моделирует деформации разрывной
струны (цепочки из струн, скрепленных между собой пружинами) с упругими опорами в виде ли-
нейных и нелинейных пружин (например, пружин с разными витками, деформации которых не
подчиняются закону Гука). Модель описывается дифференциальным уравнением второго порядка
с производными по специальным мерам и краевыми условиями первого рода. Доказаны теоремы
существования решений, получены условия существования неотрицательных решений.
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В последнее время активно ведутся исследова-
ния дифференциальных операторов Штурма–Ли-
увилля (Шрёдингера) для случаев разнообразных
импульсных возмущений (сингулярных потенциа-
лов). Особенно выделим публикации А.А. Шкали-
кова, А.М. Савчука, Б.С. Митягина, В.А. Михай-
леца (см. [1–6]) и др., в которых методами теории
обобщенных функций решаются задачи, касаю-
щиеся структуры спектра, его асимптотики,
спектральной полноты, разнообразных свойств
непрерывного спектра, структуры сингулярных
компонент спектра (спектральных лакун, зон не-
устойчивости) и проч.

В то же время поточечный анализ решения у
математической модели очень важен для приложе-
ний. Наличие особенностей у изучаемой системы
(как внутренних, так и внешних), как правило,
приводит не только к потере гладкости решения
дифференциальной модели, но и к появлению
разрывов у решения. Последнее закрывает воз-
можность использования классических произ-
водных как при моделировании, так и при анали-
зе. Применение теории обобщенных функций
(по Соболеву–Шварцу, Коломбо и др.) ситуацию

не спасает: удается доказать лишь наличие слабого
решения. При этом приходится преодолевать ряд
трудно разрешимых проблем (например, умноже-
ния разрывной функции на обобщенную).

Подход к поточечному анализу решений урав-
нения

в случае особенностей типа функции Дирака в
потенциале q, когда q может считаться обобщен-
ной производной от функции ограниченной ва-
риации Q, был разработан Ю.В. Покорным в [7, 8],
где в развитие идей В. Феллера и М.Г. Крейна (см.
комментарии в [9]), уравнение с обобщенными
коэффициентами и правой частью

заменялось поточечно задаваемым уравнением

Дальнейшее развитие этот подход для случая не-
прерывных решений получил в работах [10, 11].

Для случая разрывных решений предыдущее
уравнение имеет вид

Здесь p, Q,  – функции ограниченной вариации
на отрезке ; решения  принадлежат классу

-абсолютно непрерывных функций на ,
-производные которых имеют ограниченную

вариацию на ; внутреннее дифференцирова-
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ние ведется по -мере, порождаемой строго воз-
растающей на  функцией , соизмеримой с
наблюдаемым процессом. Строго возрастающую
функцию  можно подобрать таким образом,
что она будет нести в себе все особенности рас-
сматриваемой задачи. Точнее,  будет являться
разрывной лишь в точках разрыва , p, Q, F, так
что -мера этих точек оказывается отличной от
нуля. При этом -мера точек разрыва  “рас-
щепляется” в силу того, что функция  в этих
точках имеет два скачка (левый и правый), рав-
ных

соответственно. Чтобы подчеркнуть, что речь
идет о “расщепленной” мере, мы заключаем по-
рождающую меру функцию в квадратные скобки.
Отметим, что для восстановления функции по ее
[σ]-производной необходимо использовать π-ин-
теграл, введенный Ю.В. Покорным в [8].

В настоящей работе мы применяем подход
Ю.В. Покорного к нелинейным граничным зада-
чам.

Рассмотрим на  нелинейную математиче-
скую модель

(1)

возникающую, например, при моделировании де-
формаций разрывной струны (цепочки из струн,
скрепленных между собой пружинами), натянутой
вдоль отрезка  и подпертой (не более чем в
счетном количестве точек) как обычными пружи-
нами, деформации которых подчиняются зако-
нам Гука, так и пружинами с разными витками,
деформации которых закону Гука не подчиняют-
ся и задаются некоторой функцией. При этом к
отдельным точкам струны могут быть приложены
нелинейные импульсные внешние воздействия.

В уравнении системы (1) внутренняя произ-
водная понимается как производная по обычной
мере, внешняя – как производная по “расщеплен-
ной” мере, понимаемая в смысле Ю.В. Покор-
ного, т.е. обращаемая интегрированием с помо-
щью π-интеграла. Последнее означает, что функ-
ция g(x) называется [σ]-производной от функции

, если

Таким образом, во всякой точке  разрыва функ-
ции  у функции  возникает два собствен-
ных значения, вообще говоря, отличных от пре-
дельных, определяемых равенствами

μ
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Уравнение (1) рассматривается на специаль-
ном расширении  отрезка , которое
строится следующим образом. Обозначим через

 множество точек разрыва функции . На
множестве  введем метрику ρ(x; y) =
= . Метрическое пространство  яв-
ляется неполным. Обозначим через  его
стандартное пополнение. Множество  вме-
сто каждой точки  разрыва функции  содер-
жит элементы , появившиеся при пополне-
нии. При этом  в смысле естествен-
ной упорядоченности элементов, если .
Определим , . Пусть

 – множество точек разрыва функции , не
являющихся точками разрыва . Рассмотрим
множество , пополним его по метрике
ρ(x; y) =  и добавим к полученному
пополнению элементы из S. Обозначим дан-
ное множество через . Обозначим

.

Таким образом, в точках  и  уравнение (1)
имеет вид

В точках s разрыва функции , в которых 
является непрерывной, уравнение (1) имеет вид

где .
Решение (1) мы будем искать в классе  -абсо-

лютно непрерывных на  функций, первая про-
изводная которых [σ]-абсолютно непрерывна на

. Относительно коэффициентов ,  и
функции  мы делаем следующие предполо-
жения:
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2) функция  положительна и отделена
от нуля;

3) функция  не убывает на ;
4)  удовлетворяет условию Каратеодери,

т.е.
а) при каждом фиксированном  функция

 является -измеримой;

б) при всех   непрерывна по ;
в) существует [σ]-суммируемая с некоторой

степенью  функция  такая, что
|f(x,  для почти всех x (в смысле -ме-
ры) и . Последнее позволяет нам гарантировать,
что оператор суперпозиции 
непрерывно действует из  (пространства -не-
прерывных на  функций) в  ([σ]-сум-
мируемых с некоторой степенью r функций).

При выполнении условий 1)–3) нетрудно до-
казать разрешимость в классе E линейной задачи
(когда в правой части системы (1) стоит  –
[σ]-суммируемая функция); показать существо-
вание и единственность функции влияния 
линейной граничной задачи ,  = 0.
Ключевым моментом для наших результатов яв-
ляется следующая

Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия 1)–3).
Тогда существуют такое положительное число  и
такие -суммируемые почти всюду положитель-
ные функции , , что для всех x, s, , принад-
лежащих , справедливы неравенства

(2)

(3)
где

Данная теорема позволяет получить достаточ-
ные условия существования решений нелиней-
ных краевых задач.

Т е о р е м а  2. Пусть помимо условий 1)–4) вы-
полнены следующие условия:

(i) функция  не убывает по  при каждом
 и ;

(ii) существует N пар чисел , , удовлетворя-
ющих неравенствам

причем

(4)

(iii) для каждого k существует множество wk

положительной -меры такое, что
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(5)

Тогда если неравенства (4) и (5) превращаются в
строгие на множествах положительной [σ]-меры,
то задача (1) имеет  нетривиальных решений

, удовлетворяющих неравенствам
  ≥ 0 (i = ) и  

(i = 1, 2, ..., ).
Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия 1)–4) и

(i)  при всех  и ;
(ii) при некотором  и любом  крае-

вая задача , , не имеет
решений  таких, что .

Тогда (1) имеет хотя бы одно нетривиальное не-
отрицательное решение.

Т е о р е м а  4. Пусть наряду с условиями 1)–4)
выполнены следующие:

(i)  при всех  и ;
(ii) ;
(iii) при некотором  и любом  гра-

ничная задача ,  не име-
ет решений  таких, что ;

(iv) для некоторого  и некоторой функции
, отличной от тождественного нуля, та-

кой, что  (где  – пространство из-
меримых ограниченных в существенном функций)
при достаточно малом  задача

не имеет решений, для которых

где . (  — некоторая положитель-
ная константа.) Тогда задача (1) имеет неотрица-
тельное нетривиальное решение.

Т е о р е м а  5 (Случай сильной нелинейности).
Пусть вместе с условиями 1)–4) выполнены следую-
щие:

(i) ;
(ii) при некоторых  справедливо
а) краевая задача , 

при любых  не имеет решений, удовлетворя-
ющих неравенствам

б) для некоторой  (отличной от тождествен-
ного нуля), принадлежащей , и для любого

μ

, α σ ≥ α

∈ ; , = , ,

 v
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w
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 задача ,  = 0
не имеет решений, для которых

Тогда нелинейная граничная задача (1) имеет
неотрицательное нетривиальное решение.
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STIELTJES DIFFERENTIAL IN IMPULSE NONLINEAR PROBLEMS
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In this paper we study an impulse nonlinear problem that admits discontinuous solutions that are functions
of bounded variation. Such problem simulates the deformation of a discontinuous string (chains of strings fas-
tened together by springs) with elastic supports in the form of linear and non-linear springs (for example,
springs with different turns, the deformations of which do not obey Hooke’s law). The model is described by
a second-order differential equation with derivatives in special measures and first type boundary conditions.
The theorems of existence solutions are proved, and conditions of existence of non-negativeness solutions are
obtained.

Keywords: bounded variation function, Stieltjes integral, measure, derivative in measure, Stieltjes string
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