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Классическая оценка скорости сходимости
для однородной дискретной неприводимой ацик-
лической цепи Маркова (Xn, ) с конечным
фазовым пространством S к единственной инва-
риантной мере  имеет вид

(1)

и она убывает экспоненциально быстро при усло-
вии Маркова–Добрушина (см. [1])

равномерно относительно начального распреде-
ления, где pij – переходные вероятности,  –
расстояние между мерами по вариации. Анало-
гичная оценка справедлива и для общих цепей
Маркова (см, например, [2]). Другой, “спектраль-
ный” способ оценки скорости сходимости осно-
ван на собственных числах переходной матрицы,
см. [3, глава XIII, (96); 1, теорема 1.2]. Для общего
фазового пространства этот метод может быть
применен, если собственные функции переход-
ного оператора образуют полный базис в про-
странстве . В работах [2, 4] было предложено
использовать определенный способ марковской
склейки (каплинга – см. [5, 6] и др.) для получе-
ния лучшей оценки скорости сходимости, чем (1).
Целью данной работы является отказ от техниче-
ского предположения в [2, 4] о наличии единой

≥ 0n

μ

μ − μ ≤ − κ ∀2(1 ) ,n
n TV n

′
′ ∈

κ ∧
,

= > 0,min ij i j
i i j S

p p

⋅� �TV

2( )L S

доминирующей меры (в [4] это мера Лебега) для
всех переходных ядер  и
построение примеров. Заметим, что если спек-
тральный метод применим, то он дает наилучшую
возможную асимптотическую скорость сходимо-
сти. В то же время оценка (1) справедлива и в об-
щих фазовых пространствах [2, 4], когда исполь-
зование спектрального метода может быть за-
труднено. Новый подход всегда гарантирует как
минимум такую же, но, как правило, лучшую
асимптотику по сравнению с оценкой типа (1), и
в ряде примеров его асимптотика совпадает с
асимптотикой спектральной оценки. Есть все ос-
нования думать, что новый метод применим к не-
однородным цепям, в отличие от спектрального.

ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА,
КАПЛИНГ, ОБЩИЙ СЛУЧАЙ

Рассматривается однородный марковский
процесс (МП) в дискретном времени ( , )
на общем фазовом пространстве S с топологией и
борелевской σ-алгеброй . Индекс x в выра-
жениях  и  означает неслучайное начальное
значение процесса ; оно может быть также
случайным с распределением ; в таком случае мо-
гут использоваться обозначения  и  (см. [7]).
Если фазовое пространство S конечно, то |S| обозна-
чает число его элементов, и тогда  –
матрица переходных вероятностей процесса.
Об истории оценки Маркова–Добрушина (МД)
см. [1] и др.

Для общей оценки (4), приведенной ниже ра-
ди удобства читателя, предполагается положи-
тельность постоянной Маркова–Добрушина:

(2)

⋅ ∈ ⋅
0

1 0 =( , ) = ( ) X xQ x P X X

nX ≥ 0n

@( )S
Ex Px

0 =X x
μ

μE μP

≤ ≤3 1 , | |:= ( )ij i j Sp

 κ ∧ 
 
 '

, '

(1, ):= 1 (1, ) > 0.inf
(1, )

x
x

x x x

P dy P dy
P dy

УДК 519.217

МАТЕМАТИКА

1Университет Лидса, Лидс, Великобритания
2Национальный исследовательский университет 
“Высшая школа экономики”, Москва, Россия
3Институт проблем передачи информации 
им. А.А. Харкевича Российской академии наук, 
Москва, Россия
*E-mail: a.veretennikov@leeds.ac.uk
**E-mail: mveretennikova@hse.ru



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 490  2020

О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ 17

В основном результате работы (теорема 1) это
условие будет заменено на более слабое. В (2) вы-

ражение  понимается в смысле плотности

абсолютно непрерывной компоненты одной ме-
ры по другой. Для краткости будем использовать
сокращенную нотацию  вместо .
Отметим, что интеграл от любой борелевской
функции по ядру  является борелевской
функцией от x; это стандартное требование для
марковского процесса, см. [7]. В силу линейности
аналогичная измеримость по паре  будет
иметь место и для интеграла от борелевской функ-
ции с мерой , определенной ниже формулой

Отметим, что . Справедливо
следующее эквивалентное представление посто-
янной из формулы (2):

(3)

Положим

Имеет место равенство  для лю-
бых . Условие (2) введено самим
А.А. Марковым для конечных однородных цепей
[8]; позднее для неоднородных процессов Марко-
ва его аналог был использован Добрушиным [9].
По предложению Сенеты оно названо условием
Маркова–Добрушина. Заметим, что во всех ситу-
ациях . Случай κ = 1 соответствует последо-
вательности независимых, одинаково распреде-
ленных случайных величин (Xn, ). В проти-
воположной экстремальной ситуации, когда
переходные ядра сингулярны для различных  и

, имеем κ = 0. Условие MД (2), так же, как и (3),
исключительно полезно тем, что обеспечивает
эффективную количественную оценку сверху на
скорость сходимости цепи Маркова к его (един-
ственной) инвариантной мере в метрике полной
вариации. Имеет место следующий классический
результат: в предположении условия (3) процесс
(Xn) является марковским-эргодическим, т.е. для
него существует предельная и она же инвариант-
ная вероятностная мера , причем справедлива
равномерная оценка при всех 

(4)

Далее, напомним, как применить схему кап-
линга на основе “леммы о двух случайных вели-
чинах” [2, Лемма 44; 4, Лемма 1] к цепи Маркова
в общем фазовом пространстве . С мето-
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дом каплинга можно познакомиться по работам
[5, 6, 10, 12] и др. Данная работа следует изложе-
нию в [4], которое, в свою очередь, основано на
подходе [6]. Заметим, что фазовым простран-
ством в [4] было ; однако и в  все формулы
остаются такими же.

Итак, рассмотрим две копии  и  одно-
го и того же марковского процесса с начальными
распределениями, соответственно,  и  (это не
исключает случай неслучайных начальных значе-
ний). Введем новый векторнозначный марков-
ский процесс . Если , то поло-
жим

Если , то применим лемму [4, Лемма 1]
или [2, Лемма 44] с  при “условии”

 к случайным величинам  и ,
построив таким образом случайные величины ,

,  и  (они соответствуют величинам , , 
и  в лемме); формально, так можно сделать и при

; отметим, что упомянутая лемма справед-
лива и в общих фазовых пространствах. Далее по
индукции покажем, как строить вектор ,
ξn + 1, ζn + 1), если уже построены случайные вели-

чины . Для этого определим плотно-
сти переходных вероятностей ϕ относительно ме-
ры  ×  для нашего век-
торнозначного процесса следующим образом:

(5)

где , , и
если 0 < , то

(6)

(7)

(8)

где  – символ Кронекера,  ( ), т.е.
дельта-мера, сосредоточенная в точке . Равен-
ство x4 = 0 означает, что каплинг уже имел место
на предыдущем шаге, а u = 0 символизирует
успешную склейку в данный момент перехода.
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В вырожденных случаях, если  (кап-
линг в момент перехода невозможен), то вместо
(7) положим, например,

а если , то вместо (6) можно опреде-
лить

Формула (8), определяющая , примени-
ма во всех случаях.

Л е м м а  1 [4]. Пусть , , и пусть
 и , при  определены формулой

Тогда  и  – однородные марковские
процессы, и

Более того,

(9)

где  – распределение случайной величины  при
j = 1, 2.

В [4] в лемме 1 было дополнительно предполо-
жено, что существует единая мера, доминирую-
щая все переходные ядра. Это условие не являет-
ся необходимым и доказательство проходит с ме-
рами  на каждом шаге вместо единой Λ без
дальнейших изменений.

Обозначим  и

:= . Рассмотрим процесс Xn :=

:=  на S2 и его условную версию  :=
:=  на . Отметим, что процесс

 тоже марковский. Рассмотрим оператор V, опре-
деленный на борелевских ограниченных функциях
h на пространстве  по формуле

(10)

при . Из оценки (9) следует, что

(11)
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По формуле Гельфанда для спектрального радиу-
са оператора  (см., например, [11])

(12)

Здесь , наиболее удобной нор-

мой для h является  (хотя все нормы

в конечномерном пространстве эквивалентны, и,
стало быть, значение r(V) однозначно определе-
но). Соотношения (11) и (12) приводят к следую-
щему результату.

Т е о р е м а  1. Во всех случаях имеет место це-
почка неравенств

З а м е ч а н и е  1. Если для процесса  выпол-
нен аналог условия эргодичности (2), то строгое
неравенство

справедливо тогда и только тогда, когда функция
 не является -п.н. постоянной, где  –

единственная инвариантная мера процесса .
Равенство  справедливо для выбранной
выше нормы.

ПРИМЕРЫ: КОНЕЧНОЕ 
П р е д л о ж е н и е  1. Рассмотрим переходную

матрицу  размера 2 × 2 с элементами ,
, , , предполагая,

что . Тогда , где  – наи-
меньшее собственное число матрицы .

Доказательство несложное и будет приведено
в полной версии работы.

П р и м е р  1 (три метода дают одинаковые оцен-
ки скорости сходимости). Рассмотрим цепь Маркова
(ЦМ) с  и с переходной матрицей

Вычисления приводят к значениям  =
= r(V) и  как и ожидалось, в силу
равенства .

П р и м е р  2 (новый метод аналогичен МД;
оценка спектрального метода лучше). Рассмот-
рим ЦМ на фазовом пространстве  с
переходной матрицей

V
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Простые вычисления показывают, что ,
, и что собственные числа матрицы 

равны , . Стало
быть, .

П р и м е р  3 (оценка нового метода аналогич-
на классической МД; оценка спектрального ме-
тода лучше).

 – двойная стохастическая; 

 инвариантно;

. Имеем, , и также .
Итак, в данном примере новая оценка аналогич-
на классической. Анализ показывает, что

 П р и м е р  4 (оценка нового метода лучше,
чем МД, и аналогична оценке спектрального).
Рассмотрим ЦМ с фазовым пространством S =
=  и с переходной матрицей

В этом случае код (будет приведен в полной версии
изложения) дает значения

В этом примере классический метод Маркова–
Добрушина бесполезен, поскольку . За-
мечание 1 здесь также применимо.
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