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1. Теория управляемых систем с последействи-
ем изучалась многими авторами [1, 3, 6–8]. Обыч-
но предполагалось, что функционально-диффе-
ренциальные уравнения, описывающие систему,
имеют запаздывающий или нейтральный тип, при
этом в случае нейтрального типа старшие члены с
запазыванием имели достаточно малые коэффи-
циенты. Задача об успокоении системы управле-
ния с последействием, описываемая системой
дифференциально-разностных уравнений запаз-
дывающего типа, рассматривалась Н.Н. Красов-
ским [1]. В работах [4, 9] эта задача обобщалась на
случай, когда уравнение, описывающее управля-
емую систему, содержит также старшие произ-
водные с запаздыванием. Многомерная система с
постоянными матричными коэффициентами ис-
следовалась в [2, 5].

2. В данной работе мы рассмотрим линейную
нестационарную систему управления, описывае-
мую системой дифференциально-разностных
уравнений нейтрального типа
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где  – вектор-функция, опи-
сывающая состояние системы, u(t) = (u1(t), ...

...  – вектор-функция управления, Am(t) =

= ,  – матрицы по-

рядка n × n с элементами , , которые яв-
ляются непрерывно дифференцируемыми функ-
циями,  – запаздывание.

Предыстория системы опеределяется началь-
ным условием

(2)

где  – заданная вектор-функ-
ция.

Рассмотрим задачу о приведении системы (1)–
(2) в положение равновесия при . Найдем та-
кое управление , , что
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где .

Из всевозможных управлений будем искать
управление, доставляющее минимум функциона-

лу , где | ⋅ | – евклидова норма в .
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3. Введем некоторые вещественные функцио-
нальные пространства.

Обозначим через  пространство абсо-
лютно непрерывных на [a, b] функций, имеющих
производную k-го порядка из  со скаляр-
ным произведением

Пусть  = 0,

Введем пространства вектор-функций

со скалярными произведениями

где , .

4. Пусть  – решение вариаци-
онной задачи (2)–(4), где .

Введем пространства :
 = 0,  и  =

= , T):  = 0, , T)}.

В дальнейшем будем отождествлять пространство
 с , не оговаривая этого специаль-

но. Пусть  – произвольная фиксированная
функция. Тогда функция y + , T) и
удовлетворяет краевым условиям (2), (3) для каж-
дого . Обозначим  = F(s). Поскольку

J(y + , мы имеем .
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В слагаемых, содержащих  или ,
сделаем замену переменной , а затем по-
ложим t = ξ. Учитывая краевые условия ,

 и интегрируя по частям,
получим
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Из (6) и определения обобщенной производ-
ной следует, что
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В силу (7) мы можем проинтегрировать по ча-
стям в тождестве (6) члены, содержащие сомно-
житель . Тогда мы получим

(8)
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ш е н и е м  з а д а ч и  (8), (2), (3), если выполняет-
ся условие (7) и y(t) удовлетворяет системе урав-
нений (8) почти всюду на  а также кра-
евым условиям (2), (3).
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Вектор-функция , T) является
обобщенным решением задачи (8), (2), (3) тогда и
только тогда, когда она удовлетворяет интегрально-
му тождеству (6) для всех  и кра-
евым условиям (2), (3). Таким образом, было дока-
зано, что если на функции  дости-
гается минимум функционала (4) с краевыми
условиями (2), (3), то она является обобщенным
решением задачи (8), (2), (3).

С другой стороны, если  –
обобщенное решение задачи (8), (2), (3), то для
любых 

Таким образом, доказана следующая

Т е о р е м а  1. Пусть . Функция
 доставляет минимум функциона-

лу (4) с краевыми условиями (2), (3) тогда и только
тогда, когда она является обобщенным решением
краевой задачи (8), (2), (3).

5. Введем оператор  по
формуле

(9)

Рассмотрим функционал

(10)

Л е м м а  1. Пусть , . Тогда для
всех 
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где  – постоянная, не зависящая от .
Д о к а з а т е л ь с т в о. (i) Предположим про-

тивное: для любого  существует  та-
кое, что

(12)

Не ограничивая общности, будем считать, что

Тогда в силу компактности вложения  в
 существует подпоследовательность

, сходящаяся в  при m → ∞

к некоторой вектор-функции .
В силу предположения  = 1 имеем
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(ii) Пусть . Тогда выражение 
примет вид

Следовательно, в силу невырожденности мат-
рицы  и неравенства (12) получим  в

 при m → ∞.
(iii) Пусть теперь . Тогда

Отсюда в силу неравенства (12) и (ii) имеем
 и  в  при

m → ∞. Следовательно, поскольку матрица 
невырождена, то  в  при m → ∞.

(iv) Аналогично за конечное число шагов дока-
жем, что  в  для любого l ∈  такого,
что , где . Таким
образом, w0 ∈  и w0 = . По-
лученное противоречие доказывает лемму 1.

Из леммы 1 вытекает следующий результат.

Л е м м а  2. Пусть , . Тогда для
всех 

(13)

где  – постоянная, не зависящая от .

Т е о р е м а  2. Пусть , . Тогда
для любого  существует единствен-
ное обобщенное решение  краевой за-
дачи (8), (2), (3), при этом

(14)

где  не зависит от ϕ.
Для доказательства теоремы 2 однородная си-

стема дифференциально-разностных уравнений
(8) с неоднородными краевыми условиями (2), (3)
сводится к неоднородной системе уравнений с
однородными краевыми условиями. Затем в силу
леммы 2 в пространстве  вводится
эквивалентое скалярное произведение по форму-
ле  и применяется теорема
Рисса об общем виде функционала в гильберто-
вом пространстве.
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We consider linear control system described by the system of differential-difference equations of neutral type
with several delays and variable matrix coefficients. We establish the relationship of the variational problem
for the nonlocal functional, which describes multidimensional control system with delays, and the corre-
sponding boundary value problem for system of differential-difference equations. It is proved the existence
and uniqueness of generalized solution to this boundary value problem.
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