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Формирование сквозных пор в липидных бислойных мембранах происходит в ряде клеточных про-
цессов; кроме того, порация мембран используется в различных биотехнологических и биомеди-
цинских приложениях. В классической теории порообразования рассматривается диффузия мем-
бранных дефектов в пространстве радиусов. Когда первая пора достигает критического радиуса,
происходит необратимый разрыв мембраны. Обычно считается, что диффузия дефектов происхо-
дит независимо, их возможное латеральное взаимодействие не учитывается. В настоящей работе
рассматривается возможное влияние латерального взаимодействия метастабильных сквозных пор
на их кинетику. Предполагается, что взаимодействие происходит за счет перекрытия упругих де-
формационных полей, возникающих на кромках двух пор. Энергия взаимодействия двух круглых
пор рассчитывалась в приближении Дерягина. В рамках теории упругости жидких кристаллов,
адаптированной к липидным мембранам, вычислен одномерный потенциал взаимодействия двух
линейных параллельных кромок пор, сформированных в мембранах различного липидного состава.
Показано, что взаимодействие должно приводить к эффективному уменьшению измеряемого ли-
нейного натяжения кромки поры. Кроме того, за счет взаимодействия время жизни двух оптималь-
но расположенных метастабильных пор может увеличиваться приблизительно в 10 раз. Экстрапо-
ляция полученных результатов на случай большего числа взаимодействующих пор позволяет пред-
сказать увеличение времени жизни еще на один-два порядка величины.
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ВВЕДЕНИЕ
Липиды являются важными структурными

элементами клеточных мембран. Липидные мо-
лекулы амфифильны, т.е. в их составе комбини-
руются полярные и гидрофобные группы. В воде
такие молекулы самоорганизуются в разнообраз-
ные структуры, стремясь уменьшить площадь
контакта своих гидрофобных частей и воды. Тип
образующейся структуры зависит от соотноше-
ния количества липида и воды в системе, т.е.
смесь вода–липид является лиофильной [1]. Не-
которые липиды способны формировать протя-
женные ламеллярные фазы – липидные бислои,
которые и составляют основу клеточных мем-
бран. Амфифильная природа липидных молекул
является причиной чрезвычайно низкой прони-
цаемости мембран по отношению к различным

веществам [2, 3]. Полярные молекулы не могут
преодолеть гидрофобную зону бислоя, в то время
как гидрофобные молекулы, напротив, задержи-
ваются в ней и не могут покинуть мембрану. Этим
обусловлена основная функция клеточных мем-
бран – барьерная. Клетки являются открытыми
неравновесными системами, для жизнедеятель-
ности которых необходимо создание и поддержа-
ние неоднородных распределений различных ве-
ществ и градиентов электрохимических потенци-
алов. Барьерные свойства мембран позволяют
поддерживать внутри клеточных органелл хими-
ческий состав, отличающийся от состава цито-
плазмы, а в цитоплазме – отличный от состава
внешней среды.

Повышение проницаемости мембран за счет
образования в них сквозных пор происходит в ря-
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де клеточных процессов, как нормальных, так и
патологических. В результате некоторых видов
апоптоза в плазматической мембране и в мембра-
нах митохондрий формируются сквозные поры
[5, 6]. Амфипатические пептиды, вырабатывае-
мые иммунной системой некоторых организмов,
способны индуцировать образование пор в бакте-
риальных мембранах [7–9]. Порация клеточных
мембран и модельных липосом используется в
различных биотехнологических и биомедицин-
ских приложениях, в частности для электро-
трансфекции [10, 11], для заполнения водного
объема липосом требуемым веществом [12], для
отбора проб крови из подкожных капилляров [13]
и т.д. Липидные мембраны, как правило, очень
стабильны, поэтому для образования поры необ-
ходимо сильное внешнее воздействие. Обычно
для порации к мембране прикладывается либо
латеральное натяжение [14–17], либо трансмем-
бранная разность электрических потенциалов
[18–20]. В мембранах, сформированных из
“обычных” липидов (например, диолеоилфосфа-
тидилхолина (ДОФХ) или пальмитоилолеоил-
фосфатидилхолина (ПОФХ)), поры формируют-
ся при латеральном натяжении ∼7 мН/м или при
трансмембранном потенциале ∼200 мВ за харак-
терное время порядка десяти секунд [14, 16, 18, 19].
Мембрана, окруженная электролитом, при при-
ложении трансмембранного потенциала анало-
гична электрическому конденсатору. Статиче-
ская диэлектрическая проницаемость липида
приблизительно равна 2, воды – 81. В такой си-
стеме энергетически выгодно увеличение емко-
сти конденсатора, что может достигаться за счет
частичного замещения среды с низкой диэлек-
трической проницаемостью (мембраны) средой с
высокой диэлектрической проницаемостью (во-
дой), т.е. за счет формирования сквозной поры.
Электрическое поле индуцирует эффективное
латеральное давление в мембране, в результате
чего образуются многочисленные сквозные “де-
фекты”, заполняемые водой. Если мембрана рас-
сматривается как бесконечно тонкая бесструк-
турная пленка, то латеральное давление оказы-
вается аналогично латеральному натяжению.
В этом приближении энергия мембраны, к кото-
рой приложено латеральное натяжение (или дав-
ление) σ и в которой образовалась сквозная пора
радиуса R, может быть записана в виде [21]:

(1)

где γ – линейное натяжение, т.е. энергия кромки
поры, отнесенная к ее периметру. Зависимость (1)
схематически изображена на рис. 1а (сплошная
черная кривая). При малом радиусе поры основ-
ной вклад в энергию дает линейное по радиусу
слагаемое, и пора стремится закрыться, посколь-
ку ее энергия уменьшается при уменьшении R.
При больших радиусах энергия определяется

22 – ,E R R= π γ π σ

квадратичным по радиусу слагаемым, и энергия
поры уменьшается с ростом R, что соответствует
необратимому разрыву мембраны. При критиче-
ском радиусе поры R* = γ/σ энергия системы
максимальна и равна E* = πγ2/σ; при R = R* име-
ется неустойчивое положение равновесия. Зави-
симость энергии вида (1) характерна для метаста-
бильных систем [21]. Для “обычного” липида
линейное натяжение кромки поры составляет γ ≈
≈ 8–20 пН [22], и, соответственно, критический
радиус R* ≈ (8–20 пН)/(7 мН/м) ≈ 1–3 нм.

Применимость выражения (1) для расчета
энергии поры ограничена. Толщина “типичной”
липидной мембраны составляет около 4 нм [23].
Приближение бесконечно тонкой бесструктур-
ной пленки корректно применять к мембране,
только если радиус поры в ней значительно пре-
вышает толщину мембраны. Действительно, при
малых радиусах свойства поры, в частности ее
электрическая проводимость, существенно зави-
сят от конкретной формы поверхности кромки.
Однако, как следует из приведенной выше оцен-
ки, критический радиус поры, как правило, мень-
ше толщины мембраны и может быть даже мень-
ше толщины липидного монослоя. Считается,
что величина линейного натяжения определяет-
ся, прежде всего, энергией упругих деформаций
липида на кромке поры. Основной вклад в эту
энергию дает деформация поперечного изгиба,
при которой между осями, характеризующими
среднюю ориентацию липидов, возникает угол;
липиды формируют веерообразную структуру
(рис. 1б). Энергия этой деформации пропорцио-
нальна квадрату геометрической кривизны по-
верхности монослоя и немонотонно зависит от
радиуса поры [24–26]. Кроме того, упругая энер-
гия возрастает при приложении латерального на-
тяжения, однако не изменяется, если к кромке
поры приложено латеральное давление [26]. Это
приводит к тому, что линейное натяжение оказы-
вается не постоянным, а зависит как от радиуса
поры R, так и от латерального натяжения σ, т.е.,
вообще говоря, выражение (1) должно быть пере-
писано в виде:

(2)
Типичные зависимости энергии поры от радиуса
показаны на рис. 1а [25, 26]. Практически для
всех липидов эти зависимости имеют локальный
минимум (обозначен буквой M на рис. 1а) при ра-
диусах Rm ∼ 1–2 нм, т.е. пора может быть метаста-
бильной и обладать конечным временем жизни.
Для закрытия (т.е. R → 0) поре необходимо пре-
одолеть энергетический барьер, обозначенный
буквой X на рис. 1а. Положение и высота этого ба-
рьера определяются физико-химическими свой-
ствами липида (в том числе спонтанной кривиз-
ной и толщиной монослоя, гидрофобностью уг-
леводородных цепей) и слабо зависят от внешних

22 ,( ) – .E R R R= π γ σ π σ
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факторов, в частности от латерального натяже-
ния (рис. 1а) [25, 26]. Экспериментально было
показано, что при трансмембранном потенциале
250 мВ среднее время жизни проводящих дефек-
тов в мембране, сформированной из азолектина,
составляет 3 мс, однако некоторые поры остают-
ся открытыми в течение 1 с; при этом необрати-
мый электрический пробой мембраны не насту-
пает [18]. В мембране с высоким содержанием
лизолипидов и холестерина время жизни прово-
дящих пор может составлять до 7 с [12]. Возмож-
ность образования метастабильных пор предпо-
лагалась уже в самых ранних работах по электро-
порации мембран [19]. В работе [27] было
показано, что при приложении к мембране серии
электрических импульсов плотность метаста-
бильных пор может достигать 105 см–2.

В кинетической теории электропорации обыч-
но предполагается, что в мембране имеется боль-
шое количество так называемых пор нулевого ра-
диуса или предпор – структур, в которых липиды
ориентированы, как и в обычной проводящей по-
ре (рис. 1б), но радиус просвета которых настоль-
ко мал, что ионы не могут пройти через предпору
[28, 29]. Далее рассматривается диффузия таких
дефектов в пространстве радиусов от нулевого ра-
диуса до критического, по аналогии с кинетиче-
ской теорией фазового разделения [30]. Считает-
ся, что происходит необратимый электрический

пробой мембраны, когда первая пора достигает
критического радиуса. При этом рассматривается
идеальная диффузия, т.е. считается, что все пред-
поры развиваются независимо, и какое-либо вза-
имодействие предпор между собой не учитывает-
ся. Однако липид на кромке поры сильно дефор-
мирован [31, 32]. Упругие деформации мембраны
распространяются в латеральном направлении на
несколько нанометров [33–35]. Когда поры нахо-
дятся достаточно далеко друг от друга, индуциру-
емые ими деформации действительно независимы,
и энергия пор аддитивна. Однако при сближении
пор деформации начинают перекрываться, что
должно приводить к эффективному латерально-
му взаимодействию [36–39]. Ранее мы показали,
что энергия взаимодействия различных мембран-
ных включений, индуцирующих деформации
мембраны, немонотонно зависит от расстояния
между ними: как правило, при некотором рассто-
янии энергия имеет локальный (или глобальный)
минимум. В качестве включений рассматрива-
лись амфипатические и гидрофобные пептиды,
трансмембранные белки и т.д. [37–39]. Типичная
зависимость энергии деформаций мембраны, ин-
дуцированных двумя мембранными включения-
ми, от расстояния между включениями схемати-
чески изображена на рис. 1в (ср. с рис. 3а, 3б). Та-
ким образом, если в мембране имеются две
метастабильные поры, расположенные на рассто-

Рис. 1. а – Зависимости энергии поры от ее радиуса в различных моделях. Сплошная черная кривая – приближение
бесконечно тонкой бесструктурной пленки с приложенным латеральным натяжением σ, зависимость описывается
уравнением (1). При критическом радиусе поры R* энергия максимальна (E*). Поры, радиус которых меньше крити-
ческого, спонтанно закрываются. Если радиус поры больше критического, пора неограниченно растет. Черная штри-
ховая кривая – энергия деформаций мембраны на кромке поры, рассчитываемая в рамках теории упругости сплош-
ной среды, при нулевом латеральном натяжении. Зависимость имеет локальный минимум (M) при радиусе поры Rm;
для закрытия поры (R → 0) необходимо преодолеть энергетический барьер (X). Серая толстая кривая – энергия дефор-
маций мембраны на кромке поры, рассчитываемая в рамках теории упругости сплошной среды, при ненулевом лате-
ральном натяжении. б – Схематическое изображение сечения мембраны с круглой порой радиуса R плоскостью, про-
ходящей через ось цилиндрической симметрии. Мембрана показана серым цветом. Липид на кромке поры испыты-
вает деформацию поперечного изгиба; в среднем, молекулы формируют веерообразную структуру. в – Типичная
зависимость энергии деформаций мембраны, индуцированных двумя мембранными включениями, от расстояния
между включениями L. При больших L включения не взаимодействуют, и энергия равна сумме энергий деформаций,
индуцированных изолированными включениями (2W0). Зависимость имеет глобальный минимум (I).
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янии, соответствующем минимуму энергии их
взаимодействия (обозначен буквой I на рис. 1в),
то их время жизни должно быть выше, чем время
жизни таких же изолированных (бесконечно уда-
ленных друг от друга) пор. Действительно, время
жизни поры определяется высотой энергетиче-
ского барьера на закрытие поры (обозначен бук-
вой X на рис. 1а) относительно локального мини-
мума энергии (обозначен буквой M на рис. 1а).
При оптимальном расстоянии между порами
энергия деформаций мембраны оказывается ни-
же, чем суммарная энергия деформаций, индуци-
рованных двумя изолированными порами. Это
означает, что энергия каждой поры эффективно
уменьшается, когда на оптимальном расстоянии
от нее находится такая же пора. Высота энергети-
ческого барьера X на закрытие поры (R → 0) опре-
деляется физико-химическими свойствами ли-
пида и практически не зависит от внешних фак-
торов [25, 26]. Таким образом, взаимодействие
метастабильных пор должно приводить к пони-
жению энергии в точках их локальных миниму-
мов M, при неизменной высоте барьера на закры-
тие поры X. Это означает, что высота барьера на
закрытие поры относительно локального мини-
мума энергии M возрастает, что должно приво-
дить к увеличению времени жизни метастабиль-
ной проводящей поры.

В настоящей работе мы рассмотрели взаимо-
действие двух пор, опосредованное упругими де-
формациями мембраны, возникающими на их
кромках. Деформации, возникающие вблизи
изолированной круглой поры, обладают цилин-
дрической симметрией. Это позволяет получить
аналитические выражения для пространственного
распределения деформаций и их энергии [25, 26].
Однако при взаимодействии двух круглых пор
цилиндрическая симметрия системы в целом те-
ряется, и решить задачу о нахождении распреде-
ления деформаций и энергии аналитически не
удается. Ранее мы показали, что для расчета энер-
гии взаимодействия произвольно расположен-
ных мембранных включений можно пользоваться
аналогом приближения Дерягина для взаимодей-
ствия трехмерных объектов [39, 40]. В рамках это-
го приближения аналитически рассчитывается
одномерный потенциал взаимодействия двух ли-
нейных параллельных кромок пор (энергия, от-
несенная к единице длины кромки). Для получе-
ния энергии взаимодействия двух круглых пор
радиуса R, одномерный потенциал нужно умно-
жить на эффективную длину Leff, которая при-
ближенно может быть записана в виде Leff ≈ 2R +
+ 2lW, где lW ∼ 1 нм – характерная длина затухания
плотности упругой энергии [39]. Согласно нашим
расчетам, время жизни двух метастабильных пор,
расположенных на оптимальном расстоянии друг
от друга, может увеличиваться приблизительно в

10 раз по сравнению со временем жизни изолиро-
ванных пор.

ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
Будем рассматривать мембрану в качестве

анизотропной жидкокристаллической сплошной
среды. Среднюю ориентацию липидных молекул
в составе липидного монослоя будем характери-
зовать векторным полем единичных векторов n,
называемых директорами. Деформации, модули
упругости и поле директоров будем относить к
некоторой поверхности, называемой разделяю-
щей, проходящей внутри монослоя параллельно
его внешней (полярной) границе. Разделяющая
поверхность определяется векторным полем ее
единичных нормалей N. Будем рассматривать три
основные деформации мембраны [41]: 1) попе-
речный изгиб, поверхностная плотность энергии
которого пропорциональна (div(n))2 (диверген-
ция берется вдоль разделяющей поверхности);
2) наклон, поверхностная плотность энергии ко-
торого пропорциональна квадрату вектор накло-
на, t2 = (n – N)2; 3) латеральное растяжение–сжа-
тие, поверхностная плотность энергии которого
пропорциональна квадрату относительного из-
менения площади разделяющей поверхности,
α2 = [(a – a0)/a0]2 (a – текущая площадь элемента
разделяющей поверхности; a0 – его площадь в ис-
ходном недеформированном состоянии). Дефор-
мации считаются малыми, и поверхностная плот-
ность энергии вычисляется во втором порядке по
ним. Поверхностная плотность энергии дефор-
мированного монослоя может быть записана в
следующем виде [41]:

(3)

где B, Kt, KA – модули поперечного изгиба, накло-
на и латерального растяжения/сжатия, соответ-
ственно; J0 – спонтанная кривизна монослоя,
которая равна геометрической кривизне разде-
ляющей поверхности свободного монослоя (в от-
сутствие внешних сил и моментов). Энергия от-
считывается от энергии плоского монослоя,
имеющего нулевую геометрическую кривизну.
Формально, свободная энергия деформаций во
втором порядке малости должна содержать пере-
крестное слагаемое по деформациям поперечно-
го изгиба и латерального растяжения–сжатия ви-
да ∼αdiv(n); при этом энергия не может содер-
жать слагаемых, перекрестных по деформации
наклона, поскольку t – векторная величина, ко-
торая не может линейно входить в энергию, явля-
ющуюся скаляром. Деформации и модули упру-
гости относятся к разделяющей поверхности и,
очевидно, зависят от положения этой поверхно-
сти внутри монослоя. Экспериментально было
показано, что коэффициент (модуль), стоящий

( )( )2 2 2 2
0 0div ,

2 2 2 2
t AK KB Bw J J= + − + + αn t
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перед перекрестным слагаемым ∼αdiv(n), можно
сделать нулевым за счет специфического выбора
положения разделяющей поверхности. Такая
разделяющая поверхность называется нейтраль-
ной; она проходит на расстоянии ∼0.7 нм от
внешней полярной границы монослоя [42].
В дальнейшем мы будет относить деформации и
модули упругости к нейтральной поверхности.
Для получения полной упругой энергии участка
деформированного монослоя поверхностную
плотность энергии (3) необходимо проинтегри-
ровать по нейтральной поверхности монослоя.

Модуль объемного сжатия мембраны очень ве-
лик [43], что позволяет считать ее объемно не-
сжимаемой средой. Условие объемной несжимае-
мости налагает связь на возможные деформации.
С требуемой точностью его можно записать в сле-
дующем виде [41]:

(4)

где hc – текущая толщина гидрофобной части мо-
нослоя; h – толщина гидрофобной части моно-
слоя в исходном недеформированном состоянии.
Для простоты в дальнейшем будем называть hc и h
просто толщиной монослоя в текущем и исход-
ном состояниях соответственно.

Деформации мембраны на кромке поры вели-
ки, и предположения, в которых были получены
выражения (3), (4), вообще говоря, не выполня-
ются. Однако мембрану вблизи кромки поры
можно разбить на несколько участков таким об-
разом, чтобы внутри каждого участка деформа-
ции были относительно невелики. Формально
это соответствует введению нескольких систем
координат, расположенных таким образом,
чтобы в каждой из них для некоторого участка
липидного монослоя выполнялись условия
|div(n)|  1/h; |t|  1; α  1. Деформации, парамет-
ризованные в разных системах координат, сопря-
гаются на границах участков, исходя из непре-
рывности директора и нейтральной поверхности.
Затем полная энергия системы, записываемая
как сумма упругих энергий соответствующих
участков монослоя, минимизируется по коорди-
натам границ участков, определяемых в лабора-
торной системе координат. Ранее нами было по-
казано, что можно разбить кромку поры на два
участка таким образом, что добавление новых
участков (с новыми системами координат) не
приводит к изменению расчетной величины
упругой энергии [25, 26, 33].

Чтобы задать участки, на которые разбивается
кромка поры, рассмотрим горизонтальную мем-
брану с двумя сквозными порами (рис. 2). Будем
считать, что система обладает зеркальной сим-
метрией относительно плоскости межмонослой-
ной поверхности. Для расчета одномерного по-

( )
2

div ,
2с
hh h h= − − αn

! ! !

тенциала взаимодействия пор также будем счи-
тать, что в системе имеется трансляционная
симметрия вдоль кромки поры. Расстояние меж-
ду точками пересечения межмонослойной плос-
кости и нейтральных поверхностей обозначим
через L (рис. 2). Введем декартову систему коор-
динат Oxyz, начало координат O которой распо-
ложено на межмонослойной поверхности посере-
дине между двумя кромками пор; ось Oz направле-
на перпендикулярно плоскости невозмущенной
мембраны; ось Oy параллельна направлению
трансляционной симметрии (вдоль кромки поры;
на рис. 2 эта ось направлена от читателя), ось Ox
перпендикулярна осям Oy и Oz. Каждая кромка
разбивается на два участка: 1) “горизонтальный
бислойный” участок, в котором директора и нор-
мали к нейтральной поверхности слабо отклоня-
ются от направления оси Oz; 2) “вертикальный
монослойный” участок, в котором директора и
нормали слабо отклоняются от направления оси Ox.
Участки двух кромок сопрягаются вдоль линий
{±X0, ±Z0} (рис. 2).

Горизонтальный бислойный участок. Вслед-
ствие трансляционной симметрии системы вдоль
оси Oy все величины, относящиеся к горизон-
тальному бислойному участку, зависят только от
координаты x. В этом случае векторные величины
можно заменить их проекциями на ось Ox: n → nx = n,
N → Nx = N, а дивергенция директора с необходи-
мой точностью равна div(n) ≈ n′(x), где штрих обо-
значает производную по координате x. Зеркаль-
ная симметрия системы относительно межмоно-
слойной поверхности позволяет рассматривать
только один монослой бислойного участка, для
определенности, верхний. Форму нейтральной
поверхности верхнего монослоя будем характе-
ризовать функцией H(x), равной расстоянию от
межмонослойной поверхности до нейтральной
поверхности монослоя, измеренному вдоль пер-
пендикуляра к межмонослойной поверхности.
С требуемой точностью N ≈ grad(H) и, соответ-
ственно, Nx = N = H ′. Для горизонтального бис-
лойного участка условие локальной объемной не-
сжимаемости (4) может быть переписано в виде:

(5)

где для простоты опущен аргумент x. Проекция
вектора наклона на ось Ox равна t = n – N ≈ n – H ′.
Выражая относительное растяжение-сжатие α из
уравнения (5) и подставляя α, дивергенцию ди-
ректора div(n) ≈ n′ и проекцию вектора наклона
t ≈ n – H ′ в выражение для поверхностной плот-
ности энергии (3), интегрируя по нейтральной
поверхности верхнего монослоя, получим функ-
ционал энергии горизонтального бислойного
участка:

2
' ,

2
hH h n h= − − α



88

БИОЛОГИЧЕСКИЕ МЕМБРАНЫ  том 37  № 2  2020

ГАЛИМЗЯНОВ и др.

(6)

где l2 = B/Kt, A = KA/Kt. Множитель 2 перед инте-
гралом учитывает два монослоя в составе гори-
зонтального бислойного участка. Вариация этого
функционала по функциям n(x) и H(x) приводит к
линейной системе дифференциальных уравне-
ний Эйлера–Лагранжа:

(7)

Общее решение этих уравнений может быть запи-
сано в виде:

(8)

где звездочка в верхнем индексе обозначает ком-
плексное сопряжение, i – мнимая единица; c1, c2 –
комплексные коэффициенты, которые следует
определить из граничных условий. Найденное
общее решение (8) затем подставляется в функ-
ционал энергии (6). Интегрируя по нейтральной
поверхности верхнего монослоя, получим анали-
тическое выражение для энергии деформирован-
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ного горизонтального бислойного участка. Это
выражение очень громоздкое, поэтому здесь не
приводится.

Вертикальный монослойный участок. Деформа-
ции в системе симметричны по отношению к от-
ражению относительно плоскости x = 0, поэтому
мы опишем ниже построение функционала упру-
гой энергии только для одной из кромок, для
определенности, правой. Форму нейтральной по-
верхности вертикального монослойного участка
будем характеризовать функцией H

v
(z), равной

расстоянию от плоскости x = L/2 до нейтральной
поверхности вертикального монослоя, измерен-
ному вдоль направления оси Ox. Эта функция
также определяет проекцию нормали к нейтраль-
ной поверхности, N

v
(z), на ось Oz. Проекцию ди-

ректора на ось Oz обозначим v(z), относительное
латеральное растяжение–сжатие нейтральной
поверхности – через β(z). Форму поверхности,
огибающую концы липидных цепей (поверх-
ность, аналогичную межмонослойной поверхно-
сти в случае бислоя), будем описывать функцией
M(z), равной расстоянию от плоскости x = L/2 до
этой поверхности, измеренному вдоль направле-
ния оси Ox. При слабом отклонении директора от
направления оси Ox div(n) ≈ v ′, где штрих обозна-
чает производную по координате z. В таких обо-
значениях функционал упругой энергии может
быть записан в следующем виде:

(9)

Множитель 4 учитывает, что в системе имеются
две симметричные кромки поры, обладающие
также зеркальной симметрией относительно
межмонослойной поверхности. В этом выраже-
нии для простоты опущен аргумент z; штрих обо-
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Рис. 2. Схематическое изображение сечения мембраны плоскостью, перпендикулярной линейным параллельным
кромкам двух пор. Горизонтальный бислойный участок мембраны между двух кромок, в котором директора и норма-
ли направлены приблизительно вдоль оси Oz, показан светло-серым цветом. Вертикальные монослойные участки
мембраны, в которых директора и нормали слабо отклоняются от направления оси Ox, показаны темно-серым цветом.
Вертикальные и горизонтальные участки сопрягаются вдоль линий {±X0, ±Z0}. Расстояние между кромками двух пор
L. Ось Oy направлена от читателя.
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значает производную по координате z. Заметим,
что с необходимой точностью проекция единич-

ной нормали на ось Oz равна N
v
 = (z). Для вер-

тикального монослойного участка условие ло-
кальной объемной несжимаемости (4) может
быть записано в виде:

(10)

Это условие задействует дополнительную функ-
цию M(z), не входящую явно в функционал энер-
гии (9), и одновременно налагает дополнитель-
ную связь на деформации. Таким образом, число
независимых функций остается неизменным.
Функционал энергии (9) можно минимизировать
по функциям β(z), v(z), H

v
(z) и их производным

(предварительно разложив по малым величинам в
ряд Тейлора до второго порядка), не используя
условие локальной объемной несжимаемости;
это условие может потребоваться для нахождения
функции M(z). Минимизируя функционал, полу-
чим систему трех линейных дифференциальных
уравнений Эйлера–Лагранжа. Общее решение
этих уравнений может быть записано в виде:

(11)

где d1, d2, d3, d4 – вещественные коэффициенты,
которые следует определить из граничных условий.

Граничные условия. Решения, полученные для
горизонтального бислойного и вертикального
монослойного участков, необходимо согласовать
на их границах – прямых линиях {±X0, Z0}, – ис-
ходя из непрерывности нейтральных поверхно-
стей и директора. В первом порядке по деформа-
циям граничные условия на правой верхней ли-
нии сопряжения могут быть записаны в виде:

(12)

Здесь n – проекция директора на ось Ox, v – про-
екция директора на ось Oz. Аналогичные условия
ставятся на остальных линиях сопряжения участ-
ков. Кроме того, необходимо, чтобы все функции
были вещественны при любых вещественных
значениях z и x. Это налагает условия на мнимые
и вещественные части комплексных коэффици-
ентов c1, c2 и d1, d2, d3, d4. Из приведенных условий
можно определить часть неопределенных коэф-
фициентов c1, c2 и d1, d2, d3, d4. Остальные коэф-
фициенты находятся из условия минимума пол-
ной энергии, которая равна
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Полученные результаты проиллюстрируем
графически для метастабильных пор, сформиро-
ванных в мембранах, состоящих из ДОФХ, ПО-
ФХ и димиристоилфосфатидилхолина (ДМФХ).
Для ДОФХ экспериментально были определены
следующие значения упругих параметров: модуль
изгиба B = 10 kBT (kBT ≈ 4 × 10–21 Дж) [23]; модуль
латерального растяжения–сжатия KA = 134 мН/м
[23]; толщина гидрофобной части монослоя h =
= 1.45 нм [23]. Для ПОФХ были измерены следу-
ющие величины упругих параметров: модуль из-
гиба B = 11 kBT [23, 44]; модуль латерального рас-
тяжения–сжатия KA = 117 мН/м [23]; толщина
гидрофобной части монослоя h = 1.46 нм [23]. Для
ДМФХ были экспериментально определены сле-
дующие значения упругих параметров: модуль из-
гиба B = 6.8 kBT [23, 44]; модуль латерального рас-
тяжения-сжатия KA = 117 мН/м [23]; толщина гид-
рофобной части монослоя h = 1.37 нм [23].
Приведенные величины модулей упругости отно-
сятся к одному монослою. Модуль наклона счи-
тается для всех липидов одинаковым и равным
Kt = 40 мН/м (на монослой) [41, 45]. Спонтанная
кривизна монослоя не дает вклада в энергию вза-
имодействия пор, поскольку она не входит в урав-
нения Эйлера–Лагранжа (см. уравнения (7) и (11)),
и при фиксированных граничных директорах со-
ответствующий вклад сводится к постоянному
слагаемому, не зависящему от расстояния между
порами. Это видно, если раскрыть скобки в
выражении (3). Слагаемые, относящиеся к де-
формации поперечного изгиба, сводятся к

 = .

Второе слагаемое, содержащее спонтанную кри-
визну, при последующем интегрировании по
нейтральной поверхности сведется к постоянно-
му члену, пропорциональному произведению
спонтанной кривизны и граничного директора.

Зависимость энергии двух линейных парал-
лельных кромок пор (в расчете на 1 нм длины
вдоль кромки) от расстояния между кромками
приведена на рис. 3а для мембран, сформирован-
ных из ДОФХ, ПОФХ, ДМФХ. Из рисунка видно,
что глобальный минимум упругой энергии дости-
гается при расстоянии между порами L = 4–5 нм.
При сближении, L < 4 нм, поры отталкиваются.
При увеличении расстояния между кромками
4 нм < L < 8 нм поры притягиваются друг к другу.
При расстоянии между кромками L ≈ 12 нм име-
ется локальный минимум упругой энергии, одна-
ко его глубина крайне мала (<0.1 kBT). В целом,
можно считать, что поры практически не взаимо-
действуют друг с другом при расстоянии между их
кромками L > L0 ≈ 10 нм. Ранее в ряде работ про-
водилось численное моделирование пор в мем-

( )( )2 2
0 0div

2 2
B BJ J+ −n ( )( ) ( )2

0div div
2
B BJ+n n
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бранах методом молекулярной динамики [31, 32,
46, 47]. В таких расчетах, как правило, использу-
ются периодические граничные условия. Из зави-
симостей энергии от расстояния между кромками
пор, представленных на рис. 3а, следует, что для ис-
ключения взаимодействия моделируемых методом
молекулярной динамики кромок пор с границей
расчетной ячейки латеральный размер ячейки дол-
жен быть больше, чем (2R + L0) ≈ 16 нм при макси-
мальном радиусе моделируемой поры R ≈ 3 нм.

Из графиков рис. 3а видно, что за счет взаимо-
действия двух оптимально расположенных пор
может понижаться погонная энергия частей их
кромок. Это эквивалентно понижению линейно-
го натяжения на части периметра поры и, как
следствие, среднего линейного натяжения всей
кромки поры. Для двух кромок понижение по-
гонной энергии составляет ∼1 kBT/нм (рис. 3а); в
силу симметрии понижение линейного натяже-
ния одной кромки поры составляет 0.5 kBT/нм ≈
≈ 2 пН. Если предположить, что во взаимодейсв-
тии участвует примерно половина периметра
каждой кромки поры, то за счет взаимодействия
среднее линейное натяжение кромки поры будет
уменьшаться приблизительно на 1 пН. Экстрапо-
лируя полученные результаты на случай взаимо-
действия оптимальным образом расположенных
трех пор и предполагая независимость попарных
взаимодействий, можно предсказать уменьшение
среднего линейного натяжени кромки поры на
∼1.3 пН, считая, что во взаимодействии участвует
2/3 периметра каждой поры.

Для того чтобы определить полную (а не по-
гонную) энергию взаимодействия двух круглых

пор, погонную плотность энергии необходимо
умножить на эффективную длину взаимодей-
ствия Leff ≈ 2R + 2lW, где lW = 1/Re(2λ) ≈ 1 нм – ха-
рактерная длина затухания плотности упругой
энергии (см. выражение (8)) [39]. Из выраже-
ния (8) видно, что деформации мембраны на го-
ризонтальном бислойном участке, определяю-
щие взаимодействие двух пор, затухают экспо-
ненциально, что обеспечивает применимость
приближения Дерягина. Энергию взаимодей-
ствия Wint нормируем (сдвинем на константу) та-
ким образом, чтобы она была равна нулю для двух
бесконечно удаленных пор. В качестве радиуса
поры R используем радиус Rm, соответствующий
локальному минимуму энергии поры, т.е. ее ме-
тастабильному состоянию (см. рис. 1а). Ранее в
работах [25, 26] было показано, что в случае мем-
браны, сформированной из ДОФХ, Rm ≈ 1.1 нм,
для ПОФХ – Rm ≈ 1.4 нм, для ДМФХ – Rm = 1.9 нм,
т.е. эффективные длины взаимодействия пор для
этих мембран составляют Leff ≈ 4.2, 4.8, 5.8 нм со-
ответственно. Зависимости энергии взаимодей-
ствия пор, рассчитанные для этих трех липидов,
представлены на рис. 3б. Из рисунка видно, что за
счет оптимального расположения двух пор их
энергия может понижаться на 4–5 kBT по сравне-
нию с суммарной энергией двух изолированных
пор. В силу симметрии системы можно считать,
что энергия каждой поры уменьшается на поло-
вину этой величины, т.е. на 2–2.5 kBT. В предпо-
ложении, что высота энергетического барьера на
закрытие поры не изменяется при взаимодей-
ствии, такое понижение энергии метастабильных
пор должно приводить к увеличению их времени

Рис. 3. а – Зависимость энергии двух линейных параллельных кромок пор (в расчете на 1 нм длины вдоль кромки) от рас-
стояния между кромками. б – Энергия взаимодействия двух метастабильных пор. Результаты представлены для мембран,
сформированных из ДОФХ (сплошные кривые), ПОФХ (штриховые кривые), ДМФХ (пунктирные кривые).
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жизни в ∼e2–2.5 ≈ 7.5–12 раз. Экстраполируя полу-
ченные результаты на случай взаимодействия оп-
тимальным образом расположенных трех пор и
предполагая независимость попарных взаимо-
действий, можно предсказать увеличение време-
ни жизни метастабильных пор до ∼e5 ≈ 150 раз
(выигрыш в энергии за счет взаимодействия по
∼5 kBT на каждую пару пор, которых всего 3 пары,
т.е. в среднем по 5 kBT на каждую пору, что дает
увеличение времени жизни в ∼e5 раз). Аналогич-
но, для семи пор, расположенных в вершинах и
центре правильного шестиугольника с оптималь-
ной длиной стороны, увеличение времени жизни
может составлять ∼e8.57 ≈ 5250 раз (выигрыш в
энергии за счет взаимодействия по ∼5 kBT на каж-
дую пару пор, которых всего 12 пар, что дает в
сумме 5 kBT × 12 пар = 60 kBT, т.е. в среднем по
60/7 ≈ 8.57 kBT на каждую пору, что дает увеличе-
ние времени жизни в ∼e8.57 раз) в предположении
о независимости попарных взаимодействий пор.

Работа выполнена при поддержке Министерства
науки и высшего образования Российской Федера-
ции, а также при частичной финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (гранты № 17-04-02070 и № 18-54-74001).
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Lateral Interactions Influence the Kinetics of Metastable Pores
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The formation of through pores in lipid bilayer membranes occurs in a number of cellular processes and is
also applied for biotechnological and biomedical purposes. In the classical theory of pore formation, diffu-
sion of membrane defects in space of radii is considered. When the first pore reaches a critical radius, the
membrane irreversibly ruptures. It is usually presumed that the diffusion of defects occurs independently; their
possible lateral interactions are not taken into account. In this paper, we consider a possible influence of lateral in-
teractions of metastable through pores on their kinetics. It is assumed that the interaction occurs due to the overlap
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of elastic deformation fields arising at the edges of two pores. The interaction energy of two circular pores was cal-
culated in the Derjaguin approximation for rapidly decaying potentials. The unidimensional potential of interac-
tion of two linear parallel edges of pores formed in membranes of different lipid composition was calculated in the
framework of the theory of elasticity of liquid crystals adapted to lipid membranes. It is shown that this interaction
should lead to a considerable reduction of the measured line tension of the pore edge. In addition, the lifetime of
two optimally situated metastable pores can increase approximately 10 times due to the interaction. Extrapolation
of the obtained results to the case of a larger number of interacting pores makes it possible to predict an additional
increase in the lifetime by one or two orders of magnitude.

Keywords: lipid membrane, pore, pore interaction, Derjaguin approximation, theory of elasticity
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