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Пространственные сенсоры обычно нуждаются в калибровке. В некото-
рых случаях ошибки масштабных коэффициентов сенсора зависят от зна-
ков проекций векторного входного сигнала на оси чувствительности сен-
сора. Для устранения неоднозначности в определении ошибок масштаб-
ных коэффициентов можно ограничить угловые положения сенсора в про-
цессе калибровки так, чтобы соответствующие проекции пробного вход-
ного сигнала заведомо имели определенный знак. В работе получено ана-
литическое решение для задачи оптимальной калибровки пространствен-
ного сенсора при ограничении на его допустимые угловые ориентации.
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1. Введение

Рассмотрим пространственный сенсор, предназначенный для измерения
какой-либо векторной физической величины. Такой величиной, например,
может быть удельная сила, действующая на чувствительную массу бло-
ка ньютонометров, или напряженность электрического (магнитного) поля.
Свяжем с корпусом пространственного сенсора так называемый приборный
(правый ортогональный) трехгранник с началом в условном центре чувстви-
тельного элемента пространственного сенсора. Пусть пространственный сен-
сор состоит из трех одномерных датчиков, оси чувствительности которых
в идеале перпендикулярны друг другу и направлены по осям приборного
трехгранника.

Положим, что модель показаний пространственного сенсора имеет вид

f ′ = (I3 + Γ)fz +Δf0 + �′′,(1)

где f ′ ∈R
3 — показания сенсора; I3 ∈R

3×3 — единичная матрица; Γ∈R
3×3 —

матрица погрешностей сенсора (диагональные элементы которой характери-
зуют ошибки масштабных коэффициентов, а внедиагональные — малые угло-
вые отклонения осей чувствительности одномерных датчиков от осей прибор-
ного трехгранника); fz ∈R

3 — вектор соответствующей физической величины
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в проекциях на оси приборного трехгранника; Δf0∈R
3 — систематические

смещения показаний сенсора; �′′ ∈R
3 — флуктуационная составляющая оши-

бок измерений.
Вектор fz является “полезным” сигналом, который надо извлечь из трой-

ки f ′ измерений его компонент. Параметрические ошибки Γ и Δf0 препят-
ствуют этому. Определение величин Γ и Δf0 составляет цель калибровки.
После калибровки, т.е. после решения соответствующей задачи оценивания
параметров, влияние указанных величин можно компенсировать очевидным
образом.

В процессе калибровки пространственный сенсор при помощи поворотного
стенда устанавливают в различные угловые положения относительно посто-
янного векторного пробного сигнала, а затем составляют систему уравнений
для нахождения Γ и Δf0. Одной из основных проблем является определе-
ние набора этих угловых положений. Проведение калибровочных экспери-
ментов – технологически не простая процедура, поэтому количество таких
положений нужно сократить.

Исходные показания сенсора содержат существенную высокочастотную
ошибку. Поэтому рассматривается набор серий показаний сенсора, в каждой
из которых его угловое положение не меняется, а показания осредняются. Это
позволяет существенно уменьшить флуктуационную составляющую ошибок
измерений. Здесь предполагается, что соотношение (1) описывает уже осред-
ненные измерения.

Например, при калибровке блока ньютонометров [1] упомянутая физиче-
ская величина является разностью между удельной силой, действующей на
чувствительную массу блока со стороны подвеса, и удельной силой тяготения;
если блок неподвижен относительно Земли, что имеет место при статических
испытаниях, то рассматриваемая величина равна ускорению силы тяжести
в точке проведения экспериментов с обратным знаком. Тогда традиционная
модель показаний блока ньютонометров [2] определяется (1). Проблема ка-
либровки сенсоров инерциальных навигационных систем особенно актуальна
(см., например, [3–8]).

В некоторых случаях модели показаний сенсора являются неоднородны-
ми: ошибки масштабных коэффициентов сенсора зависят от знаков проекций
векторного входного сигнала на оси чувствительности сенсора [7]. Для устра-
нения неоднозначности в определении ошибок масштабных коэффициентов
можно ограничить угловые положения сенсора в процессе калибровки так,
чтобы соответствующие проекции пробного входного сигнала имели опреде-
ленный знак. Это обстоятельство заметно усложняет анализ и решение зада-
чи оценивания, возникающей при математической формализации проблемы
калибровки.

Природа флуктуационной составляющей ошибок измерений (после есте-
ственного осреднения) в электромеханических приборах довольно разнооб-
разна и с трудом формализуется. При проведении серии калибровочных экс-
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периментов традиционно используемая модель белого шума, как правило,
не имеет серьезного обоснования. Более того, даже предположение о стати-
стической устойчивости значений компонент погрешностей (и тем самым на-
личие статистических характеристик) нередко сомнительно. Со значительно
большей достоверностью можно считать, что компоненты вектора флуктуа-
ционной составляющей ошибок измерений ограничены известной величиной.
Спектр же этих компонент после осреднения обычно не имеет внятной мо-
дели. Поэтому будем считать, что указанные компоненты лишь ограничены
по абсолютной величине известной константой (а внутри этих ограничений
могут принимать любые значения). Такое предположение приводит к исполь-
зованию гарантирующего подхода для решения соответствующей задачи оце-
нивания.

Гарантирующий подход к оцениванию в так называемой априорной по-
становке впервые был сформулирован в классических исследованиях [9–11]
(см. также [12]). Он был развит в [13, 14] в связи с решением задач косми-
ческой баллистики (см. также [15, 16]). Гарантирующий подход при незначи-
тельной модификации является удобным инструментом для формализации
задачи калибровки пространственного сенсора. В случае блока ньютономет-
ров без асимметрии ошибок масштабных коэффициентов применение гаран-
тирующего подхода осуществлено в [17–19].

Ниже для калибровки блока ньютонометров при грубой информации об
угловых положениях стенда будет применяться метод скаляризации, который
позволяет радикально сократить нежелательное влияние ошибок в знании
угловой ориентации стенда. Впервые в доступной литературе этот метод был
предложен в [20] (см. также [18, 21–23]).

В данном исследовании в рамках гарантирующего подхода будет получено
аналитическое решение задачи оптимальной калибровки пространственного
сенсора при существенном ограничении его допустимых угловых положений.

2. Сведение задачи калибровки к проблеме моментов

2.1. Применение метода скаляризации

Нормализуем соотношение (1), разделив его на модуль вектора пробного
сигнала g, который для простоты будет считаться точно известным. (Неточ-
ность в его знании, конечно, можно учесть, но это не повлияет ни на ка-
кие принципиальные выводы.) Тогда исходная модель показаний сенсора (1)
представится в виде

f ′

g
= (I3 + Γ)nz + ε+ �′, ‖nz‖ = 1,(2)

nz =
fz
g
, ε =

Δf0

g
, �′ =

�′′

g
.

Приближенное значение единичного вектора nz (постоянного относительно
основания стенда) определяется по измерениям углов поворота стенда. Обо-
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значим через n∈R
3 это приближенное значение nz; тогда n точно известно

и принадлежит единичной сфере. Погрешность в знании ориентации стенда
(с точностью до малых второго порядка) опишем кососимметрической мат-
рицей α̂ с неизвестными малыми элементами:

nz = (I3 + α̂)n, α̂ =

⎛

⎝
0 α3 −α2

−α3 0 α1

α2 −α1 0

⎞

⎠ , |αi| � 1, i = 1, 2, 3.

Положим, что каждая компонента ошибок измерений показаний ньютономет-
ров �′ = col(�′1, �

′
2, �

′
3) ограничена известной величиной σ. Вводя новую точно

известную величину z′(n) = g−1f ′(n)− n∈R
3, соотношение (2) с точностью

до малых второго порядка можно переписать в виде

z′(n) =
(
Γ + α̂(n)

)
n+ ε+ �′(n), |�′i(n)| � σ, i = 1, 2, 3.(3)

Существенным отличием постановки задачи калибровки в данной работе от
постановок, рассмотренных ранее, является дополнительное важное огра-
ничение на допустимые ориентации пространственного сенсора. Для того,
чтобы устранить неоднозначность параметров, описывающих ошибки мас-
штабных коэффициентов, будем считать, что компоненты вектора ориента-
ции n = col(n1, n2, n3)∈R

3 неотрицательны (другие варианты распределений
знаков могут быть рассмотрены аналогично). Иными словами, положим, что

n∈S+ = S ∩R
3
+,

где S — единичная сфера, а R
3
+ — неотрицательный октант.

При калибровке на относительно грубых стендах неизвестный член α̂(n)n
(разный для каждого очередного углового положения) оказывает существен-
ное мешающее влияние на точность оценивания — им нельзя пренебречь.
Метод скаляризации состоит в том, что вместо трехмерных измерений (3)
рассматривается одномерное скалярное измерение

z(n) = nTz′(n) = nT
(
Γ + α̂(n)

)
n+ nTε+ nT�(n) =

= nTΓn+ nTε+ nT�′(n), n∈S+.
(4)

При этом волевым образом устраняется влияние неизвестной помехи α(n),
так как, очевидно, nTα̂(n)n = 0 [17, 18]. Новую помеху измерений �(n) =
= nT�′(n)∈R

1, очевидно, можно оценить неравенством (с возможным завы-
шением)

| �(n)| �
√
3σ, n∈S+.(5)

Случай более точной оценки для новой помехи измерений �(n) будет иссле-
дован отдельно в разделе 5.
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Из формулы (4) следует, что внедиагональные элементы матрицы Γ входят
в нее не по отдельности, а только в виде соответствующих сумм, характери-
зующих взаимные перекосы осей чувствительности. Таким образом, задача
калибровки принимает вид задачи оценивания, в которой по континууму всех
измерений z(n), определяемых соотношением

z(n) = HT(n)q + �(n), n∈S+,(6)

где
H(n) = col

(
n21, n

2
2, n

2
3, n1n2, n1n3, n2n3, n1, n2, n3

)∈R
9,

требуется оценить элементы вектора неизвестных параметров

q = col
(
Γ11,Γ22,Γ33,Γ12+Γ21,Γ13+Γ31,Γ23+Γ32, ε

)∈R
9(7)

на фоне помехи, ограниченной неравенством (5). Иногда матрица Γ исход-
но задается нижнетреугольной или симметричной. Тогда неоднозначность в
нахождении Γ автоматически устраняется.

Зам е ч а ни е 1. Строго говоря, для обеспечения неотрицательности про-
екций входного сигнала на оси приборного трехгранника, нужно потребовать,
чтобы компоненты вектора nz, а не n были неотрицательные. Однако для
простоты эта деталь при решении сформулированной ниже оптимальной за-
дачи оценивания будет игнорироваться. А соответствующие незначительные
(поскольку nz ≈ n) коррекции оптимального плана можно произвести после
решения соответствующей задачи оценивания.

2.2. Метод гарантирующего оценивания

Рассмотрим скалярные измерения (6), (5), в которых помеха �(n) являет-
ся всюду определенной на S+ интегрируемой по Лебегу функцией. Поставим
задачу оценивания скалярной величины l = aTq ∈R

1, где q определяется (7),
для различных заданных векторов a∈R

9. В рассматриваемой задаче a =
= e(ν), где e(ν) — один из единичных координатных ортов из R

9 с единицей
на ν-м месте, (что соответствует оценке каждой компоненты q [18]). Введем
линейные оцениватели для l = aTq вида

l̃ =

∫

S+

Φ0(n) z(n) dS +

M∑

k=1

Φ[k]z(n[k]),(8)

где интеграл берется по поверхности S+, Φ0(n) : S
+ → R

1 — некоторая весо-
вая функция, интегрируемая по Лебегу, а Φ[k] ∈R

1 и n[k] ∈S+, k = 1, . . . ,M
(M произвольно) — некоторые числа и векторы ориентации. В отличие от
традиционной формы оценивателя этот оцениватель содержит не только ин-
тегральный член, но и слагаемые, зависящие от измерений при некоторых
отдельных ориентациях.
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Для простоты будем писать

l̃ =

∫

S+

Φ(n) z(n) dS, Φ(n) = Φ0(n) +
M∑

k=1

Φ[k]δ(n − n[k]),

где формально положим
∫
S+ f(n)δ(n− n[k])dS = f(n[k]), т.е., что δ(n − n[k])

есть дельта-функция Дирака. Обозначим множество всех таких функ-
ций Φ(n) через F .

Величина

I(Φ(n)) = sup
q∈R9, |�(n)|�√

3σ

| l̃ − l|(9)

называется гарантированной ошибкой оценки.
При выбранном оценивателе это — максимальное значение ошибки оценки

при всевозможных значениях неопределенных факторов. Будем искать весо-
вую функцию Φ(n), минимизирующую гарантированную ошибку оценки, т.е.
искать ее из решения следующей минимаксной задачи:

inf
Φ(n)∈F

sup
q∈R9, |�|�√

3σ

| l̃ − l|.(10)

Такая задача называется задачей оптимального гарантирующего оценива-
ния [9–11]. Таким образом, для решения задачи калибровки нужно решить
9 отдельных задач для всех указанных выше a. Интересно отметить, что
привлечение нелинейных оценивателей в дополнение к линейным оценива-
теля вида (8) не приводит к уменьшению гарантированной ошибки оцен-
ки [16, 24–27], т.е. можно ограничиться линейными оценивателями.

После несложных вычислений нетрудно получить, что

I(Φ(n)) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

√
3σ

∫

S+

|Φ(n)| dS, если
∫

S+

H(n)Φ(n) dS = a

∞ в противном случае.

Поэтому решение задачи оптимальной калибровки сводится к решению про-
блемы моментов (далее опускаем постоянный множитель

√
3σ)

I0 = inf
Φ∈F

∫

S+

|Φ(n)| dS(11)

при условии несмещенности
∫

S+

H(n)Φ(n) dS = a, H(n)∈R
m (m = 9).(12)

Основное содержание работы состоит в получении аналитического (т.е. в яв-
ном виде) решения проблемы моментов (11), (12) для m = 9 единичных век-
торов вида a = a(ν) = col(0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0), где единица стоит на ν-м месте,
ν = 1, . . . , 9.
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3. Решение проблемы моментов

3.1. Вспомогательные сведения

Для решения проблемы моментов (11), (12) удобно использовать двой-
ственную задачу [28–30], имеющую вид

I0 = sup
λ∈Rm

aTλ (m = 9)(13)

при условии

|HT(n)λ| � 1, n∈S+.(14)

При рассмотрении двойственной задачи исходную проблему моментов назы-
вают прямой задачей.

Те ор ем а 1. Пусть функция H(n)∈R
m непрерывна на S+. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения.
1. Для прямой задачи (11), (12) существует, по крайней мере, одно импульс-
ное решение с не более чем m импульсами

Φ0(n) =
m∑

i=1

Φ(i)δ(n − n(i)).(15)

2. Решение двойственной задачи (13), (14) λ0 существует.
3. Значения прямой и двойственной задачи равны: I0 = I0.
4. Если оптимальный оцениватель импульсный и задается формулой (15)
со всеми отличными от нуля коэффициентами, то

∣∣HT(n(i))λ0
∣∣ = 1, i = 1, . . . ,m, причем signΦ(i) = sign

(
HT(n(i))λ0

)
.(16)

5. На множестве векторов ориентации n таких, что |HT(n)λ0| < 1, опти-
мальный оцениватель равен нулю.
6. Если Φ(n) — допустимый элемент прямой задачи, а λ — допустимый эле-
мент двойственной задачи и значения функционалов прямой и двойствен-
ной задачи на этих элементах равны, то оба они являются решениями со-
ответствующих задач.

Эти утверждения являются следствиями общих теорем выпуклого анали-
за. Их доказательства для случая, когда n исчерпывает всю сферу S, содер-
жатся в [18]. Для n∈S+ доказательства аналогичны.

Рассмотрим набор из девяти векторов ориентации

n(1) = col(1, 0, 0), n(2) = col(0, 1, 0), n(3) = col(0, 0, 1),(17)

n(4) = col

(
1

2
,

√
3

2
, 0

)
, n(5) = col

(
0,

√
3

2
,
1

2

)
, n(6) = col

(
0,

1

2
,

√
3

2

)
,

n(7) = col

(
1

2
, 0,

√
3

2

)
, n(8) = col

(√
3

2
, 0,

1

2

)
, n(9) = col

(√
3

3
,

√
3

3
,

√
3

3

)
.
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Пусть Φ(ν) есть решение соответствующей системы уравнений, полученной
из условий несмещенности (12) при подстановке в них импульсного решения
типа (15), сосредоточенного на векторах ориентации (17):

HΦ(ν) = a(ν),(18)

где H =
(
H(n(1)), . . . ,H(n(9))

)
, Φ(ν) = col

(
Φ
(1)
(ν), . . . ,Φ

(9)
(ν)

)
, ν = 1, 4, 7.

При помощи теоремы 1 можно доказать следующую теорему.
Те ор ем а 2. Оцениватели

Φ0
(ν)(n) =

9∑

i=1

Φ
(i)
(ν)δ(n − n(i)), ν = 1, 4, 7,(19)

где n(i) и Φ
(i)
(ν) определяются (17) и (18), доставляют решение проблемы мо-

ментов (11), (12).
Доказательство теоремы 2 составляет основное содержание работы. Оно при-
ведено ниже. Отметим, что решения (19) не единственны. Решения проблемы
моментов для остальных ν получаются из предыдущих циклической заменой
координат.

3.2. Численные результаты

Сначала проведем анализ численных решений. Рассмотрим дискретные
аналоги прямой и двойственной задачи при a = a(1) = col(1, 0, . . . , 0)∈R

9, то
есть при оценивании q1 = Γ11 (индекс (1) для простоты опускаем). Для этого
построим приблизительно равномерную сетку на S+ из M точек (M ∼ 105).
Тогда, взяв всевозможные импульсные функции, сосредоточенные на этой
сетке, получим аналог прямой задачи (11), (12):

min
Φ∈RM

M∑

k=1

|Φ[k]|

при условиях несмещенности

M∑

k=1

H(n[k])Φ[k] = a = col(1, 0, . . . , 0), H(n([k]), a∈R
m (m = 9)

и аналог двойственной задачи (13), (14):

max
λ∈Rm

aTλ

при ограничениях

|H(n[k])λ| � 1, k = 1, . . . ,M, n[k] ∈S+.
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Эти задачи естественным образом сводятся к задачам линейного программи-
рования и решаются стандартными численными процедурами (для довольно
больших M ∼ 105). При этом, как хорошо известно, решение прямой задачи
содержит не более чем m = 9 отличных от нуля компонент. По полученным
численным результатам можно сделать наблюдение, что численные решения
обладают следующими свойствами: а) соответствующие ненулевым компо-
нентам Φ[k] векторы n[k]∈R

3 состоят из четырех векторов

col(1, 0, 0), col(0, 1, 0), col(0, 0, 1), col

(√
3

3
,

√
3

3
,

√
3

3

)

и еще пяти векторов из S+; б) решение двойственной задачи обладает струк-
турой:

λ1 = λ2 = λ3, λ4 = λ5 = λ6, λ7 = λ8 = λ9.

Для построения точных решений непрерывных задач (11), (12), (13), (14)
примем г и п о т е з у, что точные решения также обладают свойствами а) и
б). В то время как свойство а) имеет отчасти размытый характер, свойство б)
математически насыщенное и указывает на важность анализа двойственной
задачи.

3.3. Построение предположительного решения
двойственной задачи

С учетом принятой выше гипотезы построим предполагаемое решение
двойственной задачи. Впоследствии будет доказано, что оно и есть истинное
решение. Пусть a = a(1) = col(1, 0, . . . , 0). Рассмотрим функцию из ограниче-
ний двойственной задачи

S(n;λ) =HT(n)λ= λ1+λ4
(
n1n2+n1n3+n2n3

)
+λ7
(
n1+n2+n3

)
, n∈S+.

Представим ее в более компактном виде:

S(n;λ) = λ1+λ4

(
n1+n2+n3

)2−1

2
+λ7
(
n1+n2+n3

)
= s(t(n);λ1, λ4, λ7),(20)

t = n1 + n2 + n3, 1 � t �
√
3,

где

s(t;λ1, λ4, λ7) = λ1 + λ4
(t2 − 1)

2
+ λ7t.

Тогда двойственная задача сильно упростится:

max
λ1,λ4,λ7

λ1 при условии |s(t;λ1, λ4, λ7)| � 1, 1 � t �
√
3.(21)
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Обозначим λ0 = col(λ01, . . . , λ09) решение задачи (13), (14). В соответствии со
свойством а) оптимальный оцениватель Φ0 должен быть сосредоточен в тех
векторах ориентации n, для которых t(n) = 1, t(n) =

√
3 и t(n) = t(i) для

какого-то набора i = 1, . . . , i0, i0 � 5. Согласно утверждению 4 теоремы 1, для
упомянутых ориентаций функция S(n;λ0) принимает свои экстремальные
значения: |S(n;λ0)| = 1.

Покажем, что λ04 �= 0. Действительно, допустим обратное: λ04 = 0. Тогда
согласование со свойством а) возможно лишь и при λ07 = 0, а тогда |λ1| � 1. Но
оптимальное значение функционала в задаче (21) больше единицы: например,
элемент λ =

(
1 + 1√

3
, 0,− 1√

3

)
, очевидно, является допустимым.

Функция s(t(n);λ01, λ
0
4, λ

0
7)

Δ
= s0(t(n)) при λ04 �= 0 есть парабола относитель-

но t и поэтому она принимает свои экстремальные значения не более чем в
трех точках: на концах и в вершине параболы. Следовательно,

∣∣s0(1)
∣∣ = 1,

∣∣∣∣∣s
0

(
1 +

√
3

2

)∣∣∣∣∣ = 1,
∣∣s0
(√

3
)∣∣ = 1,(22)

а для остальных значений t выполняется строгое неравенство:

|s0(t)| < 1, t �= 1, t �= 1 +
√
3

2
, t �=

√
3.(23)

Причем, в силу формы параболы,

sign s0(1) = − sign s0
(
1 +

√
3

2

)
= sign s0

(√
3
)
.(24)

Соотношения (22), (24) порождают систему трех линейных уравнений от-
носительно λ0i , i = 1, 4, 7 и определяют λ0 с точностью до знака. Ясно, что
его следует выбрать так, чтобы aTλ0 = λ01 было бы положительным (в про-
тивном случае −λ0 доставляло бы большее значение функционалу). Решая
эту систему уравнений, нетрудно подсчитать, что полученный допустимый
элемент двойственной задачи (который предположительно является ее реше-
нием) имеет вид

λ01 = λ02 = λ03 = 3
(
7 + 4

√
3
)
,

λ04 = λ05 = λ06 = 8
(
2 +

√
3
)
,

λ07 = λ08 = λ09 = −4
(
5 + 3

√
3
)
,

(25)

причем

sign s0(1) = − sign s0
(
1 +

√
3

2

)
= sign s0

(√
3
)
= 1.(26)

153



3.4. Построение предположительного решения прямой задачи

Пусть предполагаемое решение прямой задачи имеет вид (15). В соответ-
ствии с утверждением 4 теоремы 1 и (22), (23) оно сосредоточено только
на векторах ориентации, для которых либо t(n) = 1, либо t(n) = 1+

√
3

2 , либо
t(n) =

√
3. Согласно свойству а), без потери общности можно считать, что

n(1) = col(1, 0, 0), n(2) = col(0, 1, 0), n(3) = col(0, 0, 1) → t(n) = 1,(27)

n(4), n(5), n(6), n(7), n(8) ∈S+ → t(n) =
1 +

√
3

2
,(28)

n(9) = col

(√
3

3
,

√
3

3
,

√
3

3

)
→ t(n) =

√
3.(29)

Сигнатура двойственной задачи

e = col
(
sign
(
H(n(1))Tλ0

)
, . . . , sign

(
H(n(9))Tλ0

))

в соответствии с (26)–(29) имеет вид

e = col
(
+ 1,+1,+1,−1,−1,−1,−1,−1,+1

)
.(30)

Множество

C =

{
n∈S+

∣∣ t(n) = n1 + n2 + n3 =
1 +

√
3

2

}
(31)

порождено пересечением плоскости n1 + n2 + n3 =
1+

√
3

2 (с нормальным век-
тором col(1, 1, 1)) с единичной сферой S (что есть окружность) с дополнитель-
ным ограничением на неотрицательность компонент, т.е. состоит из трех дуг
[α1, α2], [α3, α4], [α5, α6] указанной окружности. На рис. 1 изображена поверх-
ность S+ = S ∩ R

3
+ (утолщенной линией), указанная окружность (замкнутой

линией обычной толщины), точки пересечения S+ с осями координат (точка-
ми малого размера), точка пересечения диагонали октанта с поверхностью S+

(точкой большого размера) и точки пересечения указанной окружности с S+

(точками среднего размера). Легко подсчитать, что эти точки пересечения
окружности с S+ делят соответствующие дуги большого круга, лежащие в
координатных плоскостях, на три равные части (по 30◦).

В качестве кандидата на решение прямой задачи можно взять решение,
для которого векторы ориентации из множества C лежат в крайних точках C,
т.е. на концах дуг [α1, α2], [α3, α4], [α5, α6]. Таких точек шесть, а требуется
определить пять. Отбросим, например, точку, соответствующую вектору ори-
ентации n = col

(√
3
2 ,

1
2 , 0
)
; на рис. 1 она обозначена α2.
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col(1, 1, 1)

Рис. 1. Поверхность допустимых ориентаций.

Тогда недостающие векторы ориентации примут вид

n(4) = col

(
1

2
,

√
3

2
, 0

)
, n(5) = col

(
0,

√
3

2
,
1

2

)
, n(6) = col

(
0,

1

2
,

√
3

2

)
,(32)

n(7) = col

(
1

2
, 0,

√
3

2

)
, n(8) = col

(√
3

2
, 0,

1

2

)
.

Составим соответствующие этим векторам ориентации систему условий
несмещенности (которая получится при подстановке в (12) импульсной функ-
ции, порожденной векторами (27), (29) и (32)):

HΦ = a, где H =
(
H(n(1)), . . . ,H(n(9))

)
, Φ = col(Φ(1), . . . ,Φ(9));(33)

как уже было указано выше, для простоты нижний индекс (1) опускается. От-
метим, что detH �= 0. В этом можно убедиться, приведя матрицу H к верхне-
треугольной форме, например, методом исключения Гаусса, игнорируя общие
множители в строках или столбцах; этот способ довольно трудоемкий. Кроме
того, и численные расчеты показывают, что при QR-разложении абсолютные
значения диагональных элементов верхнетреугольной матрицы лежат в ин-
тервале (0,07; 1,5), а при SVD-процедуре сингулярные числа (все девять) —
в интервале (0,02; 3).

Построим предполагаемое решение прямой задачи Φ0(n) в форме (15),
в которой весовые коэффициенты определяются Φ из (33). Очевидно, Φ =
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= H−1a. Явное нахождение вектора Φ из (33), чего было бы достаточно
для обоснования оптимальности решения, едва ли практически осуществи-
мо вследствие высокого порядка системы. Можно поступить более тонко. Из
(16), (26), (30) вытекает равенство

HTλ0 = e.(34)

Из (34) следует, что aTλ0 = aT
(HT
)−1

e. Поэтому

eTΦ = eTH−1a = aTλ0.(35)

Так как detH �= 0 и число обусловленности H вполне умеренное (∼ 150), то
уравнения несмещенности (33) можно без труда решить численно. Найденные
значения весовых коэффициентов таковы, что maxi=1,...,9 |Φ(i)| > 1,8; поэтому
численная информация о знаках Φ(i) надежна (более формальное обоснова-
ние этого утверждения содержится в приложении). При этом оказывается,
что

col(signΦ(1), . . . , signΦ(9)) = e.(36)

Тогда из (35), (36) следует, что для построенных допустимых элементов пря-
мой и двойственной задачи Φ0(n) и λ0

∫

S+

|Φ0(n)| dS =

9∑

i=1

|Φ(i)| = eTΦ = aTλ0.(37)

Таким образом, в силу утверждения 6 теоремы 1 эти Φ0(n) и λ0 являют-
ся решениями прямой и двойственной задачи. При этом оптимальное зна-
чение функционала I0, (1) = 3

(
7 + 4

√
3
)

(с точностью до множителя
√
3σ

совпадающего с оптимальной гарантированной ошибкой оценки). Отметим,
что несмотря на численную аргументацию при обосновании (36), финальное
утверждение (37) строго доказано. Случаи ν = 4 и ν = 7 исследуются анало-
гично. При этом соответствующие решения двойственной задачи с точностью
до знака совпадают с λ0 из (25), а оптимальные значения функционала равны
I0, (4) = 8

(
2 +

√
3
)
и I0, (7) = 4

(
5 + 3

√
3
)
. Теорема 2 доказана.

Зам е ч а ни е 2. Сосредоточим внимание на оценивании, например, пара-
метров Γ11, Γ12, Γ22, ε1, ε2. В задаче без ограничений на угловые положения,
когда вектор ориентации приборного трехгранника может пробегать всю еди-
ничную сферу S, оптимальный план калибровки для плоской задачи, т.е. при
n3 = 0, является оптимальным и для пространственной задачи [17]. Для рас-
сматриваемого в настоящей статье случая с ограничениями на допустимые
угловые положения пространственного сенсора это не так. Если ограничить-
ся лишь “плоскими” планами (n3 = 0), то гарантированная ошибка оценки
будет почти в три раза больше оптимальной. Это не очевидная особенность
задачи с ограничениями на угловые положения.
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3.5. О других решениях

Из доказательства теоремы 2 следует, что если какой-то набор векторов
ориентации из C, дополненный векторами (27) и (29) до невырожденной мат-
рицы, сохраняет сигнатуру двойственной задачи e весовых коэффициентов,
то этот набор порождает новый оптимальный оцениватель. Используя это
достаточное условие, можно легко убедиться, что если из шести точек грани-
цы C исключить вектор ориентации n = col

(√
3
2 , 0,

1
2

)
(на рис. 1 соответствую-

щая точка обозначена α1), то оставшиеся пять точек (с (27) и (29)) породят
еще одно решение для случая ν = 1 и ν = 7. А если из шести крайних то-
чек C удалить вектор n = col

(
1
2 ,

√
3
2 , 0
)

(α3 на рис. 1), то можно прийти к
новому решению для случая ν = 4.

Обратим внимание на другой класс решений, чья оптимальность также
вытекает из указанного достаточного условия. Рассмотрим симметричный
набор векторов ориентации n(5), n(6), n(7) из C (см. (31)), в котором кон-
цы векторов лежат на серединах дуг [α1, α2], [α3, α4], [α5, α6] соответственно
(иными словами, эти концы находятся на больших кругах — биссектрисах
сферического треугольника S+):

n(5) = col

(√
3 + 1 + 2

√
4−√

3

6
,

√
3 + 1−

√
4−√

3

6
,

√
3 + 1−

√
4−√

3

6

)
,

n(6) = col

(√
3 + 1−

√
4−√

3

6
,

√
3 + 1 + 2

√
4−√

3

6
,

√
3 + 1−

√
4−√

3

6

)
,

n(7) = col

(√
3 + 1−

√
4−√

3

6
,

√
3 + 1−

√
4−√

3

6
,

√
3 + 1 + 2

√
4−√

3

6

)
.

Дополним его всегда присутствующими в решении векторами n(1), n(2), n(3),
n(9) из (27), (29). Для образования невырожденной матрицы H в условиях
несмещенности нужно присоединить к ним еще два вектора. Аналогично до-
казательству оптимальности решения Φ0

(1)(n) можно убедиться, что если при-
соединить одну из трех следующих пар векторов n(4), n(8) — крайних точек C
(они явно указаны справа):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

col

(√
3

2
, 0,

1

2

)

α1

col

(
1

2
,

√
3

2
, 0

)

α3 ,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

col

(
1

2
, 0,

√
3

2

)

α6

col

(
1

2
,

√
3

2
, 0

)

α3 ,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

col

(
1

2
, 0,

√
3

2

)

α6

col

(√
3

2
,
1

2
, 0

)

α2 ,

(38)

то полученный невырожденный набор девяти векторов образует оптимальное
решение одновременно для случаев ν = 1 и ν = 7. А если присоединить одну
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из следующих четырех пар n(4), n(8):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

col

(√
3

2
, 0,

1

2

)

α1

col

(
0,

1

2
,

√
3

2

)

α5 ,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

col

(√
3

2
, 0,

1

2

)

α1

col

(
0,

√
3

2
,
1

2

)

α4 ,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

col

(
1

2
, 0,

√
3

2

)

α6

col

(
0,

1

2
,

√
3

2

)

α5 ,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

col

(
1

2
, 0,

√
3

2

)

α6

col

(
0,
√
3

2
,
1

2

)

α4 ,

(39)

то полученный невырожденный набор девяти векторов образует оптимальное
решение для случая ν = 4.

Итак, решение прямой задачи не единственно. Кроме того, достаточно ма-
лые деформации (в рамках C) набора векторов ориентации, порождающего
решение прямой задачи, не изменяют сигнатуру решений уравнений несме-
щенности. Поэтому они также приводят к новому решению прямой задачи.
Полное описание всех решений выходит за рамки данной работы.

4. Упрощенная форма проблемы моментов

Из полученных выше результатов (с учетом утверждения 5 теоремы 1)
следует, что оптимальный оцениватель отличен от нуля только на трех се-
чениях S+ тремя плоскостями. Первая плоскость — это n1 + n2 + n3 = 1;
в силу очевидного неравенства 1 = n21 + n22 + n23 � n1 + n2 + n3, это возможно
только для трех векторов (27). Вторая плоскость определяется равенством
n1 + n2 + n3 =

1+
√
3

2 . Третья плоскость описывается уравнением n1 + n2+

+n3 =
√
3; согласно неравенству Коши-Буняковского пересечение состоит

только из одного элемента (29). Таким образом, проблема моментов “сосре-
доточена” лишь на четырех векторах и множестве C, задаваемом (31).

Для явного учета этого обстоятельства введем ортогональную систему ко-
ординат 0m1m2m3, повернутую относительно 0n1n2n3 следующим образом
(см. рис. 2). Пусть ось поворота лежит в плоскости 0n1n2 и в этой плоскости
уравнение оси вращения имеет вид n1 + n2 = 0; очевидно, это диагональ вто-
рого и четвертого квадранта (на рис. 2 она изображена штриховой линией).
Повернем исходную систему координат 0n1n2n3 вокруг этой оси поворота на
угол γ так, чтобы третья ось 0m1m2m3 совпала с вектором col(1, 1, 1) (в ис-
ходной системе координат 0n1n2n3), т.е. так, чтобы третья ось легла вдоль
диагонали октанта R

3
+.
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Рис. 2. Повернутая система координат.

Нетрудно убедиться, что

⎛

⎜⎜⎜⎝

m1

m2

m3

⎞

⎟⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
3 + 3

6

√
3− 3

6
−
√
3

3√
3− 3

6

√
3 + 3

6
−
√
3

3√
3

3

√
3

3

√
3

3

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

n1

n2

n3

⎞

⎟⎟⎟⎠ .(40)

Введем в трехграннике 0m1m2m3 сферические координаты

m1 = cosα cos θ, m2 = sinα cos θ, m3 = sin θ, 0 � α, θ � π

2
.

В сечении второй плоскостью

m3 = sin θ =

√
3

3

(
n1 + n2 + n3

)
=

√
3 + 3

6
, откуда cos θ =

√
4−√

3

6

и поэтому

m1 =

√
4−√

3

6
cosα, m2 =

√
4−√

3

6
sinα.
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После некоторых выкладок можно получить выражения для граничных уг-
лов множества C (здесь одной буквой обозначены и точки на C, и соответ-
ствующие им углы в сферической системе координат)

α1 = − arcsin
5
√
3− 3

2
√

6(4 −√
3)
, α2 = arcsin

3−√
3√

6(4−√
3)
,

α3 = arcsin

√
6√

3(4−√
3)
, α4 = π − arcsin

3 +
√
3

2
√

6(4 −√
3)
,

α5 = π + arcsin
3−√

3

2
√

6(4 −√
3)
, α6 = π + arcsin

9−√
3

2
√

6(4−√
3)
.

(41)

С учетом (40), на множестве C, определяемом (31), (41),

n1(α) =
1

6

√
4−√

3

6

[
(
√
3 + 3) cosα+ (

√
3− 3) sinα

]
+

√
3 + 1

6
,

n2(α) =
1

6

√
4−√

3

6

[
(
√
3− 3) cosα+ (

√
3 + 3) sinα

]
+

√
3 + 1

6
,

n3(α) = −
√
3

3

√
4−√

3

6
[ cosα+ sinα ] +

√
3 + 1

6
.

Тогда исходная проблема моментов (11), (12), заданная на поверхности S+,
преобразуется к проблеме моментов на дугах окружности:

min
ϕ1,ϕ2,ϕ3,ϕ4,ϕ(α)

⎛

⎝|ϕ1|+ |ϕ2|+ |ϕ3|+ |ϕ4|+
∫

C

|ϕ(α)| dα
⎞

⎠ ,

C = [α1, α2] ∪ [α3, α4] ∪ [α5, α6]

при условии несмещенности

H
(
n(1)
)
ϕ1 +H

(
n(2)
)
ϕ2 +H

(
n(3)
)
ϕ3 +H

(
n(9)
)
ϕ4 +

∫

C

H
(
n(α)

)
ϕ(α) dα = a,

где векторы ориентации n(1), n(2), n(3), n(9) определяются (27) и (29), а гра-
ничные углы αi задаются формулами (41). Такая редукция с понижением
размерности сетки существенно облегчает численные расчеты.

5. Уточненная проблема моментов

Рассмотренная выше проблема моментов (11), (12) исходила из простой,
но несколько завышенной оценки помехи �(n) (5). Можно построить дости-
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жимую оценку помехи:

| �(n)| = |nT�′(n)| � (n1 + n2 + n3
)
σ, n∈S+.

Тогда проблема моментов будет иметь более сложную формулировку (для
простоты опускаем постоянный множитель σ и сохраняем обозначения I0, I0

для значений задач):

I0 = inf
Φ(n)∈F

∫

S+

(
n1 + n2 + n3

)|Φ(n)| dS(42)

при условии несмещенности
∫

S+

H(n)Φ(n) dS = a, H(n)∈R
m (m = 9).(43)

Двойственная задача изменится следующим образом:

I0 = sup
λ∈Rm

aTλ (m = 9)

при условии

|HT(n)λ| � n1 + n2 + n3, n∈S+.

При этом теорема 1 остается верной, если в утверждении 4 заменить ра-
венство (16): |HT(n(i))λ0| = 1 на |HT(n(i))λ0| = n

(i)
1 + n

(i)
2 + n

(i)
3 , а в утвержде-

нии 5 неравенство |HT(n)λ0| < 1 заменить на |HT(n)λ0| < n1 + n2 + n3. Для
простоты также ограничимся подробным рассмотрением лишь случая a =
= a(1) = col(1, 0, . . . , 0). Численные решения уточненных прямой и двойствен-
ной задачи вновь дает основание для введения г и п о т е з ы из раздела 3.2.
Тогда редуцированная двойственная задача примет вид

max
λ1,λ4,λ7

λ1 при условии
∣∣∣∣
s(t;λ1, λ4, λ7)

t

∣∣∣∣ � 1, 1 � t �
√
3,

где функция s(t;λ1, λ4, λ7) задается в соотношениях (20). Из гипотезы также,
как и в разделе 3.3, вытекает, что оптимальный оцениватель отличен от нуля
для тех векторов ориентации, для которых t находится, по крайней мере,
в трех точках отрезка [1,

√
3], причем две из них есть концы этого отрезка,

а остальные находятся внутри него. При этом из утверждения 4 теоремы 1
следует, что для этих значений t

∣∣∣∣
s0(t)

t

∣∣∣∣ = 1, где s0(t) = s(t;λ01, λ
0
4, λ

0
7),(44)

а λ0 — решение уточненной двойственной задачи.
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Допустим, что λ04 = 0. Тогда из принятой гипотезы следует, что и λ1 = 0,
иначе (44) не сможет выполняться для более чем двух точек t. Ясно, что
вектор (λ1, λ4, λ7) = (1, 0, 0) доставляет большее значение функционалу двой-
ственной задачи. Поэтому λ04 �= 0.

Производная функции, входящей в ограничение упрощенной двойственной
задачи, имеет вид

d

dt

(
s0(t)

t

)
=
λ04 − 2λ01

t2
− λ04,(45)

причем λ04 − 2λ01 �= 0, иначе свойство а) отсутствует. Отсюда следует, что эта
производная монотонна и имеет единственный нуль t0 ∈ (1,

√
3) (в противном

случае свойства а) нет). Так что t−1s0(t) либо выпукла, либо вогнута. Таким
образом, функция t−1s0(t) имеет близкую к параболе форму. Поэтому для
проверки допустимости элемента λ достаточно проверить допустимость для
крайних значений s0(t) в трех ее экстремальных точках; для остальных то-
чек t допустимость будет выполняться автоматически. Рассуждая далее как
в разделе 3.3, нетрудно получить соотношения, аналогичные (22), (24):

s0(1) = −
(
s0(t0)

t0

)
=

(
s0(

√
3)√
3

)
, где с учетом (45) t0 =

√
2λ01
λ04

− 1.(46)

При этом sign s0(1) = ±1; при правильном выборе знака λ01 > 0, а при непра-
вильном λ01 < 0. Тогда в явной форме равенства (46) (с учетом (44) и сигна-
туры sign s0(1) = 1) примут вид

λ01 + λ07 = 1,
2λ01 − λ04√

2λ01
λ04

− 1

+ λ07 = −1,
λ01 + λ04√

3
+ λ07 = 1.(47)

Из первого и третьего уравнения в (47) следует, что
√
3λ01 = λ01 + λ04, откуда с учетом (46) t0 =

4
√
3.

Тогда предполагаемое решение уточненной двойственной задачи имеет вид

λ01 = λ02 = λ03 =

(
1 + 4

√
3
)2(

1 +
√
3
)3

2
,

λ04 = λ05 = λ06 =
(
1 +

4
√
3
)2(

1 +
√
3
)2
,

λ07 = λ08 = λ09 = −
(
1 + 4

√
3
)4(

1 +
√
3
)2

4
.

(48)

Правильность выбора сигнатуры в (47) подтверждается положительно-
стью λ01 в (48).
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Перейдем к анализу прямой задачи. Введем множество CM , аналогич-
ное (31); только теперь n1 + n2 + n3 =

4
√
3. Соответствующий рисунок подо-

бен рис. 1 и поэтому не приводится. Тогда значения углов, аналогичных углам
{αi}61 из (41), также изменятся и станут определяться выражениями

β1 = − arcsin

√
3 + 1− (

√
3− 1)

√
2
√
3− 3

4
√√

3− 1
,

β2 = arcsin
1−
√

2
√
3− 3

2
√√

3− 1
,

β3 = arcsin
1 +
√

2
√
3− 3

2
√√

3− 1
,

β4 = π − arcsin

√
3− 1 + (

√
3 + 1)

√
2
√
3− 3

4
√√

3− 1
,

β5 = π + arcsin
(
√
3 + 1)

√
2
√
3− 3−√

3 + 1

4
√√

3− 1
,

β6 = π + arcsin

√
3 + 1 + (

√
3− 1)

√
2
√
3− 3

4
√√

3− 1
.

(49)

В качестве кандидата на решение прямой задачи также можно взять ре-
шение, для которого векторы ориентации лежат на краях множества CM , т.е.
на концах дуг [β1, β2], [β3, β4], [β5, β6] (здесь опять для простоты одной бук-
вой β обозначаются и точки на CM , и значения углов — это не приводит к
недоразумению). Таких векторов шесть, а нужно пять. Отбросим точку β2,

соответствующую вектору ориентации n = col
(

4√3+
√

2−√
3

2 ,
4√3−

√
2−√

3
2 , 0

)
.

Тогда векторы ориентации, лежащие на краях CM , примут вид

n(4) = col

(
4
√
3−
√

2−√
3

2
,

4
√
3 +
√
2−√

3

2
, 0

)
,

n(5) = col

(
0,

4
√
3 +
√

2−√
3

2
,

4
√
3−
√

2−√
3

2

)
,

n(6) = col

(
0,

4
√
3−
√

2−√
3

2
,

4
√
3 +
√

2−√
3

2

)
,

n(7) = col

(
4
√
3−
√

2−√
3

2
, 0,

4
√
3 +
√

2−√
3

2

)
,

n(8) = col

(
4
√
3 +
√

2−√
3

2
, 0,

4
√
3−
√

2−√
3

2

)
.

(50)
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Аналогично (33) составим соответствующую векторам ориентации (50)
систему условий несмещенности. Произведя QR-разложение или реализовав
SVD-процедуру, можно также, как и выше, убедиться в невырожденности
матрицы условий несмещенности. Более того, знаки коэффициентов предпо-
лагаемого решения прямой задачи совпадают с сигнатурой решения уточнен-
ной двойственной задачи. Тогда аналогично (37) оказывается, что для постро-
енных допустимых элементов прямой и двойственной задачи (для уточненной
проблемы моментов) Φ0(n) и λ0

∫

S+

(
n1 + n2 + n3

)|Φ0(n)| dS = aTλ0.

Следовательно, в силу утверждения 6 теоремы 1, эти Φ0(n) и λ0 являются
решениями уточненной прямой и двойственной задачи. При этом оптималь-
ное значение функционала I0, (1) = (1 + 4

√
3)2(1 +

√
3)3/2 (с точностью до мно-

жителя σ совпадающего с оптимальной гарантированной ошибкой оценки).
Случаи ν = 4 и ν = 7 исследуются по указанной выше схеме. При этом соот-
ветствующие решения уточненной двойственной задачи с точностью до знака
совпадают, а I0, (4) = (1 + 4

√
3)2(1 +

√
3)2 и I0, (7) = (1 + 4

√
3)4(1 +

√
3)2/4.

Как и выше, нетрудно убедиться, что если из шести точек границы CM ис-

ключить вектор ориентации col
(

4√3+
√

2−√
3

2 , 0,
4√3−

√
2−√

3
2

)
, соответствующий

точке β1, то оставшиеся пять точек (с (27) и (29)) породят еще одно решение
для случая ν = 1 и ν = 7. А если из шести крайних точек CM удалить век-

тор col
(

4√3−
√

2−√
3

2 ,
4√3+

√
2−√

3
2 , 0

)
(соответствующий β3), то можно прийти к

новому решению для случая ν = 4.
Аналогично возьмем симметричный набор векторов ориентации n(5), n(6),

n(7) из CM , в котором концы векторов лежат на серединах дуг [β1, β2], [β3, β4],
[β5, β6] соответственно:

n(5) = col

(
4
√
3 +
√

6− 2
√
3

3
,
2 4
√
3−
√

6− 2
√
3

6
,
2 4
√
3−
√

6− 2
√
3

6

)
,

n(6) = col

(
2 4
√
3−
√

6− 2
√
3

6
,

4
√
3 +
√

6− 2
√
3

3
,
2 4
√
3−
√

6− 2
√
3

6

)
,

n(7) = col

(
2 4
√
3−
√

6− 2
√
3

6
,
2 4
√
3−
√

6− 2
√
3

6
,

4
√
3 +
√

6− 2
√
3

3

)
.

Дополним его векторами из (27), (29). Для образования невырожденной мат-
рицы H нужно присоединить к ним еще два вектора. Как и выше, можно
убедиться, что если присоединить к ним одну и трех пар векторов — край-
них точек CM , аналогичных (38), то полученный невырожденный набор девя-
ти векторов образует оптимальное решение одновременно для случаев ν = 1
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и ν = 7. А если присоединить одну из четырех пар, аналогичных (39), то
полученный невырожденный набор девяти векторов образует оптимальное
решение для случая ν = 4.

На множестве CM

n1(α) =
1

6

√
3−√

3

3

[
(
√
3 + 3) cosα+ (

√
3− 3) sinα

]
+

4
√
3

3
,(51)

n2(α) =
1

6

√
3−√

3

3

[
(
√
3− 3) cosα+ (

√
3 + 3) sinα

]
+

4
√
3

3
,

n3(α) = −
√
3

3

√
3−√

3

3
[ cosα+ sinα ] +

4
√
3

3
.

Тогда проблема моментов (42), (43), заданная на поверхности S+, преоб-
разуется к проблеме моментов на дугах окружности CM :

min
ϕ1,ϕ2,ϕ3,ϕ4,ϕ(α)

⎛

⎜⎝|ϕ1|+ |ϕ2|+ |ϕ3|+
√
3|ϕ4|+

+

∫

CM

(
n1(α) + n2(α) + n3(α)

)|ϕ(α)| dα

⎞

⎟⎠ ,

CM = [β1, β2] ∪ [β3, β4] ∪ [β5, β6]

при условии несмещенности

H
(
n(1)
)
ϕ1 +H

(
n(2)
)
ϕ2 +H

(
n(3)
)
ϕ3 +H

(
n(9)
)
ϕ4 +

∫

CM

H
(
n(α)

)
ϕ(α) dα = a,

где векторы ориентации n(1), n(2), n(3), n(9) определяются (27) и (29), n(α) на
этот раз задаются (51), а граничные углы βi указаны формулами (49).

6. Заключение

В статье рассмотрена задача калибровки трехмерного сенсора в поле по-
стоянного калибровочного сигнала при существенных ограничениях на его
допустимые угловые положения. Такие ограничения возникают, например,
при асимметричных (зависящих от знака входного сигнала) моделях показа-
ний сенсора. Эта задача сведена к проблеме моментов на неотрицательном
октанте. В явном виде (в аналитически замкнутой форме) получены реше-
ния этой проблемы моментов. Тем самым определены оптимальный план уг-
ловых положений стенда, соответствующие оптимальные оценки параметров
погрешностей пространственного сенсора и точности этих оценок.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Сначала докажем, что в (33) detH �= 0. Пусть Hδ — численный образ мат-
рицы H:Hδ = H + δH. Обозначим через B приближенно вычисленную обрат-
ную матрицу к H; матрица B точно известна. Тогда BHδ +Δm = I +ΔH,
где Δm — матрица ошибок при перемножении матриц B и H, а ΔH — извест-
ная ошибка, характеризующая точность обращения. Из указанных равенств
вытекает, что

BH = I +ΔH−Δm−BδH.(Π.1)

Прямые вычисления матрицы ΔH показывают, что ее элементы удовлетворя-
ют неравенству | (ΔH)ij | � 10−14, i, j = 1, . . . , 9. Положим, что для элементов
Δm и δH справедливы ограничения

|Δmij | � ε, |δHij | � ε, i, j = 1, . . . , 9, где ε� 1.

Тогда | (BδH)ij | � ε
∑9

s=1 |Bis| и, следовательно,

| (ΔH−Δm−BδH)ij | � 10−14 + ε

[
1 +

9∑

s=1

|Bis|
]

i, j = 1, . . . , 9.

Элементы известной матрицы B находятся в следующих пределах: 0,1 <
< |Bij| < 12. Поэтому | (ΔH−Δm−BδH)ij | � 109ε+ 10−14. Будем считать,
что ε � 10−5; это заведомо гарантируется современными вычислительными
средствами. Тогда матрица I +ΔH−Δm−BδH из (Π.1) имеет диагональ-
ное доминирование и, следовательно, по теореме Леви-Деспланка [31] явля-
ется невырожденной. Стало быть, невырождена и H, и B.

Рассмотрим случай a = a(1). В соответствии с (Π.1)

Φ = H−1a = (I +ΔH−Δm−BδH)−1Ba = (I +W )Ba = Φcalc +ΔΦ,

где Φcalc = Ba — вычисленное значение Φ, ΔΦ =WBa— ошибка вычислений,

‖W‖ � ‖ΔH−Δm−BδH‖
1− ‖ΔH−Δm−BδH‖ ,

где ‖W‖ — спектральная норма W . Тогда ‖ΔΦ‖ � ‖W‖‖Ba‖, где ‖ΔΦ‖ и
‖Ba‖ — евклидовы нормы соответствующих векторов. Ясно, что

‖W‖ � ‖ΔH‖F + ‖Δm+BδH‖F

1− ‖ΔH‖F − ‖Δm+BδH‖F
;

здесь индексом F обозначена норма Фробениуса, мажорирующая спектраль-
ную норму (величину ошибки вычисления спектральной нормы труднее оце-
нить). Поэтому

‖W‖ � 3εR + 10−13

1− 3εR− 10−13
, R =

√√√√
9∑

i=1

[
1 +

9∑

s=1

|Bis|
]2
.
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Положим, что точность вычисления величины R не превышает ε. Тогда
(с учетом, что ‖Ba‖ � 16)

‖W‖� 429ε+ 3ε2 + 10−13

1− (429ε+3ε2+10−13)
и ‖ΔΦ‖� 0,069 · 105ε+ 3ε2 + 2 · 10−12

1− (0,005 · 105ε+3ε2+10−12)
.

Таким образом, ‖ΔΦ‖ � 0,07 при ε = 10−5 и ‖ΔΦ‖ � 0,007 при ε = 10−6.
Принимая во внимание, что известные элементы вектора Ba = Ba(1) по

абсолютной величине не меньше числа 1,8, мы доказали, что приближенные
вычисления гарантированно устанавливают знаки компонент искомого век-
тора Φ. Для ν = 4 и ν = 7 обоснование аналогично.
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