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1. Введение

Параметры, входящие в систему, могут влиять на ее динамику различным
образом. Если при малых значениях параметров это влияние существенно,
то такие системы получили название сингулярно возмущенных. В противном
случае они называются регулярно возмущенными. Если в системе присут-
ствуют переменные с различными порядками скоростей изменения, то систе-
мы называют разнотемповыми или многотемповыми.

1 Работа первого автора поддержана Российским научным фондом (проект № 21-11-
00202).

3



Необходимость использования асимптотических методов теории сингуляр-
ных возмущений для изучения практических задач возникает как при иссле-
довании задач, имеющих разнотемповые движения, так и при исследовании
задач, в процессе изучения которых возникают уравнения с разнотемповыми
переменными, например, задач с “дешевыми” управлениями. Наиболее попу-
лярными при этом являются методы пограничных функций [1] и интеграль-
ных многообразий [2], которые приводят к понижению размерности исходной
разнотемповой системы и ее сведению к задачам более простой структуры.

При решении сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений
стандартными численными методами исследователь сталкивается со значи-
тельными трудностями, связанными с увеличением времени счета и, как след-
ствие, с накоплением вычислительных ошибок. Для решения таких уравне-
ний разрабатываются специальные численные методы (см., например, [3]),
учитывающие асимптотическую структуру решения. При использовании ите-
рационных методов асимптотический анализ решения помогает найти на-
чальное приближение, обеспечивающее быструю сходимость метода [4]. При
построении асимптотики решения используются численные методы для ре-
шения задач, из которых находятся члены разложения. Таким образом, чис-
ленные и асимптотические методы решения сингулярно возмущенных задач
взаимно дополняют друг друга.

Подавляющее большинство работ в теории сингулярных возмущений,
включая задачи управления, имеет дело с задачами, характеризующимися
наличием переменных со скоростями изменения двух порядков (медленных
и быстрых). Такие работы указаны, например, в [5–11]. Но математические
модели многих практических задач содержат разнотемповые быстрые пере-
менные. В конце этой статьи приведены соответствующие примеры.

Если в системе дифференциальных уравнений с малыми параметрами при
производных, обеспечивающих разнотемповый характер переменных, поло-
жить эти параметры равными нулю, то получим не разрешенную относитель-
но производных систему, которая называется вырожденной (неявной, син-
гулярной, дескрипторной) системой или дифференциально-алгебраическим
(алгебро-дифференциальным) уравнением. Изучению таких систем посвяще-
на обширная литература (например, монографии [12–16]). Обзор публика-
ций, касающихся сингулярных возмущений задач управления с уравнением
состояния, не разрешенным относительно производной, приведен в [17].

Дискретизация систем со многими параметрами при производных рас-
сматривается в [18].

Иногда малые параметры вводятся в задачу искусcтвенным образом. На-
пример, при регуляризации вырожденных задач оптимального управления,
а именно, если в линейно-квадратичной задаче в критерии качества отсут-
ствует управление, то прибавляют к подынтегральной функции квадратич-
ные формы от компонент управления с малыми параметрами перед ними.
В результате получают задачу с “дешевыми” управлениями. В [19] для реше-
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ния систем нелинейных уравнений с плохо обусловленной матрицей Якоби
предложен метод дифференцирования по параметру, использующий систе-
му обыкновенных дифференциальных уравнений с малыми множителями
при производных. Дополнительные быстрые переменные рассматриваются
в [20, 21] при изучении стабилизации.

Выделение групп разнотемповых переменных при моделировании обсуж-
дается в [22].

Данная статья представляет собой обзор публикаций, связанных с асимп-
тотическими методами исследования задач, в постановке или в процессе ре-
шения которых присутствуют несколько быстрых переменных со скоростями
изменения различных порядков. Отметим, что в п. 8.1 из [23] имеется крат-
кий обзор публикаций 1976–1983 гг. на эту тему. Поводом к написанию этого
обзора послужило знакомство авторов с обзорной статьей [24], посвященной
детерминированным и стохастическим сингулярно возмущенным системам с
несколькими малыми параметрами, в которой, к сожалению, не упомянуты
первые основополагающие работы на эту тему.

Во втором разделе настоящей статьи обсуждаются работы, касающиеся
предельного перехода при стремлении малых параметров к нулю решения ис-
ходной задачи c разнотемповыми переменными к решению вырожденной, по-
лучающейся из исходной при нулевых значениях малых параметров. Асимп-
тотические решения начальных и краевых задач рассмотрены в третьем раз-
деле. Следующий раздел имеет дело с проблемами устойчивости и управляе-
мости. Пятый раздел посвящен задачам оптимального управления. Задачи
со “скрытыми” разнотемповыми быстрыми переменными, в том числе зада-
чи управления, в критерии качества которых имеется сумма квадратичных
форм относительно управления с разными степенями малого параметра, т.е.
некоторые компоненты управления являются “дешевыми”, рассматривают-
ся в шестом разделе. Многотемповые задачи с ограничением на управление
в форме замкнутых неравенств приводятся в седьмом разделе. Следующие
два раздела имеют дело соответственно с игровыми задачами и стохасти-
ческими системами. Последний раздел посвящен практическим задачам, в
которых имеются быстрые переменные со скоростями изменения различных
порядков.

Всюду в этой статье уравнения рассматриваются в конечномерном веще-
ственном пространстве; штрих означает транспонирование; In — единичная
матрица порядка n; ε, εj — неотрицательные малые параметры; положитель-
но определенная матрица A обозначается через A > 0, а неотрицательно опре-
деленная A > 0. Через diag(A1, . . . , An) обозначается матрица, у которой на
главной диагонали стоят матрицы A1, . . . , An, а остальные элементы нулевые.
Коэффициент при εj в разложении функции w(ε) в ряд по целым неотрица-
тельным степеням ε обозначается как wj. Если не оговорено противное, все
функции, входящие в постановки задач, предполагаются достаточно гладки-
ми по своим аргументам.

5



2. Предельный переход

Построение приближенного решения сингулярно возмущенной задачи
обычно начинается с решения вырожденной задачи, которая имеет более низ-
кий порядок по отношению к исходной. В связи с этим возникает необходи-
мость исследования предельного перехода решения исходной возмущенной
задачи к решению вырожденной. Краткий обзор публикаций, касающихся
этой темы, содержится в [25].

Приведем некоторые сведения для систем с разнотемповыми быстрыми
переменными.

Предельный переход при стремлении малых параметров к нулю для ре-
шения задачи вида

dx

dt
= f(x, z1, . . . , zm, t),

εj
dzj
dt

= Fj(x, z1, . . . , zm, t), j = 1,m,

(1)

x(t0) = x0, zj(t0) = z0j(2)

при t ∈ [t0, T ] изучался А.Н. Тихоновым и И.С. Градштейном в [26–30]. При
этом предполагалось, что εj+1/εj → 0. Статьи [26, 28], а также другие работы
А.Н. Тихонова, касающиеся уравнений вида (1), приведены в [30]. Поведение
производных решения по параметрам при стремлении этих параметров к ну-
лю исследовалось в [25].

Заметим, что систему (1) можно привести к виду εdy/dt = F (y, t, ε) пу-
тем умножения уравнений системы на некоторые малые множители. Однако
при этом уничтожатся свойства системы, которые важны в теории сингуляр-
ных возмущений, так как члены, которые оказывают решающее влияние на
асимптотическое решение системы при стремлении малых параметров к ну-
лю, могут стать малыми при умножении их на некоторые малые параметры.

Условия, обеспечивающие стремление решения исходной возмущенной за-
дачи (1), (2) к некоторому решению вырожденной задачи при стремлении
малых параметров к нулю, сформулированы в [26, 28] с помощью присоеди-
ненных систем разных порядков. Приведем здесь определение таких систем.

Под присоединенной системой первого порядка понимается система

dzm
dτ

= Fm(x, z1, . . . , zm, t),(3)

в которой x, z1, . . . , zm−1, t являются параметрами. Предполагая, что систе-
ма Fm(x, z1, . . . , zm, t) = 0 имеет единственный изолированный корень zm =
= ϕm(x, z1, . . . , zm−1, t) и подставляя его в предыдущие уравнения систе-
мы, из уравнения для zm−1 можно записать присоединенную систему вто-
рого порядка. Аналогичным образом получаем присоединенные системы
j-го порядка для j = 3,m. Областью влияния устойчивого корня zm при
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заданных значениях x0, z0j , j = 1,m− 1, t0 называется совокупность та-

ких точек {z0m}, что траектории присоединенной системы (3) при x = x0,
zj = z0j , j = 1,m− 1, t = t0 и начальном условии zm(t0) = z0m стремятся к

zm = ϕm(x0, z01 , . . . , z
0
m−1, t0) при τ → +∞. Подобным способом определяются

области влияния для изолированных устойчивых корней zj = ϕj , j = 1,m− 1
уравнений Fj = 0, при помощи которых определяется вырожденная система.

В [28] (см. также [26, 31]) изучался предельный переход решения задачи
(1), (2) при t ∈ (t0, T ] к решению вырожденной системы для медленной пере-
менной с начальным значением x0 при стремлении к нулю малых параметров
при условии, что корни zj = ϕj являются устойчивыми корнями присоединен-
ных систем j-го порядка, j = 1,m, а начальные значения z0j входят в область

влияния корня zj при заданных значениях x0, z01 , . . . , z
0
j−1, t0.

Другой подход к исследованию систем дифференциальных уравнений с
малыми множителями при производных, связанный с применением теории
устойчивости А.М. Ляпунова, рассматривался в [27, 29].

Сходимость на полупрямой при стремлении малых параметров к нулю
решения возмущенной задачи (1), (2) к решению вырожденной задачи изу-
чалась в [32] (см. также замечание о трехтемповых системах в [33]).

Предельный переход при ε→ 0 к решению вырожденной задачи реше-
ния двухточечной краевой задачи для линейной системы с множителями 1,
εk2 , . . . , εkp при производных, где ki — целые числа такие, что 0 < k2 < . . . <
< kp, исследовался в [34].

В [35] установлены оценки близости решения нелинейной краевой задачи
с двухтемповыми быстрыми переменными в условно устойчивом случае для
системы вида

dx

dt
= f(x, y, z, t),

ε1
dy

dt
= g(x, y, z, t),

ε2
dz

dt
= h(x, y, z, t),

где ε2/ε1 → 0, к решению вырожденной задачи. Термин условная устойчи-
вость в данном случае означает, что матрицы hz и gy − gz(hz)−1hy имеют
собственные значения как с отрицательными, так и с положительными дей-
ствительными частями. Чертой сверху здесь обозначено значение функции
на решении вырожденной задачи.

Для частного случая нелинейной управляемой системы с произведения-
ми малых параметров при части производных и измеримыми управлениями
со значениями из компактного множества в [36] приведен алгоритм после-
довательного понижения порядка системы. В итоге получается управляемая
система для медленных переменных состояния.
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Существование решения и предельный переход при стремлении к нулю
малого параметра для системы

ε6
(
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t

)
= f(u, v, t, ε),

ε2
(
∂2v

∂x2
− ∂v

∂t

)
= g(u, v, t, ε), (x, t) ∈ (a, b) × (0,+∞),

∂u

∂x
(a, t, ε) =

∂u

∂x
(b, t, ε) =

∂v

∂x
(a, t, ε) =

∂v

∂x
(b, t, ε) = 0, t ∈ (0,+∞),

u(x, 0, ε) = u0(x), v(x, 0, ε) = v0(x), x ∈ [a, b]

изучались в [37].

При некоторых условиях предельный переход решения начальной задачи
для одного класса систем дифференциальных уравнений с частными произ-
водными, содержащих два стремящихся к нулю малых параметра, обеспечи-
вающих три временных масштаба, рассматривался в [38].

Для решения начальной задачи для дифференциального уравнения вто-
рого порядка в банаховом пространстве с малыми параметрами при первой
и второй производных в [39] изучался предельный переход при стремлении
малых параметров к нулю.

3. Решение начальных и краевых задач

3.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения

Первые работы, посвященные построению асимптотики решения сингу-
лярно возмущенных начальных задач с несколькими малыми параметрами
при производных, принадлежат А.Б. Васильевой (см., например, [40–43]).
Для частного случая таких задач вида

dx

dt
= f(x, y, z, t),

ε1
dy

dt
= g(x, y, z, t),

ε1ε2
dz

dt
= h(x, y, z, t),

x(t0) = x0, y(t0) = y0, z(t0) = z0, t ∈ [t0, T ]

(4)

асимптотическое разложение решения по степеням εi1ε
k
2 , поcтроенное в

[43], содержит пограничные функции от аргументов τ1 = (t− t0)/ε1 и τ2 =
= (t− t0)/ε1ε2, т.е.

w = (x′, y′, z′)′ =
∞∑

i,k=0

εi1ε
k
2

(
wik(t− t0) +

(1)

Π ikw(τ1) +
(2)

Π ikw(τ2)

)
.
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Уравнения, определяющие коэффициенты разложения, получаются в резуль-
тате подстановки постулируемого разложения в условие задачи (4) и прирав-
нивания членов с одинаковыми степенями ε1 и ε2, отдельно зависящих от t,
τ1, τ2.

В случае правых частей и начальных условий в (4), зависящих от малых
параметров, асимптотика решения построена в [44]. Асимптотическое реше-
ние начальной задачи с трехтемповыми переменными рассматривалось также
в [45].

Как указано в [43, 44], используемые в этих статьях алгоритмы могут быть
применены для построения асимптотики решения начальной задачи для син-
гулярно возмущенной системы со многими малыми параметрами при произ-
водных.

В [46] изложено применение метода пограничных функций для асимптоти-
ческого решения различных сингулярно возмущенных задач для систем с раз-
ными степенями малого параметра при производных. Асимптотика периоди-
ческого решения для таких систем с периодической правой частью построена
в [47, стр. 352–381; 48].

Для краевой задачи вида

ε1a(t)
d2y

dt2
+ ε2b(t)

dy

dt
+ c(t)y = f(t), t ∈ (0, 1),(5)

y(0) = y0, y(1) = y1(6)

при некоторых условиях в [49] построена асимптотика решения в двух слу-
чаях, когда ε1 → 0, ε−1

1 ε22 → 0 и ε1ε
−2
2 → 0, ε2 → 0.

В трех случаях зависимого стремления к нулю двух малых параметров
в [50] построена асимптотика решения двухточечной краевой задачи на от-
резке [0, 1] для уравнения вида

ε1My + ε2Ny + Ly = 0,

где M , N и L — линейные обыкновенные дифференциальные операторы по-
рядков m2, m1 и m0 соответственно, причем m2 > m1 > m0 > 0, а краевые
условия задаются в концах отрезка [0, 1]. Исследование двухпараметрических
сингулярно возмущенных задач, в том числе нелинейных, приведено также
в [51, стр. 66–75, 94–102].

Асимптотическое разложение решений систем уравнений, содержащих ма-
лые параметры при производных, строится в основном, как в цитированных
выше работах, в случае, когда малые параметры при производных стремятся
к нулю зависимым образом. Представляет интерес асимптотическое разло-
жение и в том случае, когда параметры при производных независимо друг
от друга стремятся к нулю.

В [52] представлено асимптотическое разложение решения задачи вида
(5), (6) при независимом стремлении ε1 и ε2 к нулю. Для этого сначала стро-
ится асимптотика решения, которая не является равномерно относительно ε2
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близкой к решению возмущенной задачи. Затем при условии b(t) > 0 (либо
b(t) < 0), t ∈ [0, 1], строится равномерная относительно ε2 асимптотика.

Для решения начальной задачи с двумя независимыми малыми парамет-
рами вида

ε1
dx

dt
= a(t)x+ b(t)y + f(t),

ε2
dy

dt
= c(t)x+ d(t)y + g(t),

x(0) = x0, y(0) = y0,

(7)

a(t) < 0, d(t) < 0, b(t)c(t) − a(t)d(t) < 0, b(t)c(t) > 0,(8)

в [53] приведен алгоритм построения асимптотического разложения решения,
включающего пограничные функции, аргумент которых зависит от произве-
дения малых параметров, т.е.

z(t, ε1, ε2) = z(t, ε1, ε2) + Πz(τ, ε1, ε2), τ =
t

ε1ε2
, z = (x, y).(9)

Здесь

z(t, ε1, ε2) =

∞∑

m,n=0

εm1 ε
n
2zm,n(t), Πz(τ, ε1, ε2) =

∞∑

m,n=0

εm1 ε
n
2Πm,nz(τ, ε1, ε2)

— пограничные функции в окрестности t = 0.

Обоснование асимптотики (9), равномерной по ε1, ε2, приведено в [54]. При
этом доказывается, что

‖Πm,nz(τ, ε1, ε2)‖ 6
c

ρi
exp (−σρτ), τ > 0, i = min(m,n),

где ρ = ρ(ε1, ε2) = ε1ε2/(ε1 + ε2), c и σ — положительные постоянные, не за-
висящие от ε1, ε2, τ .

Асимптотическое решение начальной задачи (7) в случае, когда последнее
неравенство в (8) заменяется на b(t)c(t) < 0, t ∈ [0, T ], построено в [55].

Асимптотика решения начальной задачи для системы двух обыкновенных
нелинейных дифференциальных уравнений с двумя малыми параметрами
при производных, независимо друг от друга стремящихся к нулю, приведена
в [56].

Алгоритм построения асимптотики интегральных многообразий для си-
стем с несколькими малыми параметрами при производных вида

i∏

k=0

εk
dxi
dt

= Xi(t, x
(n), xn, ε, εn), i = 0, n,(10)
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где ε0 = 1, xi ∈ IRmi , x(n) = (x0, . . . , xn−1), ε = (ε1, . . . , εn−1), приведен
в [2, стр. 116–127].

В [2, стр. 127–134] для системы (10) также рассматривается расщепление
начальных и краевых задач. Изложенная в [2] схема расщепления наиболее
просто реализуется для систем линейных дифференциальных уравнений с
малыми параметрами при производных. При этом расщепляющее преобразо-
вание является линейным, а результирующая система — блочно-диагональ-
ной. Приведение матрицы коэффициентов линейной системы с малыми пара-
метрами при производных к виду, обеспечивающему расщепление на задачи с
меньшим числом переменных, используется также в [47, стр. 339–352; 57–63].

Для решения краевой задачи для системы двух уравнений второго порядка

ε4
d2u

dt2
= f(u, v, t, ε),

ε2
d2v

dt2
= g(u, v, t, ε), t ∈ (0, 1),

du

dt
(0) =

du

dt
(1) = 0,

dv

dt
(0) =

dv

dt
(1) = 0

в [64] строится асимптотика решения с переходным слоем в окрестности неко-
торой внутренней точки t∗ отрезка [0, 1]. Наряду с функциями от аргумента t
эта асимптотика содержит функции переходного слоя в окрестности точки t∗

от аргументов (t− t∗)/ε и (t− t∗)/ε2 и функции пограничных слоев в окрест-
ностях граничных точек t = 0 и t = 1 от аргументов t/εj , (1− t)/εj , j = 1, 2.

Краевая задача для системы двух линейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений второго порядка с двумя независимыми малыми парамет-
рами при высших производных рассматривается в [65].

Асимптотическое разложение матричной экспоненты exp((A+B/ε+
+ C/εr)t), r > 1 построено в [66].

В [67] предложен алгоритм выбора формы асимптотического представле-
ния решений линейных дифференциальных уравнений n-го порядка (n > 1)
с переменными коэффициентами и малым параметром при старшей произ-
водной.

Для системы вида

dx

ds
= ε(µ − f1y),

dy

ds
= z − x,

ε
dz

ds
= −y + f2z

2 + f3z
3,

где s = εt — медленное время, в [68] при некоторых условиях изучается фе-
номен возникновения так называемых “уток”. Приводятся асимптотические
формулы.

11



3.2. Уравнения с частными производными

Для системы двух уравнений с частными производными первого порядка
и малым параметром в различных степенях перед производными

ε2
∂u

∂t
+ εb1(x)

∂u

∂x
= a11(x, t)u+ a12(x, t)v + f1(x, t, ε),

ε
∂v

∂t
+ ε2b2(x)

∂v

∂x
= a21(x, t)u+ a22(x, t)v + f2(x, t, ε),

(x, t) ∈ G = (0,X] × (0, T ],

c краевыми условиями

u|t=0 = u|x=0 = v|t=0 = v|x=0 = 0

в [69] при некоторых условиях построено непрерывное асимптотическое ре-
шение четвертого порядка, содержащее четыре типа обыкновенных погра-
ничных функций и три типа угловых пограничных функций вида

w = (u, v)′ =
4∑

i=0

εi
(
wi(x, t) + Πiw(x, τ1) + Ωiw(x, τ2) +Qiw(ξ1, t) +

+Riw(ξ2, t) + Piw(ξ1, τ1) + Siw(ξ1, τ2) + Tiw(ξ2, τ1)
)
+O(ε5),

где wi — члены регулярной части асимптотики, Πiw, Ωiw — пограничные
функции, описывающие погранслой вблизи стороны t = 0 прямоугольника G,
Qiw, Riw — пограничные функции, описывающие погранслой вблизи стороны
x = 0 прямоугольника G, Piw, Siw, Tiw — угловые пограничные функции,
τj = t/εj , ξj = x/εj , j = 1, 2.

Асимптотическое решение краевой задачи для системы трех уравнений с
частными производными первого порядка и разными степенями малого па-
раметра при производных построено в [70].

Для уравнений эллиптического типа

ε2
(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
−A(x, y)∂u

∂y
− k2(x, y)u = f(x, y, ε),

ε21ε
2
2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
− ε1A(x, y)

∂u

∂y
− k2(x, y)u = f(x, y, ε1, ε2)

соответственно в [71, 72] (параметры ε1 и ε2 считаются независимыми) при
некоторых условиях построены асимптотические разложения решений крае-
вых задач, содержащие разного типа пограничные функции от аргументов
различных порядков. Для системы двух эллиптических уравнений с различ-
ными степенями малого параметра при производных в [73] доказано суще-
ствование решения с внутренним переходным слоем в окрестности некоторой
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замкнутой кривой и построена асимптотика этого решения по малому пара-
метру с произвольной точностью.

Асимптотика сингулярно возмущенных параболических уравнений, содер-
жащая разнотемповые пограничные функции, построена в [74].

3.3. Дискретные уравнения

Асимптотическое решение двухточечной краевой задачи для дискретной
трехтемповой системы вида




x(k + 1)
y(k + 1)
εz(k + 1)


 =



A11 εA12 A13

A21 εA22 A23

A31 εA32 A33





x(k)
y(k)
z(k)


+



B1

B2

B3


u(k), k = 0, N − 1,

x(0) = x0 или x(N) = xN , y(0) = y0, z(N) = zN

при предположении, что матрица A33 невырожденная, представлено в [75,
стр. 120–126; 76, стр. 142–148].

В [77] рассмотрены три типа краевых задач для сингулярно возмущенных
дискретных систем с двумя различными малыми параметрами. Для каждого
из этих трех типов задач построены асимптотические решения, содержащие
регулярные и пограничные функции. Соответствующие результаты для на-
чальных задач получены в [78]. Асимптотика начальных и краевых задач для
дискретных трехтемповых систем обсуждается также в [79, 80].

Метод пограничных функций асимптотического решения начальных и
краевых задач для линейных сингулярно возмущенных дискретных систем
со многими малыми параметрами использовался в [81].

3.4. Численное решение задач с двумя параметрами

Для численного решения сингулярно возмущенных задач с двумя малы-
ми параметрами предложены различные методы. Укажем здесь некоторые
публикации на эту тему.

Статьи [82–84] посвящены численным методам решения задач типа (5), (6).
Для краевых задач этого вида в [85] предлагается метод решения, основан-
ный на сплайнах. Случай разрывной правой части изучался в [86]. Для нели-
нейных уравнений численные методы использовались в [87, 88]. Начально-
краевые задачи для параболического уравнения с двумя малыми параметра-
ми при производных первого и второго порядков по пространственной пере-
менной рассматривались в [89, 90], а начальная задача для уравнений такого
типа — в [91]. Сеточная аппроксимация решения задачи Дирихле для сингу-
лярно возмущенного эллиптического уравнения конвекции-диффузии иссле-
довалась в [92]. При этом тип пограничных слоев в окрестностях различных
участков границы области зависит от соотношения между двумя параметра-
ми. Случай неограниченных областей рассматривался в [93]. Статьи [94–96]
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имеют дело с запаздывающим аргументом, [97, 98] — с негладкими данны-
ми, [99] — с уравнением четвертого порядка, а [100] — с системой двух урав-
нений второго порядка. Для решения краевой задачи для системы линейных
дифференциальных уравнений второго порядка с малыми множителями при
вторых производных в [101] используется метод конечных элементов.

4. Качественные характеристики систем

Связь теории дифференциальных уравнений с малыми множителями при
производных с устойчивостью, по-видимому, впервые обсуждалась в работах
И.С. Градштейна и А.Н. Тихонова (см., например, [26, 29]).

Один раздел в обзоре [24] посвящен асимптотической устойчивости ли-
нейных и нелинейных систем с малыми параметрами при производных. По-
лученные результаты основаны на асимптотической устойчивости системы
меньшего порядка для медленных переменных и подсистем для быстрых пе-
ременных. Отметим, что ссылок на работы А.Б. Васильевой, И.С. Градштей-
на и А.Н. Тихонова в этом обзоре нет.

В [102] приводятся условия, обеспечивающие асимптотическую устойчи-
вость многотемповой линейной системы с постоянными коэффициентами

dx

dt
= A0x+

N∑

j=1

A0jzj , x(0) = x0,

εi
dzi
dt

= Ai0x+
N∑

j=1

Aijzj, zi(0) = z0i , zi ∈ IRni , i = 1, N,

для малых параметров одинакового порядка, т.е. предполагается, что отно-
шения величин ε1, . . . , εN ограничены некоторыми положительными постоян-
ными mij, Mij :

mij 6
εi
εj

6Mij .(11)

Случай переменных коэффициентов и mij = m, Mij =M изучается в [103].

Как указано в [6], иногда сингулярно возмущенные задачи с малыми па-
раметрами одинакового порядка сводятся к задаче с одним малым парамет-
ром µ посредством замены εi = βiµ. Недостаток такого подхода, состоящий в
том, что коэффициенты βi часто неизвестны, отмечен в [102, 103].

Система погранслоя в [102] записывается в виде

dz̃

dτ
= D(ε)Af z̃, z̃(0) = z0 − z(0),

где

τ = t/µ, µ = µ(ε) = (ε1 . . . εN )1/N , ε = (ε1, . . . , εN )′,

D(ε) = diag(µ/ε1In1 , . . . , µ/εN InN
),
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z(t) — решение вырожденной системы, получающейся из исходной при ε =
= 0, а матрица Af сформирована из коэффициентов исходной системы. В си-
лу (11) все элементы матрицы D(ε) ограничены. Используется понятие блоч-
ной D-устойчивости: матрица Af называется блочной D-устойчивой, если

Reλ(DAf ) < 0

для всех D = diag(α1In1 , . . . , αN InN
) с произвольными положительными по-

стоянными αi.

В [104] рассматривается многотемповая линейная система с переменными
коэффициентами

dx

dt
= A0(t)x+

r∑

k=1

B0k(t)yk +

s∑

k=1

C0k(t)zk,

εi
dyi
dt

= Aε
i0(t)x+

r∑

k=1

Bε
ik(t)yk +

s∑

k=1

Cε
ik(t)zk, i = 1, r,

µj
dzj
dt

= Aµ
j0(t)x+

r∑

k=1

Bµ
jk(t)yk +

s∑

k=1

Cµ
jk(t)zk, j = 1, s,

(12)

где x ∈ IRn0 , yi ∈ IRmi , zj ∈ IRlj , а для положительных малых параметров
εi, µj справедливы неравенства

ε 6
εi
εk

6 ε, µ 6
µj
µk

6 µ,

ε, ε, µ, µ — некоторые положительные числа. Введем обозначения ε =

= (ε1 . . . εr)
1/r, µ = (µ1 . . . µs)

1/s, y = (y′1, . . . , y
′
r)

′, z = (z′1, . . . , z
′
s)

′. Предпола-
гая, что µ/ε→ 0 при ε→ 0, исходную систему можно записать в виде системы
для переменных со скоростями изменения трех порядков

dx

dt
= A0(t)x+A01(t)y +A02(t)z,

ε
dy

dt
= D1A10(t)x+D1A11(t)y +D1A12(t)z,

µ
dz

dt
= D2A20(t)x+D2A21(t)y +D2A22(t)z,

где

D1 = diag(ε/ε1Im1 , . . . , ε/εrImr ), D2 = diag(µ/µ1Il1 , . . . , µ/µsIls).

При некоторых условиях в [104] доказывается глобальная экспоненциальная
устойчивость положения равновесия системы (12) (см. также [58]).
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Используя теорию сингулярных возмущений и метод Ляпунова, в [105]
(см. также [106]) изучается асимптотическая устойчивость для нелинейной
нестационарной системы вида (1), где εj = ε1/πj , j = 1,m, π1 = 1, значе-
ния πj ∈ [πjm, 1], j = 2,m, не известны, но нижние границы этих значений
πjm ∈ (0, 1] заданы. При этом находится верхняя граница параметров, при
которых исходная возмущенная система асимптотически устойчива.

Приближенное решение уравнения Ляпунова для трехтемповых перемен-
ных путем решения трех систем меньшего порядка обсуждается в [107].

Условия асимптотической устойчивости нелинейных по медленной пере-
менной и линейных по быстрым переменным систем получены в [108] в случае
различных малых параметров одинакового порядка при производных.

Устойчивость интегрального многообразия медленных движений для си-
стемы вида (10) обсуждается в [2, стр. 129; 109, стр. 220–221].

Граница D-устойчивости дискретных многотемповых сингулярно возму-
щенных систем изучается в [110].

Достаточные условия асимптотической устойчивости для линейных си-
стем с параметрами при производных и постоянным запаздыванием пред-
ставлены в [111].

Различные вопросы, связанные с устойчивостью линейных и нелинейных
систем с многотемповыми переменными, рассматривались также в [18, 112–
119]. В [120] изучалась асимптотическая устойчивость для систем с малыми
и большими параметрами при производных.

Стабилизация для достаточно малых значений параметров линейных ста-
ционарных сингулярно возмущенных систем с неизвестными малыми пара-
метрами εi при производных в уравнениях для быстрых переменных, удовле-
творяющих (11), где mij , Mij известны, изучалась в [121]. Для нелинейных
по медленной переменной и линейных по n быстрым переменным систем,
для которых в [108, 122] исследовалась устойчивость, в [123] для такого клас-
са систем при n = 2 изучается стабилизация. При этом используется алгеб-
раическое матричное уравнение Риккати с коэффициентами, зависящими от
медленной переменной.

Вопросы устойчивости адаптивных систем стабилизации с разнотемповы-
ми процессами исследовались в [124]. В частности, рассматривался случай,
когда процессы в фильтре являются быстрыми, процессы в адаптере — сред-
ними по скорости, а процессы, описываемые вырожденной системой, — мед-
ленными.

Для управляемой линейной сингулярно возмущенной системы с разны-
ми параметрами при производных и заданными ограничениями на значения
управляющей функции и медленной переменной в [125] изучалось поведе-
ние множества достижимости возмущенной системы при стремлении к нулю
малых параметров.
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В [126–128] при формулировке условий управляемости для системы

dx

dt
= A11x+A12y +B1u,

E(ε)
dy

dt
= A21x+A22y +B2u,

где E(ε) = diag(ε1In1 , . . . , εN InN
), detA22 6= 0, для подсистемы быстрых дви-

жений используется понятие D-управляемости. Приведем соответствующее
определение. Пара (A,B) называется D-управляемой, если для любой диа-
гональной матрицы D с положительными элементами на диагонали пара
(DA,DB) управляема.

Условия управляемости линейной многотемповой системы

εki
dxi
dt

=
n∑

j=1

Aij(ε)xj +Bi(ε)u(t), i = 1, n,(13)

где ki — целые числа такие, что k1 > k2 > . . . > kn > 0, xi = xi(t) ∈ IRni и мат-

рицы



A11 . . . A1j

. . . . . . . . .
Aj1 . . . Ajj


, j = 1, n − 1, при ε = 0 обратимы, установлены в [129]

на основе свойств управляемости систем меньшей размерности, к которым
сводится исходная система при помощи замены переменных. При этом для
достаточно малых ε 6= 0 используется алгоритм сведения путем линейной за-
мены переменных системы

εk
dx

dt
= (C11 +O(ε))x+ (C12 +O(ε))y + (D1 +O(ε))u(t),

εm
dy

dt
= C21(ε)x+ C22(ε)y +D2(ε)u(t),

где k, m — целые числа такие, что k > m > 0, а C11 — обратимая матрица, к
двум уравнениям вида

εk
dξ

dt
= (C11 +O(ε))ξ + (D1 +O(ε))u(t),

εm
dη

dt
= (C22(ε)−H(C12 +O(ε))η + (D2(ε) −H(D1 +O(ε)))u(t),

где матрица H определяется в виде разложения по степеням ε. Применив
этот алгоритм к системе (13) n− 1 раз, получим n уравнений

εki
dξi
dt

= (Ei +O(ε))ξi + (Gi +O(ε))u(t), ξi = ξi(t) ∈ IRni , i = 1, n.

При условии rank(Gi, EiGi, . . . , E
ni−1
i Gi) = ni доказано, что система (13) пол-

ностью управляема при достаточно малых ε 6= 0.
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Для частного случая системы (13) (n = 3) в [130] получены условия пол-
ной управляемости в терминах решения рекуррентных матричных алгебраи-
ческих уравнений, называемых определяющими уравнениями системы, кото-
рые, по-видимому, впервые были использованы для исследования относитель-
ной управляемости линейных динамических систем с запаздыванием в [131].
Метод определяющих уравнений используется также в [132] для изучения
полной и относительной управляемости трехтемповых систем с множителя-
ми при производных 1, εk, εm, где k, m — целые положительные числа.

Наряду с обсуждением управляемости линейных трехтемповых систем
в [2, стр. 170–172] приводится утверждение для нелинейных трехтемповых си-
стем, касающееся локальной управляемости вблизи начала координат. Управ-
ляемости и наблюдаемости вблизи начала координат многотемповых нели-
нейных систем, линейных по быстрым переменным и управлению, посвящена
статья [133].

5. Асимптотический анализ задач оптимального управления
без ограничений на управление

При построении асимптотических решений задач оптимального управле-
ния используются два подхода. Более распространенный состоит в построе-
нии асимптотического решения задачи, вытекающей из условий оптималь-
ности управления. Другой подход, называемый прямой схемой (см., напри-
мер, [9, 134]), заключается в непосредственной подстановке постулируемого
асимптотического разложения решения в условие задачи и построении се-
рии задач для нахождения членов асимптотики. Этот подход позволяет ис-
пользовать пакеты программ решения задач оптимального управления для
нахождения членов асимптотического разложения решения и устанавливать
невозрастание значений минимизируемого функционала при использовании
членов разложения оптимального управления высших порядков.

В обзоре [24] имеется раздел, посвященный линейно-квадратичным регу-
ляторам на бесконечном промежутке времени. Там же приводятся алгоритмы
различных методов решения алгебраических матричных уравнений Риккати
с несколькими малыми параметрами. В частности, в [135] для алгебраиче-
ского уравнения Риккати со знаконеопределенным квадратичным членом,
возникающего в теории H∞, изучается асимптотическая структура решения
и предлагается итерационный метод его нахождения.

Задачи оптимального управления на бесконечном промежутке в случае
малых параметров одинакового порядка (см. (11)), стоящих перед производ-
ными в уравнении состояния, исследовались в [102, 136–141].

В [102] асимптотическое поведение решения задачи минимизации квадра-
тичного функционала

J =
1

2

+∞∫

0

(y′y + u′Ru) dt, R > 0, y = C0x+
N∑

j=1

Cjzj,(14)
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на траекториях линейной системы

dx

dt
= A0x+

N∑

j=1

A0jzj +B0u, x(0) = x0,

εi
dzi
dt

= Ai0x+
N∑

j=1

Aijzj +Biu, zi(0) = z0i , i = 1, N,

(15)

в случае малых параметров при производных одинакового порядка изучалось
при некоторых условиях на основе асимптотики решения алгебраического
матричного уравнения Риккати, имеющего следующую структуру:

(
K1(ε) µ(ε)K2(ε)

µ(ε)K2(ε)
′ µ(ε)K3(ε)

)
, µ(ε) = (ε1 . . . εN )1/N .

Подобная (14), (15) задача для уравнения состояния с одним малым и
одним большим параметрами при производных рассматривалась в [142].

Отметим здесь статью [136], где, в отличие от [102], для задачи (14), (15)
изучался критический (нестандартный) случай, когда быстрая переменная
состояния не может быть однозначно выражена из ее уравнения при нулевом
значении малого параметра.

На практике часто малые параметры εi в (15) не известны. Поэтому пред-
ставляет интерес построение регуляторов, не зависящих от малых парамет-
ров. Значение критерия качества для построенных в [102, 136] регуляторов
отличается от оптимального на O(‖ε‖), ε = (ε1, . . . , εN ).

Для критического случая со специальным видом уравнений для быст-
рых переменных, связанных между собой посредством медленных перемен-
ных, в [139] предложен алгоритм построения регулятора, не зависящего от
неизвестных малых параметров, значение критерия качества для которо-
го отличается от оптимального на O(‖ε‖2). Для одного класса линейно-
квадратичных задач на бесконечном промежутке с трехтемповыми перемен-
ными состояния в [137, стр. 117–132] подробно описан алгоритм сведения ре-
шения к решению трех независимых алгебраических матричных уравнений
Риккати, которые предлагается решать итерационным методом Ньютона (см.
также [138]).

В [140] для задачи минимизации функционала

J =
1

2

+∞∫

0

z(t)′z(t) dt, z(t) = Cx(t) +Du(t),

x(t) = (x0(t)
′, x1(t)

′, x2(t)
′)′, u(t) = (u1(t)

′, u2(t)
′)′,
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на траекториях системы со слабосвязанными быстрыми переменными

dx0(t)

dt
= A00x0(t) +A01x1(t) +A02x2(t) +B01u1(t) +B02u2(t), x0(0) = x00,

ε1
dx1(t)

dt
= A10x0(t) +A11x1(t) + ε3A12x2(t) +B11u1(t), x1(0) = x01,

ε2
dx2(t)

dt
= A20x0(t) + ε4A21x1(t) +A22x2(t) +B22u2(t), x2(0) = x02

построен регулятор, не зависящий от неизвестных значений малых парамет-
ров, значение критерия качества для которого отличается от оптимального
на O(ε1ε2).

Для последней задачи при помощи итерационного метода в [141] построен
регулятор, обеспечивающий лучшее приближение значения критерия каче-
ства к оптимальному, а именно, значение критерия качества для построен-

ного регулятора отличается от оптимального на O(‖ε‖2i+1

), где ε = (ε1, ε2)
′,

i — номер итерации.

Для системы вида (15) при некоторых условиях в [143] построено субоп-
тимальное стабилизирующее управление в форме обратной связи для задачи
минимизации квадратичного функционала на бесконечном промежутке.

Декомпозиция на N однотемповых подсистем системы уравнений с мно-
жителями ε1, . . . , εN при производных (0 < εN << εN−1 << . . . << ε2 << ε1)
для переменных состояния и сопряженных переменных, полученной из усло-
вия оптимальности управления для задачи минимизации квадратичного
функционала на бесконечном промежутке, описана в [144]. В этой статье так-
же приводится декомпозиция соответствующего алгебраического матричного
уравнения Риккати на системы низшего порядка.

Задача об оптимальном линейном регуляторе, минимизирующем квадра-
тичный функционал

J =
1

2
y(1)′Fy(1) +

1

2

1∫

0

(y(t)′Q(t)y(t) + u(t)′R(t)u(t)) dt

на траекториях трехтемповой линейной системы

dy1
dt

= A11y1 +A12y2 +A13y3 +B1u,

ε1
dy2
dt

= A21y1 +A22y2 +A23y3 +B2u,

ε1ε2
dy3
dt

= A31y1 +A32y2 +A33y3 +B3u

(16)

с закрепленным левым концом, где yi ∈ IRmi , u ∈ IRr, Aij = Aij(t, ε1, ε2), Bi =
= Bi(t, ε1, ε2), рассматривается в [109, стр. 262–273] (см., также [2, стр. 195–
200]).
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Оптимальное управление для этой задачи имеет вид u = −R−1B′Ky, где
K — положительно определенное решение матричного дифференциального
уравнения Риккати

dK

dt
= −KA−A′K +KSK −Q, S = BR−1B′,

с конечным условием

K(1, ε1, ε2) = F.

Здесь

A =




A11 A12 A13

A21/ε1 A22/ε1 A23/ε1

A31/ε1ε2 A32/ε1ε2 A33/ε1ε2


 , B =




B1

B2/ε1

B3/ε1ε2


 ,

F =




F11 ε1F12 ε1ε2F13

ε1F
′
12 ε1F22 ε1ε2F23

ε1ε2F
′
13 ε1ε2F

′
23 ε1ε2F33


 .

Учитывая вид F , матрица K ищется в аналогичном виде. Ее блоки Kij , j =
= 1, 3, i = 1, j, должны удовлетворять трехтемповой сингулярно возмущен-
ной системе. При некоторых условиях для построения асимптотического ре-
шения этой системы производится асимптотическое расщепление уравнений
и конечных условий с помощью метода интегральных многообразий, изло-
женного, например, в [109, п. 9].

Алгоритм приведения к блочно-диагональной форме линейной нестацио-
нарной управляемой системы с множителями при производных вида (16) опи-
сан в [109, стр. 246–248] (см. также [2, стр. 146–148]). При этом расщепляющие
преобразования ищутся в виде асимптотических разложений. Для большего
числа параметров частный случай обсуждается в [145, п. 9].

Приведем алгоритм метода прямой схемы из [146] для асимптотическо-
го решения нелинейной задачи оптимального управления с трехтемповыми
переменными состояния вида

Jε(u) =

T∫

0

F (x, y, z, u, t, ε) dt → min
u
,

dx

dt
= f(x, y, z, u, t, ε), x(0) = x0,

ε
dy

dt
= g(x, y, z, u, t, ε), y(0) = y0,

ε2
dz

dt
= h(x, y, z, u, t, ε), z(0) = z0.

(17)
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Используя идеи метода пограничных функций из [1, cтр. 114–123; 43], ре-
шение задачи (17) ищется в виде разложения

v(t, ε) = v(t, ε) +

1∑

i=0

(Πiv(τi, ε) +Qiv(σi, ε)), v = (x′, y′, z′, u′)′,(18)

где

v(t, ε) =
∑

j>0

εjvj(t), t ∈ [0, T ], τi = t/εi+1 > 0, σi = (t− T )/εi+1 6 0,

Πiv(τi, ε) =
∑

j>0

εjΠijv(τi), Qiv(σi, ε) =
∑

j>0

εjQijv(σi), i = 0, 1,

vj(t) — регулярные функции от аргумента t, Πijv(τi) — пограничные функ-
ции экспоненциального типа в окрестности t = 0 от аргумента τi, Qijv(σi) —
пограничные функции экспоненциального типа в окрестности t = T от аргу-
мента σi, т.е. справедливы неравенства

‖ Πijv(τi) ‖6 c exp (−æτi), τi > 0, ‖ Qijv(σi) ‖6 c exp (æσi), σi 6 0,

где c > 0 и æ > 0 означают постоянные, не зависящие от аргументов рассмат-
риваемых функций.

Подставим разложение (18) в уравнения системы (17) и правую часть пред-
ставим в виде асимптотической суммы слагаемых, зависящих от t, τi, σi, i =
= 0,1 (соответствующие формулы для такого представления см., например,
в [147]). Затем, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε, от-
дельно зависящие от t, τi, σi, i = 0,1, получаем соотношения для нахождения
регулярных и пограничных членов асимптотики. Подставим (18) в функцио-
нал Jε(u) и представим подынтегральную функцию в виде асимптотической
суммы слагаемых, зависящих от t, τi, σi, i = 0,1. Далее произведем разло-
жение по степеням малого параметра, при этом в интегралах от выражений,
зависящих от τi и σi, i = 0,1, перейдем к интегрированию соответственно по
промежуткам [0,+∞) и (−∞, 0]. В итоге получим разложение функционала
по степеням ε

Jε(u) =
∑

j>0

εjJj .

Анализируя коэффициенты Jj , находим более простые, чем исходная, задачи
оптимального управления для определения членов ряда (18). В [146] объяс-
няется получение явного вида задач для нахождения асимптотического ре-
шения нулевого порядка, а также приводятся оценки близости построенного
асимптотического решения к точному решению для управления, траектории
состояния и критерия качества.

Для линейно-квадратичного случая задачи (17) при помощи метода пря-
мой схемы в [148] построено асимптотическое приближение решения нулевого
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порядка, а в [149] — произвольного порядка. При этом доказано, что соотно-
шения для членов асимптотического решения двухточечной краевой задачи,
вытекающей из условия оптимальности управления для исходной возмущен-
ной задачи, соответствуют краевым задачам, полученным из условий опти-
мальности управления построенных задач для отыскания членов асимптоти-
ки при помощи метода прямой схемы.

Для нечеткой сингулярно возмущенной модели, определяемой дифферен-
циальными уравнениями с разными малыми параметрами при производных,
в [150] рассматривается многоцелевое управление.

В [151, 152] на основе асимптотики решения двухточечной краевой задачи,
вытекающей из условия оптимальности управления, построена асимптотика
решения задачи минимизации квадратичного функционала

J(u) =
1

2

N−1∑

k=0

(w(k)′Qw(k) + u(k)′Ru(k)),

где w(k) = (x(k)′, ε1y(k)′, ε1ε2z(k)′)′, на траекториях трехтемповой системы



x(k + 1)
y(k + 1)
z(k + 1)


 = A




x(k)

ε1y(k)

ε1ε2z(k)


+Bu(k)

с заданными начальными условиями

x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = z0.

Обобщение этой задачи на случай многих малых параметров рассматривается
в [153] (см. также [154]).

6. “Скрытые” разнотемповые быстрые переменные

Иногда разнотемповые быстрые переменные могут быть “скрытыми”, т.е.
их наличие не видно из постановки задачи, а уравнения для них появляются в
результате дополнительных преобразований (например, задачи с “дешевыми”
управлениями, цены которых имеют разный порядок, сингулярно возмущен-
ные уравнения в специальном критическом случае и в случае кратных корней
вырожденного уравнения).

Особенность задач с дешевым управлением заключается в том, что при ну-
левом значении малого параметра и отсутствии ограничений на управление
получаются задачи с особым управлением, т.е. из принципа максимума Понт-
рягина [155] нельзя выразить управление через сопряженную переменную и
переменную состояния. Большинство работ в этом направлении посвящено
линейно-квадратичным задачам, в критерии качества которых перед управ-
лениями стоит один малый параметр, т.е. управления имеют одинаковый по-
рядок “дешевизны”. Такие работы приведены, например, в [8, 9, 17, 147].
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В качестве мотивации изучения задач с дешевыми управлениями разных
порядков в [156] указана необходимость обеспечения “бесконечных” собствен-
ных значений различных порядков в задаче распределения полюсов. Задачи
такого типа возникают также при исследовании моделей многосекторной эко-
номики, когда управляющие функции имеют разный уровень “дешевизны”.
Если использовать известный метод линейной свертки критериев для много-
критериальных задач, где “цена” некоторых управлений мала по сравнению
с другими, то получаются задачи с дешевыми управлениями.

Приведем работы, посвященные дешевым управлениям, при изучении ко-
торых возникают разнотемповые быстрые переменные.

На основе асимптотики решения алгебраического уравнения Риккати в
[156] исследуется асимптотическая структура оптимального управления в
форме обратной связи и оптимальной траектории для задачи

+∞∫

0


x′Wx+

N∑

j=1

ε2ju
′
juj


 dt→ min,

dx

dt
= Ax+

N∑

j=1

Bjuj , x(0) = x0,

где εj — возрастающая функция малого параметра ε такая, что εj = εj(ε) >
> 0 и limε→0 εj+1(ε)/εj(ε) = 0, ε0(ε) = 1. Обзор работ в этом направлении,
включая критический случай, приведен в [24].

Асимптотическое решение произвольного порядка, содержащее погранич-
ные функции четырех типов, при помощи метода прямой схемы построено
в [157] для линейно-квадратичной задачи с дешевыми управлениями двух
различных порядков малости вида

1

2

T∫

0

(
z′W (t, ε)z +

2∑

k=1

ε2k(
(k)
v )′

(k)

R (t, ε)
(k)
v

)
dt→ min,

dz

dt
= A(t, ε)z + C(t, ε)v, t ∈ [0, T ], z(0, ε) = z0,

где

(k)
v (t, ε) ∈ IRnk , v(t, ε) =

(
(1)
v (t, ε)′,

(2)
v (t, ε)′

)′
, z(t, ε) ∈ IRn, n = n1 + n2,

при всех t ∈ [0, T ] матрицы W (t, ε) и
(k)

R (t, ε) симметричны, W (t, 0) > 0,
(k)

R (t, 0) > 0, k = 1, 2, а матрица C(t, 0) обратима. Путем замены переменных
рассматриваемая задача преобразуется к задаче оптимального управления с
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трехтемповыми переменными состояния в критическом случае, когда вырож-
денное уравнение состояния не разрешимо однозначно относительно быст-
рой переменной. Оценки близости построенного асимптотического решения
к точному и факт невозрастания значений минимизируемого функционала
при использовании следующего приближения оптимального управления до-
казаны в [158]. Подробное изложение алгоритма построения асимптотики для
конкретного примера приведено в [159].

В [160] (см. также [161]) при некоторых условиях построено асимптотиче-
ское решение начальной задачи для слабонелинейного уравнения вида

ε2
dx

dt
= A(t)x+ εf(x, t, ε), t ∈ [0, T ],(19)

в критическом случае (матрица A(t) вырождена). При этом асимптотика со-
держит пограничные функции двух типов от аргументов τ1 = t/ε и τ2 = t/ε2:

x(t, ε) = x(t, ε) + Π1x(τ1, ε) + Π2x(τ2, ε).(20)

Для понимания алгоритма построения асимптотического решения началь-
ной задачи для уравнения (19) полезен предложенный в [162] проекторный
подход, использующий ортогональные проекторы на KerA(t) и KerA(t)′.

В [160] рассматривался также дискретный аналог начальной задачи для
уравнения (19)

x(t+ ε2) = B(t)x(t) + εf(x(t), t, ε), x(0) = x0,

где t = 0, ε2, 2ε2, . . . (t 6 T ), а матрица B(t) имеет собственное значение λ(t)≡
≡ 1. Асимптотика решения этой задачи строится в виде (20).

Асимптотика решения двухточечной краевой задачи для линейной систе-
мы с множителями 1 и ε при производных в критическом случае, содержащая
пограничные функции от аргументов

t

εi
,

t− T
εi

, i = 1, 2,(21)

построена в [163].

Асимптотическое решение нулевого порядка получено при помощи метода
прямой схемы в [164] для линейно-квадратичной задачи управления слабо-
управляемой системой вида

1

2

T∫

0

(x′W (t, ε)x+ 2x′g(t, ε) + ε2u′R(t, ε)u) dt→ min,

ε2
dx

dt
= A(t, ε)x + ε2B(t, ε)u+ εf(t, ε), x(0, ε) = x0
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в критическом случае (матрица A(t, 0) вырождена). Асимптотика решения
содержит пограничные функции четырех типов от аргументов (21).

Построению и обоснованию асимптотики решения краевой задачи

ε4
d2x

dt2
= ε

dx

dt
A

(
ε3
dx

dt
, x, t

)
+B

(
ε3
dx

dt
, x, t

)
, t ∈ (0, 1),

x(0, ε) = x0, x(1, ε) = x1

посвящена статья [165]. При этом левая пограничная функция зависит от
аргумента t/ε3, а правая — от (t−1)/ε. Такая асимптотика для более простого
уравнения рассмотрена в [166].

Параболическая задача с двумя малыми параметрами (ε2 при uxx,
µ при ux) и разрывными данными, асимптотика решения которой при ε << µ
содержит быстрые переменные относительно t и x со скоростями изменения
различных порядков, изучалась в [167].

Параболическому уравнению с разными степенями малого параметра при
производных и условием периодичности по временному аргументу, асимпто-
тическое решение которого имеет внутренний и пограничные слои, зависящие
от растянутых переменных разного порядка, посвящена статья [168].

В.Ф. Бутузовым и его учениками проводилось активное исследование син-
гулярно возмущенных задач с кратным корнем вырожденного уравнения,
которые, по-видимому, впервые изучались А.Б. Васильевой [169]. Оказалось,
что во многих таких задачах поведение решения в пограничном (внутрен-
нем) слое качественно отличается от поведения в случае простого корня вы-
рожденного уравнения. Пограничный (внутренний) слой становится много-
зонным с различным поведением решения в разных зонах. В частности, в
случае двукратного корня вырожденного уравнения f(x, t, 0) = 0 в [170] по-
строено асимптотическое решение краевой задачи для дифференциального
уравнения второго порядка

ε2
d2x

dt2
= f(x, t, ε), t ∈ (0, 1),

x(0, ε) = x0, x(1, ε) = x1.

Последнее уравнение с краевыми условиями

x(0, ε) = ϕ(0) + εαp, x(1, ε) = ϕ(1) + εαq,

где ϕ(t) — двукратный корень вырожденного уравнения, рассматривалось
в [171]. Доказано, что при 0 < α < 1/2, p > 0, q > 0 пограничные слои яв-
ляются трехзонными, как и при α = 0 в [170], но масштабы погранслойных
переменных зависят от α; при α = 1/2 пограничные слои становятся однозон-
ными и остаются таковыми для α > 1/2, причем масштабы погранслойных
переменных уже не зависят от α.
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Асимптотическое решение краевой задачи для системы двух обыкновен-
ных дифференциальных уравнений второго порядка с множителями ε2 и ε
при вторых производных построено в [172] в случае, когда вырожденное урав-
нение для первой неизвестной переменной имеет двукратный корень относи-
тельно этой переменной. При этом для первой неизвестной переменной рас-
сматриваются краевые условия Дирихле, а для второй — краевые условия
Неймана. Асимптотика подобной задачи в случае краевых условий Неймана
для обеих переменных приведена в [173], а в случае краевых условий Ней-
мана для первой неизвестной и условий Дирихле для второй неизвестной —
в [174].

Асимптотика начально-краевой задачи для параболического уравнения

ε2
(
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2

)
= f(u, x, t, ε),

u(x, 0, ε) = u0(x),

∂u

∂x
(0, t, ε) =

∂u

∂x
(1, t, ε) = 0,

где

(x, t) ∈ (0, 1) × (0, T ], f(u, x, t, ε) = −h(x, t)(u − ϕ(x, t))3 + εf1(u, x, t, ε),

т.е. корень вырожденного уравнения является трехкратным, при некоторых
условиях построена в [175]. Погранслойные переменные имеют вид τ1 = t/ε2,
τ2 = t/ε4/3, ζ1 = x/ε2/3, ζ2 = (1− x)/ε2/3, регулярная и погранслойные части
представляют собой ряды по целым степеням ε1/3, а пограничный слой в
окрестности начального момента времени имеет три зоны. Еще одной осо-
бенностью случая трехкратного корня вырожденного уравнения является то,
что теперь важную роль в построении асимптотики играют члены порядка ε,
входящие в правую часть уравнения. Периодические по t решения для пара-
болического уравнения изучаются в [176–178] при различных предположени-
ях на кратный корень вырожденного уравнения.

Построение и обоснование асимптотики по малому параметру решения
краевой задачи для сингулярно возмущенной стационарной частично дисси-
пативной системы уравнений в случае, когда одно из уравнений вырожденной
системы имеет двукратный корень, рассматривается в [179]. Кратность кор-
ня является причиной того, что пограничный слой оказывается многозонным,
а стандартный алгоритм построения асимптотики погранслойного решения
становится недостаточным и требует существенной модификации.

Отметим здесь цикл работ, выполненных А.М. Ильиным вместе со свои-
ми учениками (см. [180]), посвященных классу задач с малым параметром,
характеризующихся тем, что при построении асимптотики их решения по
степеням малого параметра в коэффициентах рядов обнаруживаются разно-
го типа сингулярности. Такого рода задачи названы, по-видимому, впервые
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в [181] бисингулярными. В [182] (последней работе из этого цикла в [180])
изучалась начальная задача вида

ε
dx1
dt

= −x21 + x32 + t,

ε
dx2
dt

= x31 − x22 + t3,

x1(0) = x01, x2(0) = x02, t ∈ [0, T ].

Построенное асимптотическое решение имеет вид различных рядов на четы-
рех промежутках из отрезка [0, T ], коэффициенты которых зависят от аргу-
ментов t/ε, t/ε2/3, t/ε4/7 и t соответственно.

Обзор результатов, связанных с дополнительными асимптотическими
слоями в асимптотике решений сингулярно возмущенных систем нелиней-
ных дифференциальных уравнений типа А.Н. Тихонова в случае нарушения
условия устойчивости, которое предполагалось в [1], приведен в [183, п. 5].

Быстрые переменные со скоростями изменения различных порядков рас-
сматриваются и при применении метода согласования асимптотических раз-
ложений для задачи Дирихле в прямоугольнике для уравнения

ε

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
− a(x, y)∂u

∂y
= f(x, y),

где a(x, y) > 0 (см. [184]).

Процесс согласования асимптотических разложений используется также
в [185, стр. 142–154] при построении асимптотики решения бисингулярных
краевых задач вида

ε2
d2u

dx2
− xp(x)du

dx
− q(x)u = f(x), x ∈ [0, 1], p(x) > 0, q(x) > 0,

u(0, ε) = 0, u(1, ε) = 0.

Асимптотика решения бисингулярной начально-краевой задачи для одной
системы линейных параболических уравнений построена в [186] без исполь-
зования процедуры согласования.

Многопараметрические сингулярно возмущенные начальные и краевые

дискретные задачи для уравнения вида
0∑

i=n
aix(k+ i) = au(k), где коэффици-

енты ai представляют собой постоянные числа, умноженные на произведение
некоторых степеней малых параметров, изучались в [187]. Асимптотическое
разложение решений таких задач содержит регулярную функцию и различ-
ные пограничные функции, число которых равно числу исчезающих при вы-
рождении дополнительных условий.
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7. Задачи с ограничением на управление

Использование асимптотических методов встречает значительные трудно-
сти при решении сингулярно возмущенных задач с ограничением на управ-
ление в форме замкнутых неравенств, поскольку возникают негладкие реше-
ния. Эффективным методом асимптотического решения задач такого типа
является построение асимптотики точек переключения управления (см., на-
пример, [188]). Этот подход реализован в [189] для следующей задачи опти-
мального быстродействия для линейной стационарной системы

dw

dt
= A(ε)w + b(ε)u, w(0) = w0, w = (x′, y′, z′)′,(22)

A(ε) =




A1 B1 C1

A2/ε B2/ε C2/ε
A3/ε

2 B3/ε
2 C3/ε

2


 , b(ε) =




b1
b2/ε
b3/ε

2


 ,

u(t) ∈ IR, |u(t)| 6 1, t ∈ [0, T ],

w(T ) = 0, J(u) = T → min .

Здесь x, y, z — векторы произвольной размерности и предполагается выпол-
ненным условие

I: матрицы C3 и B2 − C2C
−1
3 B3 устойчивые.

Как следует из принципа максимума Понтрягина, оптимальное управ-
ление в этой задаче является релейным. Опираясь на метод пограничных
функций, в [189] предложен алгоритм, позволяющий строить асимптотиче-
ские приближения к решению рассматриваемой задачи произвольного по-
рядка точности. Суть алгоритма состоит в построении асимптотики точек
переключения оптимального управления и момента оптимального быстро-
действия в виде разложений по неотрицательным целым степеням малого
параметра. При применении алгоритма происходит своеобразная декомпози-
ция исходной задачи на три задачи меньшей размерности, одной из которых
является вырожденная задача.

В [190] исследуется линейная стационарная терминальная задача опти-
мального управления с уравнением состояния (22) и ограничением типа ра-
венства на правый конец траектории, т.е.

Hw(T ) = g, H = diag(H1,H2,H3), g = (g′1, g
′
2, g

′
3)

′,

c(ε)′w(T )→ max, c(ε) = (c′1, εc
′
2, ε

2c′3)
′.

Здесь x ∈ IRn1 , y ∈ IRn2 , z ∈ IRn3 , gi ∈ IRmi , i = 1, 3, m1 < n1, m2 6 n2,
m3 6 n3. Считается выполненным условие I.

Предложенный в [190] алгоритм решения рассматриваемой задачи в идей-
ном плане близок алгоритму из [189]. Он основан на построении асимпто-
тических приближений к точкам переключения оптимального управления.
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Одни из этих точек близки к соответствующим точкам переключения оп-
тимального управления в вырожденной задаче, а остальные группируются
вблизи конечного момента T и отстоят от него на величины порядка ε и ε2.
Реализация алгоритма предполагает решение трех невозмущенных задач оп-
тимального управления, в которых переменные состояния размерности n1,
n2, n3 соответственно, причем первой из них является вырожденная задача.

Разработанный в [190] алгоритм может быть применен (см. [191]) для
асимптотического решения сингулярно возмущенной задачи оптимального
управления с большой длительностью процесса

dy

dt
= A1y +A2z + b1v, y(0) = y0,

ε
dz

dt
= A3y +A4z + b2v, z(0) = z0,

v(t) ∈ IR, |v(t)| 6 1, t ∈ [0, T/ε], H1y(T/ε) = g1, H2z(T/ε) = g2,

J(v) =

T/ε∫

0

(c′1y(t) + c′2z(t) + hv(t)) dt→ max,

где y ∈ IRn1 , z ∈ IRn2 , gi ∈ IRmi , i = 1, 2, и m1 6 n1, m2 6 n2. Переходя к мед-
ленному времени s = εt и полагая u(s) = v(s/ε), последнюю задачу можно
записать в виде эквивалентной задачи терминального управления

dx

ds
= c′1y + c′2z + hu, x(0) = 0,

ε
dy

ds
= A1y +A2z + b1u, y(0) = y0,

ε2
dz

ds
= A3y +A4z + b2u, z(0) = z0,

|u(s)| 6 1, s ∈ [0, T ], H1y(T ) = g1, H2z(T ) = g2,

J0(u) = x(T )→ max .

Эта задача является частным случаем задачи из [190] и, следовательно, мо-
жет быть решена с помощью предложенного в этой статье алгоритма, если
выполнено условие I, которое в данном случае заключается в требовании
устойчивости матриц A4 и A1 −A2A

−1
4 A3.

Опираясь на алгоритм построения программных асимптотически опти-
мальных управлений из [190], в [192] предложен алгоритм построения асимп-
тотически оптимального регулятора типа обратной связи в задаче терминаль-
ного управления линейной стационарной сингулярно возмущенной системой
со скалярными управлениями, значения которых принадлежат замкнутому
интервалу, и с множителями при производных 1, ε и ε2.
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В [193] для нелинейной трехтемповой системы управления с компактным
множеством значений управления используется метод усреднения для по-
строения предельной системы в форме дифференциального включения для
траектории медленного движения. Приводятся достаточные условия равно-
мерной сходимости медленных траекторий при стремлении к нулю малых па-
раметров, стоящих при производных в уравнении состояния. Эти результаты
распространяются при помощи другой техники на случай систем управления
с многотемповыми переменными в [194].

8. Игровые задачи

В [195] для системы

Eε
dx

dt
= Ax+B1u1 +B2u2, x(0) = x0,(23)

где

x = (x′0, x
′
1, x

′
2)

′, xj ∈ IRnj , j = 0, 1, 2, ui ∈ IRmi , i = 1, 2,

Eε = diag(In0 , ε1In1 , ε2In2), A =



A00 A01 A02

A10 A11 0
A20 0 A22


,

B1 =



B01

B11

0


, B2 =



B02

0
B22


,

ε1, ε2 — одинакового порядка малые параметры, для которых существует
lim

ε1,ε2→0
ε1/ε2, ищется оптимальная по Парето ситуация u, представляющая со-

бой пару стратегий u = (u′1, u
′
2)

′, минимизирующая линейную свертку функ-
ций выигрыша J = γ1J1+γ2J2, γj ∈ (0, 1), j = 1, 2, γ1+γ2 = 1, где Jj задается
формулой

Jj =
1

2

+∞∫

0

(yj(t)
′yj(t) + uj(t)

′Rjuj(t))dt, Rj > 0,

yj = Cj0x0 + Cjjxj, j = 1, 2.

(24)

Заметим, что в (23) матрицы Ajj могут быть вырожденными. Решение этой
задачи в форме обратной связи задается формулой

u∗j(t) = −
1

γj
R−1

j B′
jεPεx(t), j = 1, 2,

где Pε удовлетворяет матричному алгебраическому уравнению Риккати

A′
εPε + PεAε − PεSεPε +Q = 0.(25)
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Здесь

Aε = E−1
ε A, Sε = 1/γ1S1ε + 1/γ2S2ε, Sjε = BjεR

−1
j B′

jε, j = 1, 2,

B1ε =




B01

ε−1
1 B11

0


 , B2ε =




B02

0

ε−1
2 B22


 , Q = γ1Q1 + γ2Q2,

Q1 =



C ′
10C10 C ′

10C11 0

C ′
11C10 C ′

11C11 0

0 0 0


 , Q2 =



C ′
20C20 0 C ′

20C22

0 0 0

C ′
22C20 0 C ′

22C22


 .

При некоторых условиях изучается асимптотическая структура решения

уравнения (25) — матрицы Pε вида




P00 ε1P
′
10 ε2P

′
20

ε1P10 ε2P11
√
ε1ε2P

′
21

ε2P20
√
ε1ε2P21 ε2P22


, где

P00 = P ′
00, P11 = P ′

11, P22 = P ′
22. Далее, используя решения уравнений низ-

шего порядка, находятся стратегии, значения функции выигрыша для ко-
торых отличаются от оптимальных значений на величину порядка O(‖ε‖),
ε = (ε1, ε2)

′.

Парето-оптимальные стратегии изучались также в [196] для систем со сла-
босвязанными быстрыми переменными при условии обратимости матриц при
быстрых переменных в вырожденных уравнениях для этих переменных.

Антагонистические линейно-квадратичные дифференциальные игры, ди-
намика которых описывается системой

dx1
dt

= A11(t)x1 +A12(t)x2 +A13(t)x3 +B1(t)u1 +D1(t)u2, x1(0) = x01,

ε1
dx2
dt

= A21(t)x1 +A22(t)x2 +A23(t)x3 +B2(t)u1 +D2(t)u2, x2(0) = x02,

ε1ε2
dx3
dt

= A31(t)x1 +A32(t)x2 +A33(t)x3 +B3(t)u1 +D3(t)u2, x3(0) = x03,

причем первый игрок старается минимизировать функцию выигрыша

J = x(T )′Fx(T ) +

T∫

0

(x(t)′W (t)x(t) + u1(t)
′u1(t)− γ2u2(t)′u2(t))dt,

а второй — максимизировать, изучались на конечном и бесконечном проме-
жутках в [197].

Примеры, в которых обсуждаются различные подходы к построению пре-
дельной задачи, приводящие к разным результатам, рассматриваются в [102]
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для дифференциальной бескоалиционной игры двух лиц, изменение управ-
ляемой системы в которой описывается линейной системой с малыми пара-
метрами ε1, . . . , εN одинакового порядка (см. (11)) при производных. Эта си-
стема может быть записана в виде

dx

dt
= A0x+A0fz +B01u1 +B02u2, x(0) = x0,

µ(ε)
dz

dt
= D(ε)(Af0x+Afz +Bf1u1 +Bf2u2), z(0) = z0,

где µ(ε) = (ε1 . . . εN )1/N , D(ε) = diag(µ/ε1In1 , . . . , µ/εN InN
). Здесь i-й игрок

(i = 1, 2) выбирает свою стратегию ui, стараясь добиться по возможности
меньшего значения функции выигрыша, задаваемой функционалом

Ji(ui, uj) =
1

2

+∞∫

0

((
x
z

)′
Qi

(
x
z

)
+u′iRiiui+u

′
jRijuj

)
dt, Rii > 0, Qi > 0,

i, j = 1, 2, i 6= j.

Равновесие по Нэшу в этой игре определяется ситуацией (u∗1, u
∗
2) такой, что

Ji(u
∗
i , u

∗
j ) 6 Ji(ui, u

∗
j ), i 6= j, i = 1, 2. Стратегии u∗i ищутся в форме линейной

обратной связи

u∗i = −R−1
ii B

′
iKi

(
x
z

)
, i = 1, 2,

где K1,K2 — решение взаимосвязанных алгебраических уравнений Риккати,
удовлетворяющих некоторому условию устойчивости.

Случай слабосвязанных уравнений для двухтемповых быстрых перемен-
ных изучался в [198].

Равновесные по Нэшу стратегии рассматриваются в [199] для дифференци-
альной игры двух лиц, динамика которой задается уравнением (23), а функ-
ции выигрыша

Ji(ui, uj) =
1

2

+∞∫

0

(yi(t)
′yi(t) + ui(t)

′Riiui(t) + µuj(t)
′Rijuj(t)) dt,

где yi = Ci0x0 + Ciixi, Rii > 0, Rij > 0, µ =
√
ε1ε2. Малые положительные

параметры ε1, ε2 не известны, но их границы известны, а именно, ε̄j −σjµ̄η 6
6 εj 6 ε̄j + σjµ̄

η, j = 1, 2, µ̄ =
√
ε̄1ε̄2, ε̄j, σj , η — известные величины, и

существует lim
ε1,ε2→0

ε1/ε2. Не предполагается обратимость матриц Aii, i = 1, 2,

т.е. рассматривается и критический случай теории сингулярных возмущений.
Предлагается итерационный метод нахождения с высокой точностью страте-
гий, выражающихся через решения взаимосвязанных алгебраических уравне-
ний Риккати. Доказывается, что если η = n+ 1, то при некоторых условиях

33



функции выигрыша для приближения n-го порядка отличаются от оптималь-
ных на O(µ̄n+1).

Итерационный метод, основанный на методе Ньютона, для решения
взаимосвязанных алгебраических уравнений Риккати, возникающих при изу-
чении ситуации равновесия по Нэшу в линейно-квадратичной дифференци-
альной игре с уравнением состояния (23) в критическом случае и функциями
выигрыша (24) при условии существования lim

ε1,ε2→0
ε1/ε2, излагается в [200].

При указанных в этой статье предположениях значения функций выигрыша
для приближения n-го порядка построенных стратегий отличаются от опти-
мальных на O(‖ε‖2n ), ε = (ε1, ε2)

′.

В [201] рассматривается оптимальная по Нэшу ситуация в игре N лиц, ди-
намика управляемой системы в которой задается дифференциальным урав-
нением вида

Eε
dx

dt
= Ax+Bu, Eε = diag(In0 , ε1In1 , . . . , εN InN

),

где x = (x′0, . . . , x
′
N )′,

A =




A00 A01 . . . A0N

A01 A11 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
A0N 0 . . . ANN


, B =




B01 B02 . . . B0N

B11 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . BNN


,

а функции выигрыша представляют собой функционалы

Ji(u1, . . . , uN ) =
1

2

+∞∫

0

(y′iyi + u′iRiiui) dt,

yi = Ci0x0 + Ciixi, Rii > 0, i = 1, N.

Предполагается, что существует lim
εi,εj→0

εj/εi. Требуется найти ситуацию u∗ =

= (u∗1, . . . , u
∗
N ) с линейной обратной связью такую, что Ji(u

∗
1, . . . , u

∗
N ) 6

6 Ji(u
∗
1, . . . , u

∗
i−1, ui, u

∗
i+1, . . . , u

∗
N ), i = 1, N . Искомые стратегии, образую-

щие равновесную по Нэшу ситуацию u∗, определяются формулой u∗i (t) =
= −R−1

ii B
′
iPix(t), где Pi — решение системы взаимосвязанных алгебраических

уравнений Риккати. Построены не зависящие от малых параметров страте-
гии, выигрыши для которых отличаются от выигрышей равновесных по Нэшу
стратегий на O(‖ε‖), ε = (ε1, . . . , εN )′.

Отметим здесь обзор [24], в котором один раздел посвящен равновесию
по Нэшу в дифференциальных играх с разнотемповыми быстрыми перемен-
ными.
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9. Стохастические системы

В [144] рассматривается построение оптимального фильтра Калмана для
системы

εk
dxk(t)

dt
=

N∑

j=1

Akjxj(t) +Gkw(t), k = 1, N,(26)

c измеряемой функцией

y(t) = Cx(t) + v(t),(27)

где 0 < εN << εN−1 . . . << ε2 << ε1, а w(t) и v(t) — гауссовские случайные
процессы белого шума. Используется метод декомпозиции соответствующих
матричных алгебраических уравнений Риккати.

В этой статье также изучается задача минимизации критерия качества

J = lim
T→+∞

1

T
M




T∫

0

(x(t)′Wx(t) + u(t)′Ru(t)) dt


 , W > 0, R > 0,

на траекториях системы

εk
dxk(t)

dt
=

N∑

j=1

Akjxj(t) +Bku(t) +Gkw(t), k = 1, N,

с выходной переменной (27).

Декомпозиция оптимального фильтра Калмана подробно описана в [137,
cтр. 132–139] для частного случая системы (26).

Стохастические игры Нэша с разнотемповыми быстрыми переменными
изучались в [202].

В обзоре [24] имеется раздел, посвященный стохастическим системам,
управляемым сингулярно возмущенными уравнениями Ито с несколькими
малыми параметрами.

Линейно-квадратичная стохастическая задача для случая N -темповых
быстрых переменных с неизвестными скоростями изменения одинакового по-
рядка рассматривается в [203].

Детальное изучение зависимости стабилизирующих решений алгебраиче-
ского матричного уравнения Риккати от двух малых параметров, определяю-
щих скорость изменения быстрых переменных в задаче оптимального управ-
ления с уравнением состояния

εkdxk(t) = (Akx(t) +Bku(t))dt+ εδk(Ckx(t) +Dku(t))dw(t),

xk(0) = x0k, k = 0, 2, x = (x′0, x
′
1, x

′
2)

′,
(28)
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и минимизируемым критерием качества

J(u) =M




+∞∫

0

(x(t)′Wx(t) + 2x(t)′Su(t) + u(t)′Ru(t)) dt


(29)

приведено в [204]. Здесь W =W ′, R = R′, xk(t) ∈ IRnk , k = 0, 2, u(t) ∈ IRr,
{w(t)}t>0 — одномерный стандартный винеровский процесс, ε0 = 1, εk =
= εk(ε), εk : [0, ε∗]→ [0,+∞), lim

ε→0
εk(ε) = 0, k = 1, 2, lim

ε→0
ε2(ε)/ε1(ε) = 0,

δ > 1/2. Получено управление в форме обратной связи, близкое к оптималь-
ному, определяемое матрицей, не зависящей от малых параметров, которые
могут быть неизвестными. Установлена оценка близости значения критерия
качества для найденного приближенного управления к оптимальному значе-
нию.

В [205] рассматривается задача минимизации математического ожидания
квадратичного функционала вида (29) на траекториях сингулярно возмущен-
ной системы дифференциальных уравнений Ито (28), где все коэффициенты
могут зависеть от ε, δ = 1/2, а εk — неубывающие функции, удовлетворяю-
щие условиям из [204], причем εk(ε) = 0 в том и только том случае, если
ε = 0, k = 1, 2.

При некоторых условиях в этой статье изучается асимптотическая струк-
тура стабилизирующего решения матричного алгебраического уравнения
Риккати, возникающего при отыскании оптимального управления рассмат-
риваемой стохастической задачи в форме обратной связи. При этом, в от-
личие от детерминированного случая, где система предельных алгебраиче-
ских уравнений Риккати получается из матричного уравнения Риккати для
возмущенной задачи при нулевых значениях малых параметров, в рассмат-
риваемом стохастическом случае система предельных уравнений Риккати не
может быть получена таким образом. Она зависит от матриц, определяю-
щих влияние винеровского процесса, которые входят в уравнения состояния
для быстрых переменных с малыми параметрами. Алгоритм получения си-
стемы предельных алгебраических уравнений Риккати для изучаемой задачи
подробно обсуждается.

10. Приложения

В различных областях науки и практики исследователи сталкиваются с
необходимостью изучения задач, содержащих быстрые и медленные перемен-
ные. Далее перечисляются некоторые практические задачи с разнотемповы-
ми быстрыми переменными.

Многотемповые системы возникают в теории цепных химических реакций
[43], где присутствуют активные центры, константы скорости реакции для ко-
торых различны (активными центрами называются те частицы — валентные
атомы, радикалы, благодаря наличию которых реакция начинается и разви-
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вается). В качестве малых параметров, стоящих при производных, здесь вы-
ступают отношения константы скорости медленного активного центра к кон-
стантам скоростей остальных активных центров. В [206] приведено обосно-
вание метода квазистационарных концентраций Семенова-Боденштейна, со-
стоящего в отбрасывании производных от концентраций быстрых активных
центров и решении вырожденной задачи. Как указано в [43], системы рас-
смотренного в [206] типа также возникают при описании цепи превращений
радиоактивных ядер, из которых некоторые являются наиболее долгоживу-
щими.

Кинетика вспомогательного механизма реакции фермента, где появляется
система нелинейных дифференциальных уравнений с малыми множителями
при производных, анализируется в [207].

В [208] изучается понижение размерности для появляющихся в биохимии
систем, число различных скоростей изменения переменных в которых больше
двух.

В монографии [145, cтр. 90–96] методами теории сингулярных возмущений
изучается линеаризованная модель управления с разнотемповыми быстрыми
переменными для топливных элементов с протонообменной мембраной (см.
также [63, 209, 210]).

Теорема Тихонова используется в [211] для анализа трехтемповых сингу-
лярно возмущенных систем, описывающих биомолекулярные модели. Приве-
ден пример системы, возникающей в фосфорилировании.

Быстрые переменные со скоростями изменения разных порядков появля-
ются при исследовании моделей океанических течений (см., например, [212]).

Система с двумя малыми параметрами различного порядка малости при
производных, описывающая пусковой режим электродвигателя постоянного
тока при одновременном включении цепи якоря и обмотки возбуждения, об-
суждается в [43].

Условия устойчивости разнотемповых систем, возникающих в различ-
ных моделях электрических цепей, рассмотрены в [102, 115]. Многотемпо-
вые системы, описывающие модель электрической цепи с туннельным дио-
дом [108] и электромеханические процессы в демпфированной синхронной ма-
шине с изменяющимися потокосцеплениями, исследуются в [2, cтр. 137–144;
109, cтр. 254–262] методом интегральных многообразий. Устойчивость син-
хронной машины изучалась в [213].

Анализ устойчивости системы с трехтемповыми переменными, возникаю-
щей при изучении одного класса микросетей переменного тока для распреде-
ленных генераторов, проводится в [214].

Эффективность полученного в [202] алгоритма построения приближенных
стратегий в стохастических играх Нэша с разнотемповыми быстрыми пере-
менными демонстрируется в этой статье на примере многоаппаратной энерге-
тической системы. Управление в форме обратной связи для линеаризованной
модели угольной электростанции с трехтемповыми переменными построено
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в [215]. Асимптотический анализ начальных и краевых задач для дискрет-
ных линейных сингулярно возмущенных систем седьмого порядка с тремя
малыми параметрами, возникающих при моделировании управления часто-
той нагрузки двухзонной энергосистемы, приведен в [81]. Различные модели
энергосистем с разнотемповыми быстрыми переменными исследуются также
в [79; 80; 137, cтр. 139–141; 141; 196; 203; 216–218].

Используя асимптотику решения двухточечной краевой задачи, вытекаю-
щей из условия оптимальности управления, в [152] построено асимптотиче-
ское разложение второго порядка для оптимального управления в дискрет-
ной модели энергосистемы пятого порядка. Приближение второго порядка
для асимптотического решения начальной задачи для такой модели пред-
ставлено в [79].

Синтез нелинейных нестационарных систем управления с разнотемповы-
ми процессами изучается в [219]. В частности (стр. 118), рассматривается
случай, когда в модели объекта управления, эталонной модели желаемого
поведения выхода и в алгоритме управления присутствуют различные пара-
метры при производных. Трехтемповые процессы используются также при
синтезе систем экстремального регулирования [220].

Система для трехтемповых переменных, возникающая при использовании
устройства управления двигателем Уорда Леонарда, исследовалась в [221].

В математических моделях управления и эксплуатации ядерных реакто-
ров присутствуют переменные с разными скоростями изменения. В моногра-
фии [222] рассматриваются декомпозиция таких моделей и построение ком-
позитного (составного) управления, причем исследование в основном акцен-
тируется на трехтемповых системах.

При некоторых значениях параметров системы с трехтемповыми перемен-
ными присутствуют в модели воспламенения в дизельном двигателе [223; 224,
стр. 94–98], а также в системе уравнений Лоренца-Хакена (класс B по терми-
нологии [225, стр. 11, 15]), описывающей одну из основных моделей динамиче-
ской теории лазеров в случае твердотельных лазеров на слаболегированных
кристаллах и стеклах, волоконных, полупроводниковых и некоторых моле-
кулярных газовых лазеров низкого давления. Траектории-утки для таких
систем обсуждаются в [224, стр. 139–140].

Изучаются и системы с несколькими малыми параметрами при производ-
ных, возникающие в механике. Например, задача терминального управления
линейной трехтемповой системой с ограничениями на состояние в конечный
момент времени в виде равенства и со значениями скалярного управления
из замкнутого интервала, описывающая движение под действием управляю-
щих сил двух материальных точек с массами различных порядков малости,
соединенных между собой пружиной, решается в [190] с помощью построе-
ния асимптотики точек переключения трех базовых задач. Подобная задача
в случае, когда к точке с большей массой приложена возмущающая сила,
изучается в [192].
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Метод интегральных многообразий применяется для анализа трехтемпо-
вой модели колебаний гироскопа в кардановом подвесе с упругим валом и
неуравновешенным ротором в [2, cтр. 137–136; 109, cтр. 248–250].

Система с трехтемповыми переменными, описывающая процесс намотки
для непрерывных прокатных станов, изучается в [226].

Системы с трехтемповыми переменными рассматриваются и при изучении
стабилизации верхнего положения равновесия маятника вращением инерци-
ального маховика [20], а также стабилизации поступательных движений вра-
щением эксцентрикового маховика [21]. При этом в качестве малых парамет-
ров при производных выступают временные константы фильтров.

Начально-краевая задача с разнотемповыми быстрыми переменными для
линейной системы дифференциальных уравнений, содержащей обыкновен-
ное дифференциальное уравнение и два уравнения в частных производных,
описывающей поворот твердого тела с жестко закрепленным в нем упругим
стержнем постоянного сечения, исследуется в [227].

В [228] рассматривается модель движения двухколесного экипажа с
передне-задним расположением колес, движущегося по горизонтальной ше-
роховатой поверхности. Эта модель содержит две быстрые переменные раз-
ных порядков изменения. Конструкция экипажа считается абсолютно жест-
кой, переднее колесо фиксировано в плоскости продольной симметрии эки-
пажа, боковых наклонов нет. Последнее допущение оправдано для общепри-
нятой в литературе “велосипедной” модели автомобиля либо для велосипеда
или мотоцикла в пренебрежении эффектами, связанными с наклонами кор-
пуса. Показано, что при определенном сочетании параметров потеря сцепле-
ния колеса с дорогой приводит к заносу экипажа. Исследования на эту тему
продолжены в [229] для разных режимов заноса.

Системы с быстрыми переменными двух порядков появляются также при
изучении модели качения с конечными углами поворота передних колес отно-
сительно корпуса [230, cтр. 84] и при исследовании вкатывания гребня колеса
железнодорожного экипажа на головку рельса — одного из наиболее опасных
режимов движения, чреватого сходом [231]. Для таких систем в этих работах
обсуждается предельный переход решения возмущенной задачи к решению
вырожденной.

В [137, cтр. 141–143] для математической модели с трехтемповыми пе-
ременными движения легковой машины по неровной дороге решается за-
дача Калмановской фильтрации при помощи фильтров Калмана меньшего
порядка.

Если в модели однозвенного робота-манипулятора [232] величины момен-
тов инерции для двигателя и звена имеют различный порядок малости, то
получаем сингулярно возмущенную систему с двухтемповыми быстрыми дви-
жениями. Группы роботов, характеризующиеся разнотемповыми быстрыми
движениями, рассматривались в [233].
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Методами теории сингулярных возмущений в [234] изучаются многотемпо-
вые системы с неопределенностями, возникающими при моделировании авто-
номных подводных аппаратов, являющихся важным инструментом для мор-
ских изысканий, исследования портов, обнаружения мин и прокладки под-
водных трубопроводов. Задачи управления и анализ устойчивости для таких
аппаратов с динамикой, ограниченной горизонтальной плоскостью, представ-
лены в [235].

Статья [236] посвящена моделированию различных переходных процессов
для системы преобразования энергии ветра на основе синхронного генератора
с постоянными магнитами. При этом используются сингулярно возмущенные
системы с трехтемповыми переменными. Такого типа системы применяются
также в [237] при изучении гибких ветряных турбин.

В [238] представлен обзор работ, связанных с приложением теории сингу-
лярно возмущенных задач с несколькими малыми параметрами к изучению
динамики летательных аппаратов, при этом рассмотрены несколько моде-
лей самолетов и ракет. Уравнения движения с трехтемповыми переменными
приведены в [239, 240]. В [241, cтр. 221–290; 242, 243] на основе декомпозиции
исходной системы с последующим построением составной функции Ляпунова
изучается устойчивость нелинейной трехтемповой системы, возникающей при
моделировании динамики вертолета. Гироскопическая стабилизация косми-
ческих летательных аппаратов, движение которых описывается многотемпо-
выми переменными, рассматривается в [117]. Используя теорию сингулярных
возмущений для трехтемповой системы, описывающей движение гиперзвуко-
вого воздушного летательного аппарата, в [244] предложен эффективный ме-
тод управления, обеспечивающий возможность восстановления после сбоев.
Управление нелинейными четырехтемповыми моделями самолета с неопреде-
ленностями и беспилотного летательного аппарата изучаются соответственно
в [245, 246], а трехтемповая модель, описывающая регулирование вертикаль-
ным положением радиоуправляемого вертолета, — в [247].

В [248] рассматривается приближение нулевого порядка для решения за-
дачи быстродействия в плоской задаче перехвата, в которой используется
нелинейная система дифференциальных уравнений для трехтемповых пере-
менных.

Системы с трехтемповыми переменными появляются и при анализе одной
модели дофаминергических нейронов в [249], а также в модели, состоящей из
пары взаимосвязанных систем Морриса–Лекара [250].

В модели вирусной эволюции возникает начально-краевая задача с
трехтемповыми переменными для сингулярно возмущенной системы инте-
гро-дифференциальных уравнений в частных производных, содержащей два
малых параметра при производных. Асимптотическое решение такой задачи
при помощи метода пограничных функций построено в [251].

В [252] рассматриваются линейно-квадратичные задачи оптимального
управления на бесконечном промежутке с дешевыми управлениями двух раз-
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личных порядков малости, получившиеся в результате линеаризации эпиде-
мической модели (SIRC). C помощью решения матричного алгебраического
уравнения Риккати находится оптимальное управление в форме обратной
связи. Используемые в численных расчетах параметры основаны на клини-
ческих наблюдениях.

Теория сингулярных возмущений применяется в [253] при изучении дина-
мики биологической модели Розенцвейга–Макартура для тритрофной пище-
вой цепи в случае хищников двух типов.

Трехтемповые переменные появляются и в модели лесного вредителя [254].
Вредитель питается старыми деревьями и растет быстро, молодые деревья —
в среднем темпе, а старые — в медленном.

Описание социально-экономической модели транснациональной корпора-
ции, представляющей собой линейную иерархическую трехуровневую систе-
му Центр-Регионы-Предприятия, где Центр характеризуется медленным тем-
пом, а Предприятия — сверхбыстрым, приведено в [255]. Обсуждается воз-
можность декомпозиции исходной системы на три подсистемы. Задаче управ-
ления производственной моделью, содержащей процессы с тремя масштабами
изменения скорости, посвящена статья [256].

В [257] рассматривается сеточная аппроксимация решения и его произ-
водной на конечной области, содержащей переходный слой, для сингулярно
возмущенного уравнения Блэка–Шоулза с негладкими начальными данны-
ми, возникающего при математическом моделировании в финансовой мате-
матике. При этом порядок изменения скорости у пограничного и внутреннего
слоев разный.

11. Заключение

Как видно из раздела “Приложения”, имеется значительный интерес к при-
кладным задачам с разнотемповыми быстрыми переменными. Идеи А.Б. Ва-
сильевой, В.Ф. Бутузова и А.М. Ильина, впервые построивших асимптотику
решения для некоторых классов такого рода задач, продолжают развиваться
в разных направлениях и широко использоваться на практике.

Приведенный в этой статье список публикаций не претендует на абсолют-
ную полноту. Просим прощения у авторов, чьи работы по теме статьи не
были упомянуты.

Авторы выражают глубокую благодарность рецензентам статьи за указа-
ние полезной информации, а также А.В. Влаховой, Н.В. Воропаевой, А.Р. Да-
нилину, М.Г. Дмитриеву, Ю.Е. Гликлиху, В.Г. Задорожнему, А.И. Калинину,
О.О. Коврижных, А.С. Костенко, К.Н. Кудрявцеву, Д.А. Макарову, М.Е. Се-
менову, Н.Т. Хоай, О.Б. Цехан и G. Marinoschi за полезные обсуждения.
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196. Khalil H.K., Kokotović P.V. Control Strategies for Decision Makers Using Different
Models of the Same System // IEEE Trans. Automat. Control. 1978. V. 23. No. 2.
P. 289–298. https://doi.org/10.1109/TAC.1978.1101712
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