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С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ СОСТОЯНИЙ

Рассматривается задача оптимальной оценки состояний обобщенного
MAP-потока (Markovian Arrival Process) с n состояниями, являющегося
одной из математических моделей реальных информационных потоков
сообщений. Находится явный вид апостериорных вероятностей состояний
исследуемого потока. Решение о состоянии потока выносится по критерию
максимума апостериорной вероятности. Приводятся численные результа-
ты расчетов оценок состояний на основании построенной имитационной
модели обобщенного MAP-потока событий.
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1. Введение

Интенсивное развитие компьютерных систем, расширение информацион-
ных сетей связи дало толчок к формированию широкой сферы приложений
аппарата теории массового обслуживания (ТМО), а именно: проектирова-
ние, внедрение, эксплуатация информационно-вычислительных сетей, систем
спутниковой связи, телекоммуникационных сетей и т.п. Это стало причиной
введения в рассмотрение новой математической модели входящего потока со-
бытий, адекватно описывающей реальные информационные потоки случай-
ных событий.

Так как зачастую на практике все параметры потока известны частично
или полностью неизвестны, или изменяются со временем (нередко изменения
носят случайный характер), то в качестве математических моделей реаль-
ных потоков событий в середине 80-х годов прошлого века вошли в рассмот-
рение дважды стохастические потоки. Такие потоки характеризуются слу-
чайностью моментов времени наступления событий в потоке, представлени-
ем интенсивности потока как случайного процесса и подразделяются на два
класса: 1) интенсивность потоков есть непрерывный случайный процесс [1];
2) интенсивность потоков представляет собой кусочно-постоянный случай-
ный процесс с конечным числом состояний [2, 3]. Потоки второго класса, к
которым относится обобщенный MAP-поток событий с произвольным числом
состояний [4], в [2] получили название MC-потоков (Markov Chain).

68



Дважды стохастические потоки событий, как правило, являются коррели-
рованными потоками. В этой связи исследование как самих потоков, так и
систем массового обслуживания (СМО), составной частью которых являют-
ся коррелированные входящие потоки событий, является актуальной задачей.
Исчерпывающий анализ современного состояния теории очередей с коррели-
рованными потоками приведен в книге [5].

При исследовании дважды стохастических потоков событий выделяют два
основных раздела задач, базой для которых служат наблюдения за момента-
ми времени наступления событий: 1) оценка состояний (фильтрация) потока
событий [6–11]; 2) оценка параметров потока [12–17].

В данной статье решается задача об оптимальной оценке состояний обоб-
щенного MAP-потока событий с произвольным числом состояний. Предлага-
ется алгоритм оптимального оценивания состояний потока, согласно которо-
му решение о состоянии выносится по критерию максимума апостериорной
вероятности, представляющей наиболее полную характеристику состояния
потока, которую можно получить, располагая только выборкой наблюдений.
Критерий обеспечивает минимум безусловной вероятности ошибки вынесе-
ния решения.

2. Постановка задачи

Рассматривается обобщенный MAP-поток событий (далее — поток), сопро-
вождающий процесс λ(t) которого является случайным кусочно-постоянным
принципиально ненаблюдаемым процессом с n состояниями: S1, . . . , Sn. Ес-
ли λ(t) = λi, i = 1, n, то будем говорить, что имеет место i-е состояние (Si)
процесса λ(t), причем λ1 > λ2 > . . . > λn > 0.

Длительность пребывания процесса λ(t) в i-м состоянии (i = 1, n) опреде-
ляется случайной величиной, распределенной по экспоненциальному закону
Fi(t) = 1− e−λit, i = 1, n. Если процесс λ(t) в момент времени t находится в
i-м состоянии, т.е. λ(t) = λi, то в момент окончания i-го состояния происходит
следующий розыгрыш состояний: 1) наступает событие потока в i-м состоя-
нии, и процесс λ(t) переходит из i-го состояния в j-е состояние с вероятностью
P1(λj |λi), i, j = 1, n; 2) не наступает событие потока в i-м состоянии, и про-
цесс λ(t) переходит из i-го состояния в j-е состояние с вероятностью P0(λj |λi),
i, j = 1, n. При этом выполняется условие нормировки

n∑

j=1

P0(λj |λi) +
n∑

j=1

P1(λj|λi) = 1, i, j = 1, n.

Зам е ч а ни е 1. Обобщение MAP-потока событий с произвольным числом
состояний заключается во введении вероятности P0(λi|λi) 6= 0, i = 1, n, пере-
хода процесса λ(t) из i-го состояния в i-е без наступления события потока.

Блочная матрица инфинитезимальных характеристик процесса λ(t) имеет
вид

D = ‖D0|D1‖,
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Рис. 1. Реализация обобщeнного MAP-потока событий с n состояниями.

где

D0 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−λ1(1− P0(λ1|λ1)) λ1P0(λ2|λ1) . . . λ1P0(λn|λ1)
λ2P0(λ1|λ2) −λ2(1− P0(λ2|λ2)) . . . λ2P0(λn|λ2)
λ3P0(λ1|λ3) λ3P0(λ2|λ3) . . . λ3P0(λn|λ3)

. . . . . . . . . . . .
λnP0(λ1|λn) λnP0(λ2|λn) . . . −λn(1− P0(λn|λn))

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
n×n

,

D1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

λ1P1(λ1|λ1) λ1P1(λ2|λ1) . . . λ1P1(λn|λ1)
λ2P1(λ1|λ2) λ2P1(λ2|λ2) . . . λ2P1(λn|λ2)
λ3P1(λ1|λ3) λ3P1(λ2|λ3) . . . λ3P1(λn|λ3)

. . . . . . . . . . . .
λnP1(λ1|λn) λnP1(λ2|λn) . . . λnP1(λn|λn)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
n×n

.

Элементы d
(0)
ii , i = 1, n, матрицы D0 — интенсивности выхода процесса λ(t)

из своих состояний, взятые с противоположным знаком; элементы d
(0)
ij — ин-

тенсивности переходов из состояния i в состояние j без наступления события,
i, j = 1, n, i 6= j. Элементами d

(1)
ij матрицы D1 являются интенсивности пере-

ходов процесса λ(t) из состояния i в состояние j с наступлением события,
i, j = 1, n.

У тв е ржд е ни е 1. Процесс λ(t) для обобщенного MAP-потока событий
с произвольным числом состояний является скрытым марковским процес-
сом.
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Одна из реализаций процесса λ(t) и обобщенного MAP-потока событий с
n состояниями изображена на рис. 1, где t1, t2, . . . — моменты наступления
событий.

Для вынесения решения о состоянии процесса λ(t) в произвольный мо-
мент времени t необходимо получить явный вид апостериорных вероятно-
стей w(λi|t1, . . . , tm, t) = P (λ(t) = λi|t1, . . . , tm, t) = w(λi|t) того, что в момент
времени t значение процесса λ(t) = λi, i = 1, n, при условии, что известна
реализация t1, . . . , tm (наблюдения) моментов времени наступления событий
потока на интервале (t0; t), где t0 — момент начала наблюдения, t — момент
окончания наблюдения.

Рассматривается стационарный режим функционирования потока, поэто-
му переходными процессами пренебрегаем и без ограничения общности по-
лагаем t0 = 0.

Оптимальное оценивание состояния процесса λ(t) в смысле минимума пол-
ной (безусловной) вероятности ошибки принятия решения [18] осуществляет-
ся по критерию максимума апостериорной вероятности на основании срав-
нения w(λi|t), i = 1, n, в момент времени t: если w(λi|t) > w(λj |t), i, j = 1, n,
i 6= j, то оценка λ̂(t) = λi.

3. Алгоритм оптимальной оценки состояний обобщенного
MAP-потока событий с произвольным числом состояний

3.1. Вывод рекуррентных соотношений
для апостериорных вероятностей состояний

Пусть наблюдения за потоком начинаются в момент времени t = 0 и вре-
мя t изменяется дискретно с шагом ∆t: t(l) = l∆t, l = 0, 1, . . . [19]. Введем
двумерный случайный процесс (λ(l), rl), где λ(l) = λ(l∆t) — значение процес-
са λ(t) в момент времени t(l) = l∆t (λ(l) = λi, i = 1, n); rl = rl(∆t) = r(l∆t)−
−r((l − 1)∆t) — число событий потока, наступивших на интервале време-
ни ((l − 1)∆t; l∆t) длительности ∆t, rl = 0, 1, . . . . Поскольку на интервале
(−∆t; 0) наблюдение за потоком не производится, то r0 можем положить про-
извольным, например r0 = 0.

У тв е ржд е ни е 2. Случайный процесс (λ(l), rl) для обобщенного MAP-по-
тока событий с произвольным числом состояний является марковским про-
цессом.

Введем rm = (r0, r1, . . . , rm) — последовательность значений количества
наблюденных событий за время от 0 до m∆t на интервалах ((l − 1)∆t; l∆t)

длительности ∆t, l = 0,m; λ(m) = (λ(0), λ(1), . . . , λ(m)) — последовательность
неизвестных (ненаблюдаемых) значений процесса λ(l∆t) в моменты време-
ни l∆t, l = 0,m (λ(0) = λ(0) = λi, i = 1, n).

Введем w(λ(m), rm) — совместную вероятность значений λ(m) и rm;
w(λ(m)|rm) — условная вероятность значений λ(m) при условии, что наблю-
далась реализация rm; w(λ(m)|rm) — условная вероятность значения λ(m) при
условии, что наблюдалась реализация rm, w(λ(m+1)|rm+1) — условная веро-
ятность значения λ(m+1) при условии, что наблюдалась реализация rm+1.
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Для двумерного марковского случайного процесса (λ(l), rl) справедливо
рекуррентное соотношение для апостериорных вероятностей [20]:

w
(
λ(m+1)|rm+1

)
=

=

λn∑
λ(m)=λ1

w(λ(m)|rm)p(λ(m+1)|λ(m), rm)p(rm+1|λ(m), rm, λ
(m+1))

λn∑
λ(m)=λ1

λn∑
λ(m+1)=λ1

w(λ(m)|rm)p(λ(m+1)|λ(m), rm)p(rm+1|λ(m), rm, λ(m+1))

,
(1)

где p(λ(m+1)|λ(m), rm)p(rm+1|λ(m), rm, λ
(m+1)) = p(λ(m+1), rm+1|λ(m), rm) — ве-

роятность перехода процесса (λ(l), rl) из состояния (λ(m), rm) в состояние
(λ(m+1), rm+1) за один шаг ∆t.

Рассмотрим вероятность w(λ(m)|rm) = w(λ(m)|r0(∆t), r1(∆t), . . . , rm(∆t)).
Компонента rl(∆t) = r(l∆t)− r((l − 1)∆t) вектора rm зависит от текущего
времени t(l) = l∆t, l = 0,m; при этом t(m) = m∆t = t — момент окончания
наблюдения. Тогда

rm =
(
r0(t

(0)), r1(t
(1)), . . . , rm(t

(m))
)
=

=

(
r0(t = 0), r1

(
t

m

)
, r2

(
2t

m

)
, . . . , rm(t)

)
= rm(t),

т.е. вектор наблюдений rm является функцией времени t
(
t(l) = l

m t
)
.

В связи с этим w(λ(m)|rm) = w(λ(m)|rm(t)) = w(λ(m)|t); w(λ(m+1)|rm+1) =

= w(λ(m+1)|rm+1(t+∆t)) = w(λ(m+1)|t+∆t).
Тогда рекуррентное соотношение (1) принимает вид

w
(
λ(m+1)|t+∆t

)
=

=

λn∑
λ(m)=λ1

w(λ(m)|t)p(λ(m+1)|λ(m), rm)p(rm+1|λ(m), rm, λ
(m+1))

λn∑
λ(m)=λ1

λn∑
λ(m+1)=λ1

w(λ(m)|t)p(λ(m+1)|λ(m), rm)p(rm+1|λ(m), rm, λ(m+1))

.
(2)

У тв е ржд е ни е 3. В силу конструкции случайного процесса (λ(l), rl) и
его марковости переходная вероятность в (2) для обобщенного MAP-потока
событий с произвольным числом состояний выпишется в виде

p
(
λ(m+1)|λ(m), rm

)
p
(
rm+1|λ(m), rm, λ

(m+1)
)
=

= p
(
λ(m+1)|λ(m)

)
p
(
rm+1|λ(m), λ(m+1)

)
.
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Рассмотрим случай rm+1 = 0 в (2), т.е. на интервале (t; t+∆t), где t =
= m∆t, t+∆t = (m+ 1)∆t, нет событий обобщенного MAP-потока. Этот слу-
чай описывает поведение апостериорной вероятности на интервале времени
между моментами tk и tk+1, k = 1, 2, . . ., наступления соседних событий пото-
ка. Положим в (2) λ(m+1) = λi. Тогда с учетом утверждения 3 рекуррентное
соотношение (2) для апостериорных вероятностей w(λ(m)|t), w(λ(m+1)|t+∆t)
состояний обобщенного MAP-потока запишется в виде

w (λi|t+∆t) =

=

λn∑
λ(m)=λ1

w(λ(m)|t)p(λ(m+1) = λi|λ(m))p(rm+1 = 0|λ(m), λ(m+1) = λi)

λn∑
λ(m)=λ1

λn∑
λ(m+1)=λ1

w(λ(m)|t)p(λ(m+1)|λ(m))p(rm+1 = 0|λ(m), λ(m+1))

,
(3)

n∑

i=1

w(λi|t+∆t) = 1, i = 1, n.

3.2. Явный вид апостериорных вероятностей

Найдем вероятность перехода p(λ(m+1) = λi|λ(m) = λi)p(rm+1 =0|λ(m) = λi,

λ(m+1) = λi), i = 1, n, в формуле (3).

Введем событие (λ(m) = λi, rm+1 = 0, λ(m+1) = λi) — процесс λ(t) в момент
времени t принимает значение λi, и на интервале (t; t+∆t) не наступает со-
бытие потока, и в момент времени t+∆t процесс λ(t) принимает значение λi.
Тогда вероятность описанной ситуации представляется в виде

p
(
λ(m) = λi, rm+1 = 0, λ(m+1) = λi

)
=

= p
(
rm+1 = 0|λ(m) = λi, λ

(m+1) = λi

)
p
(
λ(m) = λi, λ

(m+1) = λi

)
,

откуда следует

p
(
rm+1 = 0|λ(m) = λi, λ

(m+1) = λi

)
=
p
(
λ(m) = λi, rm+1 = 0, λ(m+1) = λi

)

p
(
λ(m) = λi, λ(m+1) = λi

)

или

p
(
rm+1 = 0|λ(m) = λi, λ

(m+1) = λi

)
=
p(rm+1 = 0, λ(m+1) = λi|λ(m) = λi)

p(λ(m+1) = λi|λ(m) = λi)
.

Из последнего равенства, учитывая, что

p
(
rm+1 = 0, λ(m+1) = λi|λ(m) = λi

)
= 1− λi (1− P0(λi|λi))∆t+ o(∆t),

находим

p
(
λ(m+1) = λi|λ(m) = λi

)
p
(
rm+1 = 0|λ(m) = λi, λ

(m+1) = λi

)
=

= 1− λi (1− P0(λi|λi))∆t+ o(∆t), i = 1, n.
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Аналогично для вероятностей перехода при i 6= j, i, j = 1, n, имеет место
равенство

p
(
λ(m+1) = λi|λ(m) = λj

)
p
(
rm+1 = 0|λ(m) = λj , λ

(m+1)
)
=

= λjP0 (λi|λj)∆t+ o(∆t).

Подставляя выписанные выражения для вероятностей перехода в (3), на-
ходим числитель A и знаменатель B в виде

A = w(λi|t) +


−λiw(λi|t) +

n∑

j=1

λjP0(λi|λj)w(λj |t)


∆t+ o(∆t),

B = 1−




n∑

d=1

λd


1−

n∑

j=1

P0(λj |λd)


w(λd|t)


∆t+ o(∆t),

где w(λi|t) = w(λ(m) = λi|t), i = 1, n.

Учитывая, что

B−1 = 1 +




n∑

d=1

λd


1−

n∑

j=1

P0(λj |λd)


w(λd|t)


∆t+ o(∆t),

и проделывая необходимые преобразования, находим (3) в виде

w(λi|t+∆t)− w(λi|t) =
[
− λiw(λi|t) +

n∑

j=1

λjP0(λi|λj)w(λj |t) +

+ w(λi|t)
n∑

d=1

λd


1−

n∑

j=1

P0(λj |λd)


w(λd|t)

]
∆t+ o(∆t), i = 1, n.

Разделив обе части последнего соотношения на ∆t и переходя к пределу
при ∆t → 0, получим систему нелинейных дифференциальных уравнений
относительно апостериорных вероятностей:

w′(λi|t) = −λiw(λi|t) +
n∑

j=1

λjP0(λi|λj)w(λj |t) +

+w(λi|t)
n∑

d=1

λd


1−

n∑

j=1

P0(λj |λd)


w(λd|t), i = 1, n.

(4)

Обозначим ud = 1−
n∑
j=1

P0(λj |λd) =
n∑
j=1

P1(λj |λd).
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С учетом сделанного обозначения система уравнений (4) преобразуется к
виду

w′(λi|t) = −λiw(λi|t) +
n∑

j=1

λjP0(λi|λj)w(λj |t) +

+ w(λi|t)
n∑

d=1

λdudw(λd|t), i = 1, n.

(5)

Те ор ем а 1. Апостериорные вероятности состояний обобщенного MAP-
потока событий с n состояниями, n = 2, 3, . . . , на интервалах времени
(t0; t1) и (tk; tk+1), k = 1, 2, . . . , имеют вид

w(λi|t) =

n∑
s=1

n∑
j=1

Ãjs

det Ã1

α
(s)
i w(λj |tk)eβs(t−tk)

n∑
i=1

n∑
s=1

n∑
j=1

Ãjs

det Ã1

α
(s)
i w(λj |tk)eβs(t−tk)

,

i = 1, n, tk < t < tk+1, k = 0, 1, . . . ,

(6)

n∑

i=1

w(λi|t) = 1,

где величины Ã1, Ãjs, α
(s)
i , βs определяются в ходе доказательства.

Дока з а т е л ь с т в о. Обозначим ψ(t) =
n∑
d=1

λdudw(λd|t) и в (5) выполним

замену переменных

w(λi|t) = xi(t)e
∫ t

tk
ψ(τ)dτ

,(7)

где xi(t) — новые неизвестные функции, i = 1, n, k = 1, 2, . . . . Тогда (5) сво-
дится к системе линейных дифференциальных уравнений:

x′i(t) = −λixi(t) +
n∑

j=1

λjP0(λi|λj)xj(t), i = 1, n.

Последнюю систему представим в матричном виде

Ẋ = AX, X =
∥∥xi(t)

∥∥ , i = 1, n,

(8)

A=

∥∥∥∥∥∥∥

−λ1(1− P0(λ1|λ1)) λ2P0(λ1|λ2) . . . λnP0(λ1|λn)
λ1P0(λ2|λ1) −λ2(1− P0(λ2|λ2)) . . . λnP0(λ2|λn)

. . . . . . . . . . . .
λ1P0(λn|λ1) λ2P0(λn|λ2) . . . −λn(1− P0(λn|λn))

∥∥∥∥∥∥∥
n×n

.

Будем искать решение системы (8) в виде X = Ãeβt, где вектор-столбец
Ã =

∥∥αi
∥∥, i = 1, n. Тогда, подставляя X в (8), получим систему линейных

однородных уравнений относительно αi:

(A− βE)Ã = O,(9)

где E — единичная матрица, O — нулевой вектор-столбец.
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Для того чтобы уравнению (9) удовлетворял нетривиальный вектор Ã,
необходимо и достаточно, чтобы определитель системы (9) был равен нулю,
т.е.

|A− βE| = 0.(10)

Для каждого корня βs, s = 1, n, характеристического уравнения (10) из (9)
определяется вектор Ã(s) 6= 0. Будем рассматривать только случай, когда все
корни βs характеристического уравнения (10) действительны и различны.

Получаем n линейно независимых решений Xs = Ã(s)eβst, где Ã(s) =
∥∥∥α(s)

i

∥∥∥,

i, s = 1, n. Постоянные α(s)
i , i, s = 1, n определяются из (9) неоднозначно. Об-

щее решение системы (8) имеет вид

X =
n∑

s=1

CsÃ
(s)eβst, xi(t) =

n∑

s=1

Csα
(s)
i eβst, i = 1, n,

где Cs — произвольные постоянные, которые определяются из начальных
условий. Учитывая (7), в момент t = tk находим xi(tk) = w(λi|tk), i = 1, n,
k = 1, 2, . . . .

Тогда имеем систему n линейных неоднородных уравнений для нахожде-
ния произвольных постоянных Cs:

n∑

s=1

Csα
(s)
i eβstk = w(λi|tk), i = 1, n,

с отличным от нуля определителем для n линейно независимых решений со-
ответствующей однородной системы. Решая полученную систему с использо-
ванием правила Крамера, находим

Cs = e−βstk
n∑

j=1

Ãjs

det Ã1

w(λj |tk), s = 1, n,

где Ãjs — алгебраические дополнения элементов α̃js матрицы Ã1 (α̃js = α
(s)
j );

det Ã1 — определитель матрицы Ã1 =
∥∥Ã(1) Ã(2) . . . Ã(n)

∥∥.
Поэтапно возвращаясь к ранее сделанным заменам, получаем (7) в виде

w(λi|t) = e
∫ t

tk
ψ(τ)dτ

n∑

s=1

n∑

j=1

Ãjs

det Ã1

α
(s)
i w(λj |tk)eβs(t−tk), i = 1, n.(11)

С учетом условия нормировки из (11) находится явный вид функции

e
∫ t

tk
ψ(τ)dτ

=




n∑

i=1

n∑

s=1

n∑

j=1

Ãjs

det Ã1

α
(s)
i w(λj |tk)eβs(t−tk)




−1

.(12)

Подставляя (12) в (11), приходим к (6). Теорема 1 доказана.
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Для того чтобы найти значение w(λi|t) в произвольный момент времени t,
необходимо знать w(λj |tk), j = 1, n, — значение апостериорной вероятности в
момент времени tk, k = 1, 2, . . ., наступления события потока.

Апостериорная вероятность w(λj |tk) определяется следующей теоремой.

Те ор ем а 2. В момент времени tk наблюдения события в обобщенном
MAP-потоке для апостериорных вероятностей w(λj |tk), j = 1, n, имеет ме-
сто формула пересчета

w(λj |tk) = w(λj |tk + 0) =

=

n∑
d=1

λdP1(λj|λd)w(λd|tk − 0)

n∑
d=1

n∑
s=1

λdP1(λs|λd)w(λd|tk − 0)

, j = 1, n, k = 1, 2, . . . ,
(13)

n∑

j=1

w(λj |tk + 0) = 1;

w(λd|tk − 0) =

n∑
s=1

n∑
j=1

Ãjs

det Ã1

α
(s)
d w(λj |tk−1 + 0)eβs(tk−tk−1)

n∑
d=1

n∑
s=1

n∑
j=1

Ãjs

det Ã1

α
(s)
d w(λj |tk−1 + 0)eβs(tk−tk−1)

,

d = 1, n, k = 1, 2, . . . ,
n∑

d=1

w(λd|tk − 0) = 1.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим случай, когда в (2) rm+1 = 1, т.е. на ин-
тервале времени (t; t+∆t) наступает событие потока, допустим, в момент
времени tk. Положим в (2) λ(m+1) = λi. Тогда, с учетом утверждения 3,
рекуррентное соотношение (2) для апостериорных вероятностей w(λ(m)|t),
w(λ(m+1)|t+∆t) состояний потока запишется в виде

w(λi|t+∆t) =

=

λn∑
λ(m)=λ1

w(λ(m)|t)p(λ(m+1) = λi|λ(m))p(rm+1 = 1|λ(m), λ(m+1) = λi)

λn∑
λ(m)=λ1

λn∑
λ(m+1)=λ1

w(λ(m)|t)p(λ(m+1)|λ(m))p(rm+1 = 1|λ(m), λ(m+1))

, i = 1, n.

Рассмотрим два смежных интервала (t; tk) и (tk; t+∆t), длительности ко-
торых есть ∆t′ = tk − t и ∆t′′ = t+∆t− tk соответственно. Выполняя в по-
следнем рекуррентном соотношении введенные замены t = tk −∆t′, t+∆t =
= tk +∆t′′, расписывая вероятности перехода подобно случаю rm+1 = 0 и пе-
реходя к пределу при ∆t→ 0 (∆t′ → 0 и ∆t′′ → 0 соответственно), приходим
к (13). Теорема 2 доказана.
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Случаи rm+1 = 2, 3, . . ., не рассматриваются, так как имеют вероятность
o(∆t).

Зам е ч а ни е 2. В точке tk, k = 1, 2, . . ., (момент времени наступления со-
бытия потока) апостериорная вероятность w(λi|t), i = 1, n, претерпевает раз-
рыв первого рода (имеет место конечный скачок).

Осталось рассмотреть поведение апостериорных вероятностей w(λi|t), i =
= 1, n, на отрезке [t0; t1], где t0 — момент начала наблюдения за потоком, t1 —
момент наступления первого события потока. В момент времени t0 начала
наблюдения за потоком апостериорную вероятность w(λi|t) положим равной
априорной финальной вероятности πi, i = 1, n, состояний процесса λ(t).

3.3. Выражения для априорных финальных вероятностей
состояний потока

Обозначим πi(t|t0) — априорная вероятность того, что в момент времени t
значение процесса λ(t) = λi, i = 1, n, при условии, что функционирование по-
тока началось в момент времени t0.

Те ор ем а 3. Априорные финальные вероятности состояний процес-
са λ(t) для обобщенного MAP-потока событий имеют вид

πj =
Pnj
detP

, j = 1, n,(14)

где Pnj – алгебраическое дополнение элемента pnj матрицы P = ‖pij‖, i, j =
= 1, n,

pij =





−λi (1− P0(λi|λi)− P1(λi|λi)) , i = 1, n− 1;

λj (P0(λi|λj) + P1(λi|λj)) , i 6= j, i = 1, n− 1, j = 1, n;

1, i = n, j = 1, n.

Дока з а т е л ь с т в о. Нетрудно показать, что для априорных вероятно-
стей πi(t|t0), i = 1, n, справедлива система дифференциальных уравнений:

π′i(t|t0) = −λiπi(t|t0) +
n∑

j=1

λj [P0(λi|λj) + P1(λi|λj)]πj(t|t0), i = 1, n,(15)

n∑

i=1

πi(t|t0) = 1.

Учитывая тот факт, что рассматривается стационарный режим функцио-
нирования потока и λ(t) — марковский процесс, имеем: limt→∞ πi(t|t0) = πi,
i = 1, n.

Тогда система (15) принимает вид

−λiπi +
n∑

j=1

λj [P0(λi|λj) + P1(λi|λj)]πj = 0, i = 1, n,

n∑

i=1

πi = 1.
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В силу линейной зависимости уравнений последней системы заменим по-

следнее уравнение при i = n условием нормировки
n∑
i=1

πi = 1 и, решая систему

с использованием формул Крамера, приходим к (14). Теорема 3 доказана.

Полученные аналитические формулы (6), (13) и (14) позволяют сформу-
лировать следующий алгоритм расчета апостериорной вероятности w(λi|t),
i = 1, n, и алгоритм вынесения решения о состоянии процесса λ(t) в любой
момент времени t:

1) в момент начала наблюдения t0 = 0 в качестве начального значения
w(λi|t0 + 0), i = 1, n, выбирается априорная финальная вероятность πi, i =
= 1, n, вычисляемая по формуле (14), т.е. w(λi|t0 + 0) = w(λi|t0 = 0) = πi;

2) по формуле (6) вычисляется вероятность w(λi|t), i = 1, n, в любой мо-
мент времени t, t0 < t < t1, где t1 — момент наблюдения первого события
потока;

3) по формуле (6) вычисляется вероятность w(λi|t), i = 1, n, в момент вре-
мени t1, т.е. w(λi|t1) = w(λi|t1 − 0);

4) по формуле (13) производится пересчет апостериорной вероятности в
момент времени t1, т.е. вычисляется величина w(λi|t1 + 0), i = 1, n, — началь-
ное условие для w(λi|t), i = 1, n, на интервале (t1; t2);

5) по формуле (6) рассчитывается апостериорная вероятность w(λi|t),
i = 1, n, для любого момента времени t, t1 < t < t2, где t2 — момент наблю-
дения второго события потока и т.д.

При расчете апостериорных вероятностей w(λi|t), i = 1, n, в произволь-
ный момент времени t выносится решение о состоянии процесса λ(t) по мето-
ду максимума апостериорной вероятности: если w(λi|t) > w(λj |t), i, j = 1, n,
i 6= j, то оценка состояния процесса λ̂(t) = λi.

4. Результаты численных расчетов

Для получения численных результатов с использованием формул (6), (13)
и (14) разработан алгоритм расчета апостериорной вероятности w(λi|t), опи-
санный в разделе 3 данной работы. Программа реализована на языке про-
граммирования C# в среде Visual Studio 2015.

Первый этап заключается в имитационном моделировании обобщенного
MAP-потока событий с произвольным числом состояний с целью получения
выборки моментов времени наступления событий; второй этап — вычисле-
ние апостериорных вероятностей w(λi|t), t0 < t < t1; w(λi|tk + 0) и w(λi|t),
tk < t < tk+1, k = 1, 2, . . ., i = 1, n, где n — число состояний процесса λ(t), и
определение в произвольный момент времени t оценки λ̂(t) процесса λ(t) ме-
тодом максимума апостериорной вероятности на основе полученной выборки
моментов наступления событий t1, . . . , tm в наблюдаемом потоке.

Для числа состояний n = 3, значений вероятностей, приведенных в табл. 1,
значений λ1 = 10, λ2 = 3, λ3 = 1 процесса λ(t), времени моделирования
Tm = 100 ед. времени проведены расчеты по нахождению оценки λ̂(t) про-
цесса λ(t).
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Рис. 2. Траектория процесса λ(t).
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Рис. 3. Траектория оценки λ̂(t).

В качестве иллюстрации на рис. 2 приведена траектория поведения про-
цесса λ(t) (истинная реализация процесса), полученная путем имитационного
моделирования, где 1, 2, 3 — состояния процесса λ(t), t1, t2, . . . — моменты
времени наступления событий потока.

На рис. 3 приведена траектория поведения оценки λ̂(t), где 1, 2, 3 — состоя-
ния оценки λ̂(t). Вынесение решения о состоянии процесса λ(t) производилось
с шагом ∆t = 0,001. Штриховкой на оси абсцисс на рис. 3 отмечены области
принятия ошибочного решения, когда значение оценки λ̂(t) не совпадает с
истинным значением процесса λ(t).

Ни рис. 4–6 продемонстрированы траектории поведения апостериорных
вероятностей w(λ1|t), w(λ2|t), w(λ3|t), синхронизированные с моментами на-
ступления событий t1, t2, . . ., приведенными на рис. 2. При этом в любой
момент времени t, t0 6 t 6 Tm, выполняется условие нормировки w(λ1|t) +
+ w(λ2|t) +w(λ3|t) = 1.

Таблица 1. Исходные данные для эксперимента

P0(λ1|λ1) = 0,15 P0(λ1|λ2) = 0,09 P0(λ1|λ3) = 0,21

P0(λ2|λ1) = 0,24 P0(λ2|λ2) = 0,13 P0(λ2|λ3) = 0,07

P0(λ3|λ1) = 0,12 P0(λ3|λ2) = 0,25 P0(λ3|λ3) = 0,15

P1(λ1|λ1) = 0,19 P1(λ1|λ2) = 0,16 P1(λ1|λ3) = 0,18

P1(λ2|λ1) = 0,23 P1(λ2|λ2) = 0,23 P1(λ2|λ3) = 0,27

P1(λ3|λ1) = 0,07 P1(λ3|λ2) = 0,14 P1(λ3|λ3) = 0,12
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Рис. 4. Траектория апостериорной вероятности w(λ1|t).
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Рис. 5. Траектория апостериорной вероятности w(λ2|t).
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Рис. 6. Траектория апостериорной вероятности w(λ3|t).

Для установления частоты ошибочных решений о состоянии процесса λ(t)
по реализации обобщенного MAP-потока событий с произвольным числом
состояний проведен ряд статистических экспериментов, состоящих из сле-
дующих этапов:

1) для определенного набора параметров (значений λi, i = 1, n, значений
вероятностей P0(λj |λi), P1(λj |λi), i, j = 1, n) осуществляется моделирование
обобщенного MAP-потока с n состояниями на заданном отрезке времени мо-
делирования [0;Tm] (отдельный ν-й эксперимент);

2) осуществляется расчет апостериорных вероятностей w(λi|t), i = 1, n, со-
стояний процесса λ(t) на заданном отрезке моделирования [0;Tm] по форму-
лам (6), (13), (14);

3) осуществляется оценивание траекторий процесса λ(t) в любой момент
времени t на отрезке [0;Tm] по методу максимума апостериорной вероятности:
если w(λi|t) > w(λj |t), i, j = 1, n, i 6= j, то оценка состояния процесса λ̂(t) =
= λi;

4) определяется (для отдельного ν-го эксперимента) dν — суммарная про-
тяженность интервалов, на которых истинное значение процесса λ(t) не сов-
падает с полученной оценкой λ̂(t), 0 6 t 6 Tm;
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Рис. 7. График зависимости P̂0 от значений Tm.

5) вычисляется значение p̂ν = dν
Tm

— доля ошибочных решений;

6) шаги 1)–5) повторяются N раз (ν = 1, N ) для расчета оценки безуслов-
ной (полной) вероятности ошибки оценивания состояний случайного процес-
са λ(t) на рассматриваемом отрезке [0;Tm].

Результатом реализации вышеприведенного алгоритма является выборка
p̂1, . . . , p̂N долей ошибочных решений при проведении N экспериментов. На
основании полученных данных вычисляются выборочное среднее безусловной

вероятности ошибки принятия решения P̂0 =
1
N

N∑
ν=1

p̂ν и выборочная диспер-

сия D̂0 =
1

N−1

N∑
ν=1

(p̂ν − P̂0)
2.

Эксперимент 1. Фиксируются число состояний n = 3, количество опы-
тов N = 100, значения параметров λ1 = 10, λ2 = 3, λ3 = 1 процесса λ(t)
и вероятности, представленные в табл. 1. При этом время моделирования
Tm ∈ {100, 200, . . . , 1000}. Цель первого эксперимента заключается в установ-
лении стационарного режима.

В табл. 2 при заданных параметрах потока устанавливается зависимость
оценок P̂0 и D̂0 от времени имитационного моделирования Tm.

Из табл. 2 и рис. 7 вытекает, что для принятых значений параметров пото-
ка стационарный режим устанавливается для Tm > 200 ед. времени. В связи
с этим для дальнейших экспериментов полагаем Tm = 1000 ед. времени.

Эксперимент 2. Фиксируются число состояний n = 3, значение времени
моделирования Tm = 1000, количество опытов N = 100, значения парамет-
ров λ1 = 21, λ2 = 10, λ3 = 1 процесса λ(t) и вероятности, представленные в
табл. 1. Второй эксперимент отличается от первого заданием значений λi,
i = 1, n, когда состояния процесса более различимы.

При заданных параметрах в эксперименте 2 вычисляются P̂0 = 0,072305 и
D̂0 = 0,0000011. Из сравнения результатов эксперимента 2 и эксперимента 1

Таблица 2. Результаты первого статистического эксперимента

Tm 100 200 300 400 500 . . . 1000

P̂0 0,215952 0,217409 0,217452 0,217273 0,217682 . . . 0,217707

D̂0 0,000105 0,000068 0,000036 0,000031 0,000022 . . . 0,000009

82



Таблица 3. Исходные данные для третьего статистического эксперимента

P0(λ1|λ1) = 0,02 P0(λ1|λ2) = 0,02 P0(λ1|λ3) = 0,02

P0(λ2|λ1) = 0,02 P0(λ2|λ2) = 0,02 P0(λ2|λ3) = 0,02

P0(λ3|λ1) = 0,02 P0(λ3|λ2) = 0,02 P0(λ3|λ3) = 0,02

P1(λ1|λ1) = 0,7 P1(λ1|λ2) = 0,12 P1(λ1|λ3) = 0,12

P1(λ2|λ1) = 0,12 P1(λ2|λ2) = 0,7 P1(λ2|λ3) = 0,12

P1(λ3|λ1) = 0,12 P1(λ3|λ2) = 0,12 P1(λ3|λ3) = 0,7

Таблица 4. Результаты третьего статистического эксперимента

значения состояний процесса λ(t) P̂0 D̂0

λ1 = 5, λ2 = 2, λ3 = 1 0,307015 0,00010933

λ1 = 10, λ2 = 3, λ3 = 1 0,181478 0,00005049

λ1 = 21, λ2 = 10, λ3 = 1 0,065359 0,00000982

следует, что оценка P̂0 существенно меньше для второго эксперимента, что
является естественным, так как состояния процесса λ(t) более различимы.

Эксперимент 3. Фиксируются число состояний n = 3, значение времени
моделирования Tm = 1000, количество опытов N = 100 и вероятности, за-
данные в табл. 3. Стоит отметить, что в данном эксперименте вероятности
P0(λj |λi), P1(λj |λi), i, j = 1, n, задаются следующим образом: увеличиваются
вероятности наступления событий при переходе процесса λ(t) из i-го cоcтоя-
ния i-е, i = 1, 3, тем самым поток становится более интенсивным в каждом
из своих трех состояний, и значительно уменьшаются значения вероятностей
ненаступления событий.

В рамках данного эксперимента рассматриваются три случая задания зна-
чений параметров процесса λ(t). В табл. 4 приведены величины оценок P̂0 и
D̂0 в зависимости от значений λi, i = 1, 3.

Представленные численные результаты табл. 4 свидетельствуют о том, что
оценивание тем лучше, чем состояния процесса λ(t) более различимы, т.е.
обеспечивается лучшее (в смысле малости оценки вероятности ошибки при-
нятия решения) качество оценивания состояний рассматриваемого потока со-
бытий.

5. Заключение

Полученные результаты демонстрируют возможность оценивания состоя-
ний обобщенного MAP-потока событий с произвольным числом состояний по
текущим наблюдениям, что позволяет адекватно реагировать на изменение
интенсивности входящего потока (изменять режимы работы системы обслу-
живания в зависимости от того или иного состояния обобщенного MAP-пото-
ка). Так как апостериорные вероятности состояний потока получены в явном
аналитическом виде, то нет необходимости прибегать к привлечению чис-
ленных методов. Предложенный в статье алгоритм состояний исследуемого
потока обеспечивает минимум безусловной вероятности ошибки вынесения
решения.
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