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ИСТОЧНИКОВ И КОНТРОЛЯ

Рассмотрена задача синтеза сосредоточенных управлений процессом
нагрева пластины, при этом оптимизируются места размещения источ-
ников тепла и контроля состояния. Для ее численного решения с при-
менением эффективных методов оптимизации первого порядка получены
формулы для градиента целевого функционала. Приведены результаты
компьютерных экспериментов. Предлагаемый подход может быть исполь-
зован при проектировании систем автоматического управления и регули-
рования многими другими процессами и объектами с распределенными
параметрами.
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1. Введение

Рассматривается задача управления c обратной связью объектами с рас-
пределенными параметрами на примере процесса нагрева точечными источ-
никами тепла тонкой пластины, на которой установлены датчики температу-
ры. Результаты замеров температуры в точках контроля используются для
формирования текущих значений точечных управляющих воздействий. При
этом оптимизируются точки расположения сосредоточенных источников теп-
ла и контроля за состоянием процесса. В случае когда замеры состояния про-
цесса можно производить лишь в дискретные моменты времени, возможна
оптимизация моментов времени проведения замеров.
В конце XIX – начале XX столетия были проведены важные исследова-

ния и разработаны устройства для регулирования промышленных процес-
сов и технических объектов. Существенный вклад внесли известные ученые
Дж.К. Максвелл, Э.Дж. Раус, И.А. Вышнеградский, А. Гурвиц, А.М. Ля-
пунов и другие ученые и инженеры. В связи с проблемами в области ра-
кетостроения и развитием вычислительных и измерительных средств иссле-
дования Л.С. Понтрягина [1], Р.Э. Беллмана [2], А.М. Летова [3] и других
ученых [4, 5] в области систем управления с обратной связью объектами с со-
средоточенными параметрами нашли широкое применение в автоматических
системах управления различными техническими и промышленными объек-
тами. В последующие годы активно проводились исследования по распро-
странению имеющихся подходов и методов [2, 6, 7] для систем с сосредото-
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ченными параметрами на управление объектами с распределенными пара-
метрами, в том числе с использованием обратной связи [6, 8]. Результаты
были использованы при проектировании систем управления и регулирова-
ния как техническими объектами [6, 7], так и сложными промышленными
процессами [6, 9, 10]. Задачи синтеза управления для объектов с распреде-
ленными параметрами, несмотря на определенные достигнутые успехи, пока
не получили достаточно широкого применения. Это связано как с проблема-
ми теоретического характера (с исследованием вопросов управляемости, на-
блюдаемости [8], разработкой эффективных численных методов оптимизации
управления соответствующими процессами [11, 12]), так и с проблемами тех-
нической реализации систем управления этими объектами с обратной связью
(обусловленные пространственной протяженностью, невозможностью полу-
чения в достаточной степени оперативной и точной информации о текущем
состоянии со всех точек объекта, а также невозможностью своевременной
реализации управляющих воздействий, распределенных во всех или в неко-
торых точках объекта, и другими причинами). Работы в этом направлении
актуальны, и в настоящее время для многих объектов с распределенными
параметрами с использованием различных принципов, вычислительных ме-
тодов и технических средств телемеханического контроля разрабатываются
или уже функционируют системы автоматического управления и регулиро-
вания [10, 13, 14]. Отметим публикацию [15], в которой приведены подробные
комментарии к современному состоянию различных аспектов теории управ-
ления и достаточно обширная библиография.
Рассмотренная в данной статье постановка задачи синтеза управляющих

воздействий отличается тем, что, во-первых, оптимизируются места разме-
щения управляющих сосредоточенных источников и точек контроля за со-
стоянием объекта, а в случае дискретных во времени замеров могут оптими-
зироваться и моменты времени проведения замеров. Во-вторых, некоторые
параметры процесса (начальное состояние и температура внешней среды)
точно неизвестны, а заданы множества их возможных значений. В-третьих,
используя линейную обратную связь управляющих воздействий от замерен-
ных состояний объекта в точках контроля, задача синтеза управления сосре-
доточенными источниками приведена к задаче параметрического оптималь-
ного управления (в предлагаемом подходе размерность вектора постоянных
параметров синтезируемых управлений определяется в основном удвоенным
произведением числа точечных источников и точек контроля, а для задач
синтеза управления объектами с распределенными параметрами, учитывая,
что они не требуют решения в оперативном режиме, такую размерность мож-
но считать вполне приемлемой).
Предлагаемые в статье постановка задачи и подход к синтезу сосредото-

ченных управлений процессом нагрева пластины могут быть использованы в
системах управления с обратной связью многими другими технологически-
ми процессами, техническими объектами с распределенными параметрами с
сосредоточенными воздействиями, описываемыми другими типами диффе-
ренциальных уравнений с частными производными.
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2. Постановка задачи

Рассматривается задача синтеза управления нагревом тонкой пластины
точечными источниками, описываемая начально-краевой задачей:

ut(x, t) = a2div (gradu(x, t)) − λ0 [u(x, t)− θ] +

Nc∑
i=1

ϑi(t)δ(x − ηi),(2.1)

(x, t) ∈ Q =
{
(x, t) : x = (x1, x2) ∈ Ω⊂ R2, t ∈ [0, T ]

}
,

u(x, 0) = ϕ(x) = const ∈ Φ, x ∈ Ω,(2.2)

∂u(x, t)

∂n
= λ [u(x, t)− θ] , x ∈ Γ, t ∈ [0, T ].(2.3)

Здесь a, λ0, λ – заданные значения параметров процесса; Ω – область, за-
нимаемая пластиной с границей Γ, n – внутренняя нормаль к Γ. В частности,
предположим, что Ω имеет прямоугольную форму

Ω =
{
x ∈ R2 : a1 ≤ x1 ≤ a1, a2 ≤ x2 ≤ a2

}
,

ai, ai, i = 1, 2, – заданы.
Функция u(x, t), определяющая значение температуры пластины в точке

x ∈ Ω в момент времени t, является обобщенным единственным решением за-
дачи (2.1)–(2.3), см. [16, гл. 3; 17, гл. 3], а именно: для произвольной функции
ζ (x, t) ∈ H2,1 (Q), такой что ζ (x, T ) = 0, x ∈ Ω, ∂ζ (x, t) /∂n = λζ (x, t), x ∈ Γ,
t ∈ [0, T ], имеет место равенство

∫

Q

u(x, t)
(−ζt(x, t) − a2div (gradζ(x, t)) + λ0ζ(x, t)

)
dxdt =

=

Nc∑
i=1

T∫

0

ϑi(t)ζ(η
i, t)dt+

∫∫

Ω

ζ(x, 0)ϕ (x) dx+ θ

∫

Q

ζ(x, t)dxdt.

Будем считать, что начальная температура пластины во всех точках оди-
накова, но точно неизвестна. Известны множество (диапазон) Φ⊂ R возмож-
ных начальных состояний и соответствующая функция плотности ρΦ(ϕ) та-
кая, что

ρΦ(ϕ) ≥ 0, ϕ ∈ Φ,

∫

Φ

ρΦ(ϕ) = 1.

Аналогично температура внешней среды θ = const точно неизвестна, а за-
даны множество ее возможных значений Θ⊂R и соответствующая функция
плотности ρΘ(θ), такая что:

ρΘ(θ) ≥ 0, θ ∈ Θ,

∫

Θ

ρΘ(θ) = 1.
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Кусочно-непрерывные функции ϑi(t) определяют мощности источников,
сосредоточенных в точках пластины ηi =

(
ηi1, η

i
2

) ∈ Ω, i = 1, . . . , Nc, и осу-
ществляющих ее нагрев. Для определенной в области Ω двумерной функции
Дирака δ(x) при произвольных интегрируемой функции f(x) и точки x̄ ∈ Ω
имеют место равенства:

∫∫

Ω

f(x)δ(x− x̄)dx = f(x̄),

∫∫

Ω

δ(x)dx = 1.(2.4)

Пусть допустимые значения управляющих воздействий определены, на-
пример, так:

ϑi ≤ ϑi(t) ≤ ϑi, i = 1, . . . , Nc, t ∈ [0, T ] ,(2.5)

где ϑi, ϑi – заданные величины, i = 1, . . . , Nc.
Точки размещения η =

(
η1, . . . , ηNc

)
источников тепла должны удовлетво-

рять естественному условию:

ηi =
(
ηi1, η

i
2

) ∈ Ω, a1 ≤ ηi1 ≤ a1, a2 ≤ ηi2 ≤ a2, i = 1, . . . , Nc.(2.6)

Критерий качества управления определим функционалом

J(ϑ, η) =

∫

Φ

∫

Θ

I(ϑ, η;ϕ, θ)ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,(2.7)

I(ϑ, η;ϕ, θ) =(2.8)

=

∫∫

Ω

μ(x) [u(x, T ;ϑ, η, ϕ, θ) − U(x)]2 dx+ ε
∥∥∥ϑ(t)− ϑ̂(t)

∥∥∥2
LNc
2 [0,T ]

.

Здесь μ(x) ≥ 0, x ∈ Ω, – заданная весовая функция. В (2.8) второе слагае-
мое используется для регуляризации функционала, ε > 0, ϑ̂(t) – параметры
регуляризации, назначаемые согласно известным схемам [11, 18].
Функционал (2.7) характеризует качество управления процессом нагрева в

среднем по всем возможным начальным температурам пластины и темпера-
турам внешней среды, u (x, T ;ϑ, η, ϕ, θ) – решение начально-краевой задачи
(2.1)–(2.3) при точечных управляющих воздействиях ϑ(t)= (ϑ1(t), . . . ,ϑNc(t)),
размещенных соответственно в точках ηi =

(
ηi1, η

i
2

)
, i = 1, . . . , Nc, с началь-

ным условием u(x, 0) = ϕ, x ∈ Ω при температуре внешней среды θ.
Задача управления процессом нагрева пластины заключается в опреде-

лении оптимальных относительно функционала (2.7) допустимых значений
управляющих воздействий ϑ(t) = (ϑ1(t), . . . , ϑNc(t)) – мощностей сосредото-
ченных (точечных) источников и мест их расположения η =

(
η1, . . . , ηNc

)
.

Обозначим через W (x, t;ϑ, η) множество всех решений начально-краевой
задачи (2.1)–(2.3) при всевозможных допустимых начальных температурах
ϕ ∈ Φ и значениях внешних температур θ ∈ Θ. Тогда W (x, t;ϑ, η) представ-
ляет собой “пучок” решений начально-краевой задачи (2.1)–(2.3), полученных
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при использовании точечных управляющих воздействий ϑ(t), размещенных в
точках η при всевозможных ϕ ∈ Φ и θ ∈ Θ. В таком случае функционал (2.7)
характеризует качество выбора оптимизируемой пары (ϑ, η) при одновремен-
ном управлении всем пучком траекторий решений (2.1)–(2.3).
Пусть управление процессом нагрева пластины осуществляется с учетом

того, что в No точках ξj пластины,

ξj =
(
ξj1, ξ

j
2

)
∈ Ω, a1 ≤ ξj1 ≤ a1, a2 ≤ ξj2 ≤ a2, j = 1, . . . , No,(2.9)

проводятся замеры текущей температуры непрерывно во времени

uξj(t) = u(ξj , t), ξj ∈ Ω, t ∈ [0, T ] , j = 1, . . . , No,(2.10)

или дискретно в заданные моменты времени

usξj = u(ξj , τs), ξj ∈ Ω, τs ∈ [0, T ] , s = 0, . . . , Nt, j = 1, . . . , No.(2.11)

Формирование значений температуры точечных управляющих воздей-
ствий ϑi(t), i = 1, . . . , Nc, при наблюдении вида (2.10) будем осуществлять
по закону линейной обратной связи в виде

ϑi(t) =

No∑
j=1

kji [u(ξ
j , t)− zji ], t ∈ [0, T ] , i = 1, . . . , Nc.(2.12)

Здесь kji – коэффициент усиления для i-го источника с учетом значения
температуры в j-й точке замера; zji – номинальное значение температуры
пластины в j-й точке замера, которое должно поддерживаться i-м источни-
ком. В задачах синтеза управления объектами, описываемыми обыкновен-
ными дифференциальными уравнениями, в качестве аналога номинального
значения используется вектор конечного состояния, к которому должен быть
приведен объект. Для рассматриваемой задачи параметры zji определяют-
ся значениями в точках наблюдения функции U (x), участвующей в целевом
функционале, т.е. значениями U

(
ξj
)
, j = 1, . . . , No. Но эти значения в случае

некоторых функций U (x) могут быть неоптимальными для zji относительно
целевого функционала, поэтому zji , i = 1, . . . , Nc, j = 1, . . . , No, включены в
число оптимизируемых параметров задачи.

Введем обозначения для матриц K =
((

kji

))
, Z =

((
zji

))
, i = 1, . . . , Nc,

j = 1, . . . , No.
В случае если замеры в контролируемых точках осуществляются лишь

в заданные дискретные моменты времени τs ∈ [0, T ], s = 0, . . . , Nt, τ0 = 0,
τNt+1 = T , то формирование мощностей точечных источников ϑi(t), i =
= 1, . . . , Nc, будем осуществлять по закону линейной обратной связи в виде

ϑi(t)=

No∑
j=1

kji

[
u(ξj, τs)−zji

]
, t∈ [τs, τs+1), s=0, . . . ,Nt, i=1, . . . ,Nc.(2.13)
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Ясно, что управляющие воздействия (2.12) являются непрерывными
функциями времени, а управляющие воздействия (2.13) во времени кусочно-
постоянны, причем смена значений управлений осуществляется после заме-
ров состояния процесса в контролируемых точках пластины.
Подставим выражение (2.12) для управления при непрерывном наблюде-

нии (2.10) в дифференциальное уравнение (2.1):

ut(x, t) = a2div (gradu(x, t))− λ0 [u(x, t)− θ] +

+

Nc∑
i=1

No∑
j=1

kji

[
u(ξj , t)− zji

]
δ(x− ηi), (x, t) ∈ Q.

(2.14)

Из-за участия в правой части уравнения (2.14) значений искомой функ-
ции в некоторых точках области, в данном случае в точках ξj , j = 1, . . . , No,
такие уравнения относят к нагруженным дифференциальным уравнениям.
Исследования различных аспектов таких уравнений проведены автором пуб-
ликации [19] и его учениками. В частности, в [20] для численного решения на-
груженных краевых задач исследованы условия применимости схем конечно-
разностных методов и порядки аппроксимации, а в [21, 22] предложены ме-
тоды решения получаемых конечно разностных задач, учитывающие специ-
фическую структуру таких задач.
Используя в уравнении (2.1) выражение управления (2.11) с дискретной

обратной связью, получим:

ut(x, t) = a2div (gradu(x, t)) − λ0 [u(x, t)− θ]+

+

Nc∑
i=1

No∑
j=1

kji

[
u(ξj , τs)− zji

]
δ(x − ηi),

x ∈ Ω, t ∈ [τs, τs+1), s = 0, . . . , Nt, i = 1, . . . , Nc,

u(x, τs − 0) = u(x, τs) = u(x, τs + 0), s = 0, . . . , Nt, x ∈ Ω.

(2.15)

Теперь сформулируем рассматриваемую в данной статье основную задачу.
Требуется определить оптимальные в смысле функционала (2.7), (2.8)

допустимые места размещения сосредоточенных управляющих источников
тепла ηi, i = 1, . . . , Nc, и точек обратной связи – замеров состояния ξ =
= (ξ1, . . . , ξNo), удовлетворяющие условиям (2.6), (2.9), и допустимые значе-
ния параметров обратной связи K, Z, при которых удовлетворяются усло-
вия (2.5).
Исходя из технических и технологических соображений будем предпола-

гать, что расстояния между точками расположения источников и замеров
должны быть не меньше заданной величины d, т.е.(

ξj1 − ηi1

)2
+
(
ξj2 − ηi2

)2 ≥ d2, i = 1, . . . , Nc, j = 1, . . . , No.(2.16)

Таким образом, оптимизируемыми параметрами в рассматриваемой зада-
че являются постоянные параметры η ∈ R2Nc , ξ ∈ R2No , K,Z ∈ RNcNo, об-
щее число которых составляет n = 2(NcNo +No +Nc). Все оптимизируе-
мые в задаче векторы параметров объединим в один, введя обозначение
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y = (K,Z, ξ, η) ∈ Rn. Учитывая это обозначение, функционал (2.7), (2.8) за-
пишем в виде

J(y) =

∫

Φ

∫

Θ

I(y;ϕ, θ)ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,(2.17)

I(y;ϕ, θ) =

∫∫

Ω

μ(x)[u(x, T ; y, ϕ, θ) − U(x)]2dx+ ε ‖y − ŷ‖2Rn ,(2.18)

а решение начально-краевой задачи (2.14), (2.2), (2.3) при каком-либо допу-
стимом векторе параметров y, начальном условии ϕ и температуре внешней
среды θ обозначим через u(x, t; y, ϕ, θ). Здесь ŷ, ε > 0 – параметры регуляри-
зации, назначаемые, как уже замечано на с. 123, с использованием известных
алгоритмов [11, 18].
Возможно рассмотрение задачи управления с дискретной по времени об-

ратной связью (2.11) при условии, что значения моментов времени τ =
= (τ1, . . . , τNt) являются оптимизируемыми параметрами задачи синтеза
управления, при этом должны быть выполнены условия

τs < τs+1, s = 0, . . . , Nt.

В этом случае размерность оптимизируемых параметров y = (K,Z, ξ, η, τ)
в целом в задаче синтеза управления будет равна n+Nt.
Поставленную задачу синтеза управляющих воздействий можно отнести

к классу параметрических задач оптимального управления объектами с рас-
пределенными параметрами. Особенности задачи управления: 1) нагружен-
ные дифференциальные уравнения с частными производными; 2) функци-
онал, характеризующий поведение пучка решений начально-краевой зада-
чи (2.14), (2.2), (2.3) ((2.15), (2.2), (2.3) в случае дискретной обратной свя-
зи (2.11)) с заданными множествами возможных начальных условий и пара-
метров внешней среды; 3) участие в дифференциальном уравнении функции
Дирака; 4) оптимизируемым в задаче оптимального управления является ко-
нечномерный вектор.
Важно отметить еще одну особенность полученной задачи синтеза управ-

ляющих процессом параметров. Как видно из дифференциальных уравнений
(2.14) и (2.15), оптимизируемые параметры участвуют в этих уравнениях
нелинейно. Отсюда следует нелинейность зависимости u(x, t; y, ϕ, θ) от па-
раметров y, а следовательно, целевые функционалы (2.7), (2.8) не являются
квадратичными по синтезируемым параметрам. Поэтому, несмотря на выпук-
лость функционала исходной первоначальной задачи оптимального управле-
ния по ϑi(t), i = 1, . . . , Nc, рассматриваемая задача в общем случае может
быть невыпуклой, многоэкстремальной. В связи с этим при решении задачи
необходимо использовать какие-либо стратегии отыскания глобального опти-
мума. Например, проводить многократное решение оптимизационной задачи
с различными начальными значениями синтезируемых параметров или же
при применении локальных методов оптимизации, исходя из экспертной ин-
формации, использовать “хорошие” начальные приближения для оптимизи-
руемых параметров.
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3. Подход и формулы для численного решения задачи

Для численного решения полученной параметрической задачи оптималь-
ного управления предлагается использовать итерационные методы оптимиза-
ции первого порядка. Сначала рассмотрим случай задачи синтеза управления
(2.12) с непрерывной обратной связью (2.10).
Ограничения (2.5) на управляющие воздействия запишем, используя

(2.12), в виде

ϑi ≤
No∑
j=1

kji

[
u(ξj , t)− zji

]
≤ ϑi, t ∈ [0, T ] , i = 1, . . . , Nc,(3.1)

Введем обозначения

gi(t; y) =
∣∣g0i (t; y)∣∣− ϑi − ϑi

2
,

g0i (t; y) =
ϑi + ϑi

2
−

No∑
j=1

kji

[
u(ξj , t)− zji

]
, t ∈ [0, T ] , i = 1, . . . , Nc.

Тогда ограничение (3.1) можно записать так:

gi(t; y) ≤ 0, t ∈ [0, T ] , i = 1, . . . , Nc.(3.2)

К этим ограничениям добавим NcNo условий из (2.16), введя обозначения

gNc+(i−1)No+j(·; y) = d2 −
(
ξj1 − ηi1

)2 − (ξj2 − ηi2

)2 ≤ 0,

i = 1, . . . , Nc, j = 1, . . . , No.
(3.3)

Общее число ограничений в (3.2), (3.3) равно N = Nc (No + 1).
Для учета ограничения (3.2) в задаче синтеза параметров y используем ме-

тод внешнего штрафного функционала, добавив к функционалу (2.17), (2.18)
штрафной член за нарушение ограничений (3.2) и (3.3):

J̃(y) =

∫

Φ

∫

Θ

Ĩ(y;ϕ, θ)ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,(3.4)

Ĩ(y;ϕ, θ) = I(y;ϕ, θ) + Iштр(y),(3.5)

Iштр(y) =

Nc∑
i=1

�i

T∫

0

[g+i (t; y)]
2dt+

N∑
i=Nc+1

�i[g
+
i (·; y)]2.

Функционал (3.4) минимизируется многократно при условии, что коэффи-
циенты штрафа �i, i = 1, . . . , N , стремятся к +∞. Обозначение g+i (·) означа-
ет, что g+i (·) = gi(·), если gi(·) > 0 и g+i (·) = 0, если gi(·) ≤ 0.
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Далее будет использоваться функция sgn(·), равная (–1) при отрицатель-
ных значениях аргумента, нулю – при аргументе равном 0 и 1 – для положи-
тельних значений аргумента.
При минимизации штрафного функционала (3.5) учет позиционных огра-

ничений (2.6), (2.9), учитывая их простоту, будет проводиться с использо-
ванием оператора проектирования на множество, заданное этими ограниче-
ниями.
В целом, для решения задачи оптимального синтеза параметров обрат-

ной связи y предлагается использовать итерационные методы минимизации
с комбинированием методов штрафной функции и проективных методов.
В частности, может быть использован метод проекции градиента штраф-

ной функции, который запишем в виде

ym+1 = P(2.6),(2.9)[y
m − αmgradyJ̃(y

m)], m = 0, 1, . . .(3.6)

Здесь gradyJ̃(y
m) – градиент штрафного функционала (3.4), (3.5), αm ≥ 0 –

величина шага в направлении антиградиента функционала J̃(y), P(2.6),(2.9)[·] –
оператор проектирования на позиционные ограничения (2.6) и (2.9) [11].
Ясно, что основным элементом, необходимым для реализации проце-

дуры (3.6), является градиент функционала J̃(y). Компоненты градиента
штрафного функционала по параметрам непрерывной обратной связи в слу-
чае непрерывных множеств возможных начальных состояний Φ и температур
внешней среды Θ определяются в теореме 1.
Те ор ем а 1. Компоненты градиента штрафного функционала (3.4),

(3.5) в задаче (2.14), (2.2), (2.3), (2.6), (2.9) по синтезируемым параметрам
при непрерывной обратной связи (2.10) определяются формулами:

∂J̃(y)

∂kji
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩−

T∫

0

(
ψ(ηi, t)+2�ig

+
i (t; y)sgn(g

0
i (t; y))

)
[u(ξj , t)−zji ]dt+

+ 2ε
(
kji − k̂ji

)⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

(3.7)

∂J̃(y)

∂zji
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩kji

T∫

0

(
ψ(ηi, t) + 2�ig

+
i (t; y)sgn(g

0
i (t; y))

)
dt+

+ 2ε
(
zji − ẑji

)⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

(3.8)

∂J̃(y)

∂ξjγ
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩−

Nc∑
i=1

kji

T∫

0

uxγ (ξ
j , t)

(
ψ(ηi, t)+2�ig

+
i (t; y)sgn(g

0
i (t; y))

)
dt +

+4

Nc∑
i=1

�Nc+(i−1)No+j

(
ηiγ − ξjγ

)
g+Nc+(i−1)No+j(·; y) +(3.9)
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+ 2ε
(
ξjγ − ξ̂jγ

)⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

∂J̃(y)

∂ηiγ
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩−

No∑
j=1

T∫

0

ψxγ (η
i, t)kji

[
u(ξj , t)− zji

]
dt+

+ 4

Nc∑
i=1

�Nc+(i−1)No+j

(
ξjγ − ηiγ

)
g+Nc+(i−1)No+j(·; y)+

+ 2ε
(
ηiγ − η̂iγ

)
⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

(3.10)

i = 1, . . . , Nc, j = 1, . . . , No, γ = 1,2. Функция ψ(x, t) = ψ(x, t; y, ϕ, θ) при те-
кущем векторе параметров y, допустимых начальном условии ϕ и тем-
пературе внешней среды θ является обобщенным решением сопряженной
начально-краевой задачи:

ψt(x, t) = −a2div (gradψ(x, t)) + λ0ψ(x, t) −

−
No∑
j=1

Nc∑
i=1

kji
(
ψ(ηi, t) + 2�ig

+
i (t; y)sgn (g

0
i (t; y))

)
δ(x− ξj), (x, t) ∈ Q,

(3.11)

ψ(x, T ) = −2μ(x)[u(x, T ; y) − U(x)], x ∈ Ω,(3.12)
∂ψ(x, t)

∂n
= λψ(x, t), x ∈ Γ, t ∈ [0, T ].(3.13)

Доказательства теорем 1 и 2 приведены в Приложении.
Существование и единственность обобщенных решений задач (3.11)–(3.13)

и (2.14), (2.2), (2.3) при принятых предположениях на функции, участвующие
в задачах, при размерности пространственной переменной ≤ 3 показаны в
[16, 7].
Для задачи синтеза параметров управления с оптимизируемыми дискрет-

ными моментами времени обратной связи вида (2.13) в теореме 2 приведены
формулы для градиента штрафного функционала (3.4), (3.5).

Те ор ем а 2. Компоненты градиента штрафного функционала (3.4),
(3.5) в задаче (2.15), (2.2), (2.3) по синтезируемым параметрам при дис-
кретных наблюдениях (2.13) определяются формулами:

∂J̃(y)

∂kji
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩−

Nt∑
s=0

[u(ξj , τs)−zji ]

⎛
⎝

τs+1∫

τs

ψ(ηi, t)dt+2�ig
+
i (τs; y)sgn(g

0
i (τs; y))

⎞
⎠+

+ 2ε
(
kji − k̂ji

)⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,
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∂J̃(y)

∂zji
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩k

j
i

Nt∑
s=0

⎛
⎝

τs+1∫

τs

ψ(ηi, t)dt+2�ig
+
i (τs; y)sgn(g

0
i (τs; y))

⎞
⎠+

+2ε
(
zji − ẑji

)⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

∂J̃(y)

∂ξjγ
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩−

Nt∑
s=0

uxγ (ξ
j, τs)

Nc∑
i=1

kji

⎛
⎝

τs+1∫

τs

ψ(ηi, t)dt+2�ig
+
i (τs; y)sgn(g

0
i (τs; y))

⎞
⎠+

+ 4

Nc∑
i=1

�Nc+(i−1)No+j

(
ηiγ − ξjγ

)
g+Nc+(i−1)No+j(·; y) +

+ 2ε
(
ξjγ − ξ̂jγ

)⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

∂J̃(y)

∂ηiγ
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩−

Nt∑
s=0

τs+1∫

τs

ψxγ (η
i, t)dt

No∑
j=1

kji

[
u(ξj , τs)− zji

]
+

+ 4

Nc∑
i=1

�Nc+(i−1)No+j(ξ
j
γ −ηiγ)g

+
Nc+(i−1)No+j(·; y)+2ε(ηiγ − η̂iγ)

⎫⎬
⎭ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

∂J̃(y)

∂τs
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩−

Nc∑
i=1

No∑
j=1

kji
(
ψ(ηi, τs)

[
u
(
ξj , τs−1

)− u
(
ξj , τs

)]
+

+
(
a2div

(
gradu(ξj , τs)

)− λ0

[
u(ξj , τs)− θ

])×
×
⎡
⎣

τs+1∫

τs

ψ
(
ηi, t

)
dt+2�ig

+
i (τs; y)sgn(g

0
i (τs; y))

⎤
⎦ +2ε(τs− τ̂s)

⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

i = 1, . . . , Nc, j = 1, . . . , No, γ = 1, 2, s = 1, . . . , Nt. Функция ψ(x, t) =
= ψ(x, t; y, ϕ, θ) при текущем векторе параметров y и допустимых на-
чальном условии ϕ и температуре внешней среды θ является обобщенным
решением сопряженной начально-краевой задачи:

ψt(x, t) = −a2div (gradψ(x, t)) + λ0ψ(x, t) −

−
No∑
j=1

Nc∑
i=1

kji

⎛
⎝

τs+1∫

τs

ψ(ηi, t)dt+2�ig
+
i (τs; y)sgn(g

0
i (τs; y))

⎞
⎠δ(x− ξj, t− τs),

x ∈ Ω, t ∈ [τs, τs+1), s = 0, . . . , Nt,

(3.14)

ψ(x, T ) = −2μ(x)[u(x, T ; y) − U(x)], x ∈ Ω,(3.15)
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∂ψ(x, t)

∂n
= λψ(x, t), x ∈ Γ, t ∈ [τs, τs+1), s = 0, . . . , Nt.(3.16)

4. Результаты численных экспериментов

Приведем результаты решения тестовой задачи управления процессом
пластины с непрерывной обратной связью. В задаче использовались следую-
щие значения параметров:

a2 = 1, T = 1, λ0 = λ = 0,01, a1 = a2 = 0, a1 = a2 = 1, Nc = No = 2,

μ(x) = 1, U(x) = 10, x∈Ω, ϑi =−5, ϑi =20, i=1, . . . , Nc, d=0,05,

Φ = [0,2; 0,5] , Θ = [6,2; 6,5] , ρΦ(ϕ) = ρΘ(θ) = 10/3, ϕ ∈ Φ, θ ∈ Θ.

Приведем общее описание алгоритма решения задачи синтеза вектора
параметров y, размерность которого в данном случае равна n = 2(NcNo +
+No +Nc) = 16. При выбранных коэффициентах штрафа �i и параметрах
регуляризации ε, ŷ для реализации процедуры (3.5), на каждой итерации
которой при текущих значениях оптимизируемых параметров ym при всех
возможных значениях ϕ ∈ Φ и θ ∈ Θ выполняются шаги: 1) решается прямая
начально-краевая задача (2.14), (2.2), (2.3); 2) решается сопряженная задача
(3.11)–(3.13); 3) вычисляются компоненты (3.7)–(3.10) градиента штрафной
функции; 4) в направлении спроектированного антиградиента функционала
на позиционные ограничения (2.6), (2.9) проводится одномерная минимиза-
ция по α ≥ 0:

αm = min
α≥0

J̃
(
P(2.6),(2.9)[y

m − αgradyJ̃(y
m)]
)
, m = 0, 1, . . .

Эти шаги совершаются до тех пор, пока не выполнится какой-либо кри-
терий останова. Например, шаг αm или изменение значения функционала
на двух последовательных итерациях меньше заданной малой величины.
Далее, согласно известным подходам, используя полученные значения па-
раметров y∗, изменяются параметры регуляризации ε, ŷ [11, 18] (в частно-
сти, уменьшается (делится на пять) ε, а за ŷ принимается полученное оп-
тимальное значение вектора y∗) и проводится процедура (3.6) до выполне-
ния критерия останова. После трех корректировок параметров регуляриза-
ции коэффициенты штрафа �i, начиная со значений �i = �1, i = 1, . . . , Nc,
�i = �2 = 103�1, i = Nc + 1, . . . , N , �1 = 1, увеличивались в пять раз, т.е.
�i = 5�i, i = 1, . . . , N , и повторялись все приведенные выше операции. Коэф-
фициент штрафа увеличивается до тех пор, пока оптимизируемые значения
параметров y, полученные для двух последовательных значений коэффици-
ента штрафа, изменяются на величину, превышающую заданную требуемую
точность решения всей задачи.
Для решения двухмерных прямой (2.14), (2.2), (2.3) и сопряженной (3.11)–

(3.13) нелокальных начально-краевых задач использовалась неявная схема
метода переменных направлений с шагами по пространственным перемен-
ным hx1 = hx2 = 0,01, а по переменной во времени – ht = 0,005 [23]. Для ап-
проксимации двухмерной δ-функции Дирака использовалась функция типа

131



Гаусса:

δσx =

⎧⎨
⎩
0, |x1| > 3σx1 или |x2| > 3σx2 ,

1

2πσx
exp

(
−
(

x21
2σ2

x1

+
x21
2σ2

x2

))
, |x1| ≤ 3σx1 и |x2| ≤ 3σx2 ,

где

σx =
1

2π

3σx1∫

−3σx1

exp

(
− x21
2σ2

x1

)
dx1

3σx2∫

−3σx2

exp

(
− x21
2σ2

x2

)
dx2.

Несложно проверить, что имеет место равенство
∞∫

−∞

∞∫

−∞
δ (x) dx1dx2 =

3σx1∫

−3σx1

3σx2∫

−3σx2

δσx (x) dx1dx2 = 1.

При численных расчетах величина σxi выбиралась равной hxi , i = 1,2 (т.е.
значение δ-функции “размазывалось” по девяти соседним квадратам). Та-
кая аппроксимация δ-функции Дирака, как известно [24], сглаживает зави-
симость целевого функционала J̃ (y) от оптимизируемых координат распо-

Результаты решения задачи для начальных приближений y01 и y02

y0 �1;�2 m K Z ξ1 ξ2 η1 η2 J̃ (y)

y01

0 −5,85 −3,48
−4,74 −6,15

14,91 11,45
16,84 12,38

0,6900
0,6500

0,4200
0,4700

0,8500
0,8600

0,2300
0,2300

102,40

1;103 15 −3,40 −1,32
3,23 −2,72

9,55 9,35
14,72 14,24

0,6616
0,7714

0,3368
0,3469

0,7416
0,6914

0,2568
0,2669

2,4468

25 −3,29 −1,33
2,46 −3,59

9,56 9,35
14,72 14,25

0,8178
0,7654

0,3377
0,3482

0,7378
0,6854

0,2577
0,2682

0,6928

0 −2,28 0,03
2,37 −3,65

10,01 9,24
15,12 13,53

0,8049
0,9264

0,6182
0,6375

0,8849
0,8464

0,3332
0,3407

0,0218

25;25 · 103 15 −2,12 0,18
2,44 −3,59

10,13 9,24
15,07 13,62

0,8017
0,9336

0,6008
0,6374

0,8817
0,8536

0,3310
0,3386

0,0136

22 −2,09 0,21
2,46 −3,58

10,16 9,23
15,02 13,68

0,7935
0,9400

0,5650
0,6197

0,8827
0,8579

0,3493
0,3284

0,0092

y02

0 −2,12 1,24
2,38 2,58

8,50 7,40
7,70 9,50

0,6300
0,5200

0,8400
0,6800

0,4600
0,8500

0,2400
0,2400

15948

1;103 10 −3,44 0,31
1,31 1,67

8,65 7,31
7,58 9,37

0,5331
0,3599

0,8700
0,8700

0,9500
0,9500

0,0500
0,1247

4,2100

20 −2,21 −0,12
0,56 2,02

9,70 7,30
7,45 9,09

0,5331
0,3599

0,8700
0,8700

0,9500
0,9500

0,0500
0,1247

0,6159

0 −1,82 0,05
−0,39 1,42

9,86 7,30
7,10 7,58

0,6034
0,3506

0,9474
0,9496

0,8674
0,8696

0,3770
0,4757

0,0544

25;25 · 103 35 −1,86 0,29
−0,69 1,15

9,54 7,30
6,98 7,83

0,4906
0,2650

0,9494
0,9488

0,8675
0,8672

0,3826
0,4624

0,0011

45 −1,87 0,30
−0,77 1,10

9,49 7,33
6,99 7,82

0,4911
0,2250

0,9485
0,9482

0,8683
0,8682

0,3825
0,4637

0,0004
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Рис. 1. Графики функции J̃ (y): а – при точных замерах; б и в – при наличии
погрешностей в замерах (1 – 0%; 2 – 2%; 3 – 5%).

ложения источников и параметров обратной связи (контроля), ηi =
(
ηi1, η

i
2

)
,

i = 1, . . . , Nc, ξj =
(
ξj1, ξ

j
2

)
, j = 1, . . . , No, являющихся аргументами δ-функ-

ций в прямой и сопряженной начально-краевых задачах.
В таблице приведены значения оптимизируемых параметров на некоторых

итерациях и на последних y∗1 и y∗2, полученные из двух различных начальных
значений y01 и y02: y

0
1 = ((−5,85,−3,48,−4,74,−6,15), (14,91, 11,45, 16,84, 12,38),

(0,69, 0,65, 0,42, 0,47), (0,85, 0,86, 0,23, 0,23)), y02 = ((−2,12, 1,24, 2,38, 2,58),
(8,50, 7,40, 7,70, 9,50), (0,63, 0,52, 0,84, 0,68), (0,46, 0,85, 0,24, 0,24)) – при раз-
личных двух значениях �1, �2 для коэффициентов штрафа �i = �1, i =
= 1, . . . , Nc и �i = �2, i = Nc + 1, . . . , N и значениях параметров регуляриза-
ции ε = 0,01, ŷ = ((−2, 0,7, 0,71, −2,38), (7,96, 5,83, 7,68, 9,72), (0,50, 0,05,
0,95, 0,08), (0,42, 0,76, 0,41, 0,71)). Элементы матриц K, Z (размеров 2× 2)
приведены по столбцам.
На рис. 1,а приведен график функции

J̃(t) =

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩
∫∫

Ω

μ(x)[u(x, T ; y∗, ϕ, θ)− U(x)]2dx

⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,(4.1)

где u (x, t; y∗, ϕ, θ) – решение начально-краевой задачи (2.14), (2.2), (2.3) при
полученных оптимальных параметрах обратной связи y∗1 и ϕ = 0,3, θ = 6,3.
Функционал (4.1) характеризует интегральную по всей пластине величину

суммарного отклонения всех траекторий пучка W (x, t; y∗, ϕ, θ) от заданной
функции распределения U (x), x ∈ Ω, определяющей желаемую температуру
пластины.
На рис. 1,б и 1,в приведены графики функции (4.1), полученные при опти-

мальных параметрах обратной связи y∗1 при наличии погрешностей в замерах
текущего состояния uξj (t), j = 1, . . . , No. Замеры с погрешностями задава-
лись формулой

ũξj (t) = uξj (t)
⌊
1 + χj (t)

⌋
, j = 1, . . . , No,

где значения χj (t) ∈ [−ν, ν] определялись датчиком случайными чисел, рас-
пределенных по равномерному закону, значение ν соответствует уровню по-
мех (ν = 0 означает, что замеры проводились точно). Значения ν в экспери-

133



10,02

t = 1,0

а

б

в

t = 2,0t = 1,5
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10,00
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Рис. 2. Линии уровня функции распределения температуры u (x, t; y∗; 0,3; 6,3)
на пластине при t = 1; 1,5; 2 при замерах: а – без помех χ = 0%; с помехами
б – χ = 2% и в – χ = 5%.

ментах принимались равным 0,02 и 0,05, что соответствовало величинам по-
грешности замеров в 2% и 5%. Как видно из рис. 1,б и 1,в, траектория J̃ (t) и,
следовательно, сам процесс нагрева достаточно устойчивы к погрешностям
замера, причем эта устойчивость сохраняется при управлении процессом и
при t ≥ T . На рис. 1,б из-за малого масштаба значения функции J̃ (t) при
t ∈ [0; 2] при разных уровнях помех практически не различаются. Поэтому
на рис. 1,в для t ≥ 2 масштаб для оси значений функции увеличен.
Важно заметить следующее. Исходная задача синтеза управления реша-

лась при T = 1, т.е. для временного отрезка [0; 1]. Тем не менее найденные
оптимальные параметры обратной связи y∗ таковы, что температура U (x),
x ∈ Ω, как это видно из рис. 1, достаточно точно поддерживается и при t > T .
Это означает, что при t >T синтезированное управление с обратной свя-

зью функционирует в режиме автоматического регулирования процессом на-
грева. Изложенное подтверждается приводимыми на рис. 2 линиями уровня
функции распределения температуры на пластине, полученными при синте-
зированных значениях параметров обратной связи. Как видно из рисунков,
температура на пластине поддерживается с достаточной точностью (согласо-
ванной с точностями проводимых замеров и решений вспомогательных задач)
в окрестности желаемой температуры U (x) = 10, x ∈ Ω и при t > T = 1, хотя
задача синтеза решалась на временно́м отрезке [0; 1].
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5. Заключение

В статье для процесса управления нагревом тонкой пластины заданным
числом точечных источников тепла предложен подход к синтезу управления
и оптимальному размещению как источников, так и точек контроля (обрат-
ной связи) за состоянием объекта.
Синтезируемое управление в текущий момент времени ищется в виде ли-

нейной комбинации от замеренных значений температуры в точках контроля,
количество которых задано.
В целом, рассматриваемая задача приводится к задаче параметрического

оптимального управления. В задаче оптимизируемыми являются координа-
ты размещения на пластине точечных источников, точек контроля, коэффи-
циенты усиления и номинальные значения температуры в точках контроля.
Рассмотрен случай, когда обратная связь осуществляется лишь в дискрет-
ные моменты времени, которые могут быть оптимизируемыми параметрами
задачи.
Для численного решения задачи с использованием итерационных методов

оптимизации первого порядка получены формулы для компонент градиента
целевого функционала по всем оптимизируемым параметрам синтезируемого
управления.
Приведены результаты численных экспериментов на тестовой задаче, ис-

следовано влияние погрешностей в измерениях текущего состояния в точках
обратной связи на качество управления процессом нагрева пластины.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Из независимости начальной темпера-
туры пластины ϕ и температуры внешней среды θ от синтезируемых управ-
ляющих параметров y следует справедливость соотношения

gradyJ̃(y) = grady

∫

Φ

∫

Θ

Ĩ(y;ϕ, θ)ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ =

=

∫

Φ

∫

Θ

grady Ĩ(y;ϕ, θ)ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ.

(Π.1)

Поэтому займемся получением формул для компонент градиента целевого
функционала Ĩ(y;ϕ, θ), определенного из (3.5), при каких-либо произвольно
выбранных допустимых значениях ϕ ∈ Φ и θ ∈ Θ.
В уравнение (2.14) введем обозначение для управляющего слагаемого

V (x, t; y) =

Nc∑
i=1

No∑
j=1

kji [u(ξ
j , t)− zji ]δ(x− ηi).

Тогда уравнение (2.14) запишем в виде

ut(x, t) = a2div (gradu(x, t))− λ0 [u(x, t)− θ] + V (x, t; y), (x, t) ∈ Q.(Π.2)
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Для получения формул для компонент градиента Ĩ(y;ϕ, θ) используем ме-
тод приращения аргументов [11].
Правую часть уравнения (П.2) перенесем влево и получим равенство, рав-

ное нулю. Левую часть полученного равенства умножим на пока произволь-
ную функцию ψ(x, t) и, проинтегрировав по области Ω и t ∈ [0, T ], прибавим
к функционалу Ĩ(y;ϕ, θ), значение которого не изменится:

Ĩ(y;ϕ, θ) = Ĩ(y;ϕ, θ) +(Π.3)

+

∫∫∫

Q

ψ(x, t)
(
ut(x, t)− a2div (gradu(x, t)) + λ0 [u(x, t)− θ]− V (x, t; y)

)
dxdt.

Пусть управление V (x, t; y) за счет изменения вектора синтезируемых
параметров y получило приращение ΔV (x, t; y) = V (x, t; y +Δy)− V (x, t; y).
Соответственно некоторое приращение Δu(x, t) получит и решение начально-
краевой задачи (П.2), (2.2), (2.3):

Δu(x, t) = u(x, t; y +Δy)− u(x, t; y).

Ясно, что функция Δu(x, t) должна удовлетворять условиям начально-
краевой задачи:

Δut(x, t) = a2div(gradΔu(x, t))−λ0Δu(x, t)+ΔV (x, t; y), (x, t)∈Q,(Π.4)
Δu(x, 0) = 0, x ∈ Ω,(Π.5)

∂Δu(x, t)

∂n
= λΔu(x, t), x ∈ Γ, t ∈ [0, T ].(Π.6)

Тогда функционал Ĩ(y;ϕ, θ) получит приращение, которое после интегри-
рования по частям с учетом (П.3)–(П.6), несложных преобразований и груп-
пировки можно представить в виде:

ΔĨ(y;ϕ, θ) =

∫∫

Ω

(ψ(x, T ) + 2μ(x)[u(x, T ; y) − U(x)])Δu(x, T ; y)dx−

− a2
T∫

0

∫

Γ

[
λψ(x, t)− ∂ψ(x, t)

∂n

]
dxdt −

∫∫∫

Q

⎡
⎣ψt(x, t) + a2div (gradψ(x, t)) −

−λ0ψ(x, t) +

No∑
j=1

Nc∑
i=1

kji
(
ψ(ηi, t) + 2�g+i (t; y)sgn

(
g0i (t; y)

))
δ(x− ξj)

⎤
⎦ dxdt+

+

Nc∑
i=1

No∑
j=1

⎡
⎣−

T∫

0

(
ψ(ηi, t) + 2�g+i (t; y)sgn(g0i (t; y))

)
[u(ξj , t)− zji ]dt+

+ 2ε
(
kji − k̂ji

)⎤⎦Δkji +
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+

Nc∑
i=1

No∑
j=1

⎡
⎣

T∫

0

(
ψ(ηi, t) + 2�g+i (t; y)sgn(g0i (t; y))

)
kji dt+ 2ε

(
zji − ẑji

)⎤⎦Δzji +

+

2∑
γ=1

No∑
j=1

⎡
⎣−

Nc∑
i=1

T∫

0

uxγ (ξ
j , t)kji

(
ψ(ηi, t) + 2�g+i (t; y)sgn(g0i (t; y))

)
dt+

+ 4

Nc∑
i=1

�Nc+(i−1)No+j

(
ηiγ − ξjγ

)
g+Nc+(i−1)No+j(·; y) + 2ε

(
ξjγ − ξ̂jγ

)⎤⎦Δξjγ +

+

2∑
γ=1

Nc∑
i=1

⎡
⎣−

No∑
j=1

T∫

0

ψxγ (η
i, t)kji [u(ξ

j , t)− zji ]dt+

+ 4
No∑
j=1

�Nc+(i−1)No+j

(
ξjγ − ηiγ

)
g+
Nc+(i−1)No+j

(·; y) + 2ε
(
ηiγ − η̂iγ

)
⎤
⎦Δηiγ +

+o
(
‖Δu(x, t)‖L2(Q)

)
+ o (‖Δy‖Rn) .

Учитывая произвольность функции ψ(x, t), потребуем от нее, чтобы она
была решением сопряженной начально-краевой задачи (3.11)–(3.13). Тогда
главные части приращения функционала при приращениях компонент век-
тора y будут искомыми компонентами соответствующих производных функ-
ционала [11]. Отсюда следует справедливость формул (3.6)–(3.9). Теорема 1
доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2 во многом совпадает с доказательством

теоремы 1. Согласно (2.13) управляющие воздействия ϑi(t), i = 1, . . . , Nc, по-
стоянны на временны́х полуинтервалах t ∈ [τs, τs+1), s = 0, . . . , Nt, и смена
зависимости ϑi(t) от состояния пластины в наблюдаемых точках происходит
в моменты времени τs, s = 1, . . . , Nt. Поэтому при доказательстве теоремы 2
интервал (0, T ) разбивается на полуинтервалы [τs, τs+1), s = 0, . . . , Nt, а для
каждого полуинтервала проводятся такие же выкладки, что и при доказа-
тельстве теоремы 1.
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