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1. Введение

Идея управления с итеративным обучением (УИО) впервые была сфор-
мулирована в патенте США [1] с приоритетом от 1967 г., затем концепция
такого управления была изложена в журнале [2] на японском языке. В силу
ограниченной доступности [1, 2] результаты этих работ не были востребова-
ны, пока не появилась серия статей [3–5], вызвавшая широкий интерес как
теоретиков, так и практиков. К настоящему времени по различным вопросам
УИО опубликовано большое количество работ, из которых в первую очередь
можно рекомендовать обзорные статьи [6–8] и монографию [9]. Управление
с итеративным обучением стало важным направлением интеллектуального
управления, и оно широко используется во многих практических приложени-
ях, в первую очередь в робототехнике [10–13].

Обзор результатов по стохастическому управлению с итеративным обу-
чением представлен в [14, 15]. Классическая стохастическая модель обыч-
но включает случайные возмущения, действующие на объект, и шумы из-
мерений. Эти факторы снижают точность процесса итеративного обучения.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект №19-08-00528_a).
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Несмотря на очевидную важность задачи стохастического УИО в рамках ука-
занной классической модели, ей посвящено небольшое число работ. В обзо-
ре [14] 2014 г. процитировано 104 работы, из которых 17 относятся к класси-
ческому направлению, 9 работ связано с исследованием управления с итера-
тивным обучением в условиях случайной потери информационных пакетов в
канале связи между измеряемым выходом и входом, остальные цитируемые
работы не содержат стохастических постановок и носят вводный характер.
В обзоре [15] 2018 г. дополнительно процитировано 25 новых публикаций, из
которых стохастические задачи рассматриваются в 19 работах, где в основ-
ном исследуются уже упомянутые задачи в условиях потери информацион-
ных пакетов (random packet losses, data dropouts).

Анализ этих обзоров и самостоятельный анализ литературы показал, что
конструктивные методы синтеза стохастического управления с итеративным
обучением в рамках классической постановки предложены в [16–22] для ли-
нейных систем с дискретным временем, другие работы учитывают только
дополнительные к классической постановке случайные факторы, что никак
не заменяет и не исключает развитие классического направления. В [16–21]
предложены алгоритмы двух типов. В [16, 17] предложен так называемый
алгоритм D-типа, использующий для построения алгоритма управления с
итеративным обучением аналог производной ошибки обучения, в [18] допол-
нительно предложен алгоритм P-типа, непосредственно использующий ошиб-
ку обучения, этот алгоритм затем был расширен и усовершенствован в [19],
в [20, 21] рассмотрены некоторые специальные вопросы, связанные со сходи-
мостью и оптимизацией этих алгоритмов.

Анализ алгоритмов [16–18], проведенный в [23], показал, что они обладают
следующими недостатками:

— алгоритм УИО не использует фильтрацию измеряемого сигнала, что
приводит к большим значениям дисперсии ошибки обучения, более того, в
алгоритмах D-типа, использующих аналог производной зашумленного сигна-
ла, происходит дополнительное увеличение этой дисперсии, а также другие
негативные эффекты;

— при малых значениях дисперсий начального состояния процесс обучения
сходится недопустимо медленно;

— алгоритм обладает чрезмерной вычислительной сложностью.
В [23] предложен новый алгоритм УИО, на основе метода векторных функций
Ляпунова и теории диссипативности повторяющихся процессов, использую-
щий оценки состояния, получаемые с помощью фильтра Калмана. В этом
алгоритме удалось устранить указанные недостатки. В [22] для дискретных
линейных систем с постоянными параметрами предложен алгоритм на осно-
ве совместного применения метода супервектора [9] и фильтра Калмана. За
счет фильтрации в нем частично устранен первый из перечисленных недо-
статков. Однако метод супервектора существенно повышает размерность вы-
числительных соотношений относительно размерности системы и поэтому со-
храняется последний из перечисленных недостатков.

В классе непрерывных моделей, которыми, как правило, описываются ис-
ходные объекты управления, задача стохастического управления с итератив-
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ным обучением, как это следует из обзоров [14, 15] и самостоятельного ана-
лиза публикаций, в литературе не рассматривалась.

В настоящее время существенное внимание уделяется задачам, в которых
УИО группой объектов осуществляется через некоторую информационную
сеть [24–30]. Задача стохастического УИО в сетевой постановке рассматри-
валась лишь с учетом потерь пакетов при информационном обмене. Таких
работ относительно немного. Укажем недавние [31–35] и списки литературы
в них. Существенно, что шумы, действующие на объект, и шумы измерений
при этом не учитывались.

В данной работе рассматривается мультиагентная система, в которой каж-
дый из агентов описывается дискретной линейной моделью, учитывающей
как внешние случайные возмущения, действующие на объект, так и шумы
в измерениях. Предлагаются сетевые версии УИО на основе подхода, раз-
работанного в [16], и подхода, разработанного в [23, 30]. Эти версии затем
сравниваются на примере управления группой манипуляторов.

2. Сетевое управление с итеративным обучением
на основе минимизации отклонений от эталонной модели

2.1. Описание сетевой системы и постановка задачи

Рассмотрим группу из N динамических систем (агентов). Каждая систе-
ма функционирует в повторяющемся режиме с одним и тем же постоянным
периодом повторения T, всякий раз возвращаясь в начальное состояние. Ди-
намика i -го агента на k -м повторении описывается следующей дискретной
моделью в пространстве состояний:

x
(i)
k (t+ 1) = Ax

(i)
k (t) +Bu

(i)
k (t) + w

(i)
k (t) ,

y
(i)
k (t) = Cx

(i)
k (t) ,

y
(i)
v,k (t) = y

(i)
k (t) + v

(i)
k (t) ,

t = 0, 1, . . . , T, i = 1, 2, . . . , N, k = 0, 1, 2, . . . ,

(2.1)

где x
(i)
k (t) ∈ R

nx — вектор состояния, u
(i)
k (t) ∈ R

nu — вектор управления,
w

(i)
k (t) ∈ R

nx — вектор возмущений, действующих на объект, y(i)k (t) ∈ R
ny —

вектор выходных переменных (вектор профиля повторения), недоступный
наблюдению, y(i)v,k (t) ∈ R

ny — вектор наблюдаемых (измеряемых) выходных

переменных, v(i)k (t) ∈ R
ny — вектор шумов измерений, A, B, C — постоянные

матрицы соответствующих размерностей. Граничные условия x
(i)
k (0) и u

(i)
0 (t)

будем считать известными для каждого агента.
Предполагается, что возмущения, действующие на объект w

(i)
k (t), и шу-

мы измерений v
(i)
k (t) представляют собой независимые гауссовские белые

шумы с нулевыми математическими ожиданиями, ковариационная матрица
S
(i)
w = E

[
w

(i)
k (t)w

(i)
k (t)T

]
является неотрицательно определенной, а ковариа-

ционная матрица S
(i)
v = E

[
v
(i)
k (t) v

(i)
k (t)T

]
— положительно определенной, где
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E — оператор математического ожидания, шумы v
(i)
k (t) и w

(i)
k (t) независимы.

Кроме того, для любых двух различных агентов i и j E
[
w

(i)
k (t)w

(j)
k (t)T

]
= 0,

E
[
v
(i)
k (t) v

(j)
k (t)T

]
= 0, E

[
w

(i)
k (t) v

(j)
k (t)T

]
= 0 и E

[
v
(i)
k (t)w

(j)
k (t)T

]
= 0. Свя-

зи между агентами представим в виде направленного графа G = (V, E), где
V = {1, . . . , N} — вершины этого графа, E ⊆ V × V — его ребра. Возможность
получения агентом j информации от i -го агента задается ребром, направлен-
ным от вершины i к j и обозначаемым упорядоченной парой (i, j) ∈ E . Множе-
ство соседних вершин i-го агента обозначим как Ni = {j ∈ V|(j, i) ∈ E}. Эле-
менты матрицы смежности D (G) = [dij ] ∈ RN×N задаются следующим об-
разом: dij > 0, если (j, i) ∈ E , dij = 0 в противном случае, dii = 0. Значения
ненулевых dij в общем случае различные и отражают значимость тех или
иных связей. В простейшем случае они равны единице. Матрица Лапласа
графа G задается выражением [36]

L (G) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

N∑
j=1

d1j −d12 · · · −d1N

−d21
N∑
j=1

d2j · · · −d2N

...
...

. . .
...

−dN1 −dN2 · · ·
N∑
j=1

dNj

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Обозначим желаемую траекторию как yref (t) и введем вектор отклонения
измеренного выходного сигнала i -го агента на k -м повторении от желаемой
траектории (далее вектор ошибки обучения)

e
(i)
v,k (t) = yref (t)− y

(i)
v,k (t) .

В рамках задачи сетевого управления агента, имеющего доступ к желаемой
траектории yref (t), будем называть лидером, а остальных — ведомыми систе-
мами. Возможность получения агентами информации о желаемой траектории
задается матрицей

G = diag [gi] , i = 1, . . . , N,

где gi = 1, если информация о желаемой траектории доступна i -му агенту,
gi = 0 в противном случае. Запишем уравнения (2.1) в компактном виде. Для
этого введем расширенные векторы

xk(t) =
[
x
(1)
k (t)T . . . x

(N)
k (t)T

]T
, uk(t) =

[
u
(1)
k (t)T . . . u

(N)
k (t)T

]T
,

wk(t) =
[
w

(1)
k (t)T . . . w

(N)
k (t)T

]T
, yk(t) =

[
y
(1)
k (t)T . . . y

(N)
k (t)T

]T
,

yv,k(t) =
[
y
(1)
v,k(t)

T . . . y
(N)
v,k (t)T

]T
, vk(t) =

[
v
(1)
k (t)T . . . v

(N)
k (t)T

]T
,
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тогда система (2.1) примет вид

xk (t+ 1) = ANxk (t) +BNuk (t) +wk (t) ,

yk (t) = CNxk (t) ,

yv,k (t) = yk (t) + vk (t) ,

t ∈ [0, T ] , k = 0, 1, 2, . . . ,

где AN = IN ⊗A, BN = IN ⊗B, CN = IN ⊗ C. Граничные условия задаются
соотношениями

xk(0) =
[
x
(1)
k (0)T . . . x

(N)
k (0)T

]T
, u0(t) =

[
u
(1)
0 (t)T . . . u

(N)
0 (t)T

]T
.

Протокол, следуя [16], будем формировать в виде

u
(i)
k+1 (t) = u

(i)
k (t) +K1,k (t) gi

[
e
(i)
v,k (t+ 1)− e

(i)
v,k (t)

]
+

+K2,k (t)
∑

j∈Ni

dij

[(
e
(i)
v,k (t+ 1)− e

(i)
v,k (t)

)
−
(
e
(j)
v,k (t+ 1)− e

(j)
v,k (t)

)]
,

(2.2)

где K1,k (t) и K2,k (t) — матрицы усиления, gi — диагональные элементы мат-
рицы G, dij — элементы матрицы смежности D. Введем расширенный вектор
ошибки обучения измеренного выходного сигнала

ev,k (t) =
[
e
(1)
v,k (t)

T . . . e
(N)
v,k (t)T

]T
,

тогда протокол (2.2) будет иметь вид

uk+1 (t) = uk (t) + K̄k (t) (ev,k (t+ 1)− ev,k (t)) ,

где K̄k (t) = G⊗K1,k (t) + L⊗K2,k (t). Следуя [16], предположим, что желае-
мая траектория yref (t) является выходным сигналом системы вида

xref (t+ 1) = Axref (t) +Buref (t) ,

yref (t) = Cxref (t) , t ∈ [0, T ]
(2.3)

и для любой желаемой траектории и соответствующего начального усло-
вия xref (0) существует единственное управление uref (t) , генерирующее эту
траекторию, т.е. желаемая траектория однозначно реализуема. При сделан-
ном предположении задача сводится к нахождению управления (2.2), кото-
рое минимизирует дисперсии отклонения переменных состояния и управле-
ния агентов от переменных xref и uref соответственно. Систему (2.3) можно,
таким образом, рассматривать как эталонную модель.
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2.2. Решение задачи

Введем векторы ошибок состояния и управления i -го агента на k -й итера-
ции относительно эталонной модели (2.3):

δx
(i)
k (t) = xref (t)− x

(i)
k (t) , δu

(i)
k (t) = uref (t)− u

(i)
k (t) .(2.4)

Ковариационные матрицы векторов ошибок состояния и управления i -го и
j -го агентов запишутся в виде

P
(i,j)
x,k (t) = E

[
δx

(i)
k (t) δx

(j)
k (t)T

]
, P

(i,j)
u,k (t) = E

[
δu

(i)
k (t) δu

(j)
k (t)T

]
.(2.5)

Соотношение (2.4) также запишем в компактном виде с использованием рас-
ширенных векторов ошибок состояния и управления:

δxk (t) = xref,N (t)− xk (t) , δuk (t) = uref,N (t)− uk (t) ,

где

δxk (t) =
[
δx

(1)
k (t)T . . . δx

(N)
k (t)T

]T
,

δuk (t) =
[
δu

(1)
k (t)T . . . δu

(N)
k (t)T

]T
,

xref,N (t) = JN,1 ⊗ xref (t) , uref,N (t) = JN,1 ⊗ uref (t) ,

где JN,1 — вектор столбец из единиц. Начальные ошибки даются выраже-
ниями

δxk (0) =
[
δx

(1)
k (0)T. . . δx

(N)
k (0)T

]T
,

δu0 (t) =
[
δu

(1)
0 (t)T. . . δu

(N)
0 (t)T

]T
.

Представим ковариационные матрицы (2.5) в блочной форме:

Px,k (t) =

⎡

⎢⎢⎣

P
(1,1)
x,k (t) · · · P

(1,N)
x,k (t)

...
. . .

...
P

(N,1)
x,k (t) · · · P

(N,N)
x,k (t)

⎤

⎥⎥⎦ ,

Pu,k (t) =

⎡

⎢⎢⎣

P
(1,1)
u,k (t) · · · P

(1,N)
u,k (t)

...
. . .

...
P

(N,1)
u,k (t) · · · P

(N,N)
u,k (t)

⎤

⎥⎥⎦ .

Поскольку в силу принятых допущений начальная ошибка состояния δx
(i)
k (0)

и начальная ошибка управления δu
(i)
0 (t) являются гауссовскими белыми шу-

мами с нулевыми математическими ожиданиями, причем ковариационная
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матрица S
(i)
w = E

[
w

(i)
k (t)w

(i)
k (t)T

]
является неотрицательно определенной,

а ковариационная матрица S
(i)
v = E

[
v
(i)
k (t) v

(i)
k (t)T

]
— положительно опре-

деленной, то P
(i,i)
x,k (0) = Ek

[
δx

(i)
k (0) δx

(i)
k (0)T

]
— неотрицательно определен-

ная матрица, а P
(i,i)
u,0 (t) = E

[
δu

(i)
0 (t) δu

(i)
0 (t)T

]
— положительно определенная

матрица. Кроме того, δx(i)k (0) не коррелирована с δu(i)0 (t) , w(i)
k (0) и v

(i)
k (0). Для

двух различных агентов i и j δx
(i)
k (0) и δu

(i)
0 (t) не коррелированы с δx

(j)
k (0),

δu
(j)
0 (t), w

(j)
k (0) и v

(j)
k (0). В соответствии с этим ковариационные матрицы

расширенных векторов запишутся в виде

Sw = E
[
wk (t)wk (t)

T
]
=

⎡

⎢⎣
S
(1)
w · · · 0
...

. . .
...

0 · · · S
(N)
w

⎤

⎥⎦ ,

Sv = E
[
vk (t) vk (t)

T
]
=

⎡

⎢⎣
S
(1)
v · · · 0
...

. . .
...

0 · · · S
(N)
v

⎤

⎥⎦ ,

Px,k (0) = Ek

[
δxk (0) δxk (0)

T
]
=

⎡

⎢⎢⎣

P
(1,1)
x,k (0) · · · 0

...
. . .

...
0 · · · P

(N,N)
x,k (0)

⎤

⎥⎥⎦ ,

Pu,0 (t) = E
[
δu0 (t) δu0 (t)

T
]
=

⎡

⎢⎢⎣

P
(1,1)
u,0 (t) · · · 0

...
. . .

...
0 · · · P

(N,N)
u,0 (t)

⎤

⎥⎥⎦ .

Отметим также, что δxk (0) не коррелирована с δu0 (t), wk (0) и vk (0). Ошиб-
ка вектора состояния в момент t + 1 и ошибка управления на шаге k + 1
соответственно определятся соотношениями

δxk (t+ 1) = ANδxk (t) +BNδuk (t)− wk (t) ,(2.6)

δuk+1 (t) =
(
I − K̄k (t)CNBN

)
δuk + K̄k (t) (CN − CNAN ) δxk (t)+

+ K̄k (t) (CNwk (t) + vk (t+ 1)− vk (t)) .
(2.7)

Соотношения (2.6) и (2.7) можно объединить в виде двумерной модели Ро-
ессера [37]
[

δuk+1 (t)
δxk (t+ 1)

]
=

[
I − K̄k (t)CNBN K̄k (t) (CN − CNAN )

BN AN

] [
δuk (t)
δxk (t)

]
+

+

[
K̄k (t)CN K̄k (t)

−I 0

] [
wk (t)

vk (t+ 1)− vk (t)

]
.(2.8)

138



Обозначим:

X+ =

[
δuk+1 (t)
δxk (t+ 1)

]
, X =

[
δuk (t)
δxk (t)

]
, Z =

[
wk (t)

vk (t+ 1)− vk (t)

]
,

Φ =

[
Φ11 Φ12

Φ21 Φ22

]
=

[
I − K̄k (t)CNBN K̄k (t) (CN − CNAN )

BN AN

]
,

Γ =

[
K̄k (t)CN K̄k (t)

−I 0

]
.

Запишем (2.8) в компактном виде

X+ = ΦX + ΓZ.

Kовариационная матрица ошибки отклонения от эталонной модели P+ =
= E

[
X+X+T

]
запишется в виде

P+ = E
[
(ΦX + ΓZ) (ΦX + ΓZ)T

]
=

= ΦE
[
XXT

]
ΦT +ΦE

[
XZT

]
ΓT + ΓE

[
ZXT

]
ΦT + ΓE

[
ZZT

]
ΓT.

(2.9)

Дисперсия ошибки отклонения от эталонной модели представляет собой
след P+. Поэтому матрицы усиления K1,k (t) и K2,k (t) будем искать из
условия минимизации следа матрицы P+. Поскольку начальное состоя-
ние ошибки δxk (0) не коррелировано с возмущениями wk (t) и vk (t) , то
E
[
δuk (t)wk (t)

T
]
= 0 и E

[
δxk (t) (vk (t+ 1)− vk (t))

T
]
= 0. Таким образом,

E
[
XZT

]
= E

[
ZXT

]
= 0. Тогда

P+ = ΦE
[
XXT

]
ΦT + ΓE

[
ZZT

]
ΓT,(2.10)

где

E
[
XXT

]
=

[
Pu,k (t) Pux,k (t)

Pux,k (t)
T Px,k (t)

]
= P, E

[
ZZT

]
=

[
Sw 0
0 2Sv

]
.

В [16] для случая одного агента было доказано, что Pux,k (t) = 0. Это свой-
ство остается справедливым в рассматриваемом случае и доказывается по
аналогии с [16]. Выразим слагаемые в правой части (2.10) в виде

ΦE
[
XXT

]
ΦT =

=

[
Φ11Pu,k (t)Φ

T
11 +Φ12Px,k (t)Φ

T
12 Φ11Pu,k (t) Φ

T
21 +Φ12Px,k (t)Φ

T
22

Φ21Pu,k (t)Φ
T
11 +Φ22Px,k (t)Φ

T
12 Φ21Pu,k (t) Φ

T
21 +Φ22Px,k (t)Φ

T
22

]
,

ΓE
[
ZZT

]
ΓT =

[
K̄k (t)

(
CNSwC

T
N + 2Sv

)
K̄k (t)

T −K̄k (t)CNSw

−SwC
T
NK̄k (t)

T Sw

]
.
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C учетом этих соотношений след матрицы P+ можно записать как

tr[P+] = tr
[
Φ11Pu,k (t)Φ

T
11 +Φ12Px,k (t)Φ

T
12 +Φ21Pu,k (t)Φ

T
21 +

+Φ22Px,k (t)Φ
T
22+ K̄k (t)CNSwC

T
NK̄k (t)

T+2K̄k (t)SvK̄k (t)
T+Sw

]
=

= tr
[ (

I − K̄k (t)CNBN

)
Pu,k (t)

(
I − K̄k (t)CNBN

)T
+

+ K̄k (t) (CN − CNAN )Px,k (t) (CN − CNAN )T K̄k (t)
T+

+ K̄k (t)
(
CNSwC

T
N + 2Sv

)
K̄k (t) +BNPu,kB

T
N +ANPx,kA

T
N + Sw

]
.

(2.11)

Матрицы усиления K1,k (t) и K2,k (t), минимизирующие след P+, опреде-
лятся соотношением

Kk (t) =
[
K1,k (t) K2,k (t)

]
= Hk (t)Mk (t)

−1 ,(2.12)

где

Mk (t) =

[
M11,k (t) M12,k (t)

MT
12,k (t) M22,k (t)

]
, Hk (t) =

[
H1,k (t) H2,k (t)

]
,

M11,k (t) =

N∑

i=1

g2iCBP
(i,i)
u,k (t)BTCT +

+
N∑

i=1

g2i (C − CA)P
(i,i)
x,k (t) (C −CA)T +

N∑

i=1

g2i

(
CS(i)

w CT + 2S(i)
v

)
,

M12,k (t) =

N∑

i=1

N∑

j=1

gilijCBP
(i,j)
u,k (t)BTCT +

+

N∑

i=1

N∑

j=1

gilij(C−CA)P
(i,j)
x,k (t)(C−CA)T+

N∑

i=1

gilii

(
CS(i)

w CT + 2S(i)
v

)
,

M21,k (t) = MT
12,k (t) =

N∑

i=1

N∑

j=1

gilijCBP
(j,i)
u,k (t)BTCT +

+

N∑

i=1

N∑

j=1

gilij(C−CA)P
(j,i)
x,k (t)(C−CA)T+

N∑

i=1

gilii

(
CS(i)

w CT + 2S(i)
v

)
,

M22 (t) =
N∑

i=1

N∑

j=1

N∑

m=1

lij limCBP
(m,j)
u,k (t)BTCT +

+

N∑

i=1

N∑

j=1

N∑

m=1

lij lim (C − CA)P
(m,j)
x,k (t) (C − CA)T +

+

N∑

i=1

N∑

j=1

l2ij

(
CS(j)

w CT + 2S(j)
v

)
,

(2.13)
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H1,k (t) =
N∑

i=1

giP
(i,i)
u,k (t)BTCT, H2,k (t) =

N∑

i=1

N∑

j=1

lijP
(i,j)
u,k (t)BTCT.

Детали вычислений даны в Приложении.
Ковариационные матрицы ошибок вектора состояния и вектора входных

переменных определятся соотношениями:

Px,k (t+ 1) = E
[
δxk (t+ 1) δxk (t+ 1)T

]
=

= ANPx,k (t)A
T
N +BNPu,k (t)B

T
N + Sw,

Pu,k+1 (t) = E
[
δuk+1 (t) δuk+1 (t)

T
]
=

=
(
I − K̄k (t)CNBN

)
Pu,k (t)

(
I − K̄k (t)CNBN

)T
+

+ K̄k (t)
(
(CN − CNAN )Px,k (t) (CN − CNAN )T + CNSwC

T
N + 2Sv

)
K̄k (t)

T .

Таким образом, если yref (t), u0 (t), xk (0), Pu,0 (t), Px,k (0), Sw и Sv известны
и задано время функционирования системы, определяемое продолжительно-
стью одного повторения T и числом повторений kfin, сетевой алгоритм на
основе минимизации отклонений от эталонной модели можно представить в
следующем виде.

Алг о ри тм 1.
1. Задать k = 0.
2. Для t ∈ [0, T ] вычислить:

xk (t+ 1) = ANxk (t) +BNuk (t) +wk (t) ,

yv,k (t) = CNxk (t) + vk (t) ,

ev,k (t) = yref,N (t)− yv,k (t) ,

Px,k (t+ 1) = ANPx,k (t)A
T
N +BNPu,k (t)B

T
N + Sw,

Kk (t) = Hk (t)Mk (t)
−1 ,

yv,k (t+ 1) = CNxk (t+ 1) + vk (t+ 1) ,

ev,k (t+ 1) = yref,N (t+ 1)− yv,k (t+ 1) ,

uk+1 (t) = uk (t) + K̄k (t) (ev,k (t+ 1)− ev,k (t)) ,

Pu,k+1 (t) =
(
I − K̄k (t)CNBN

)
Pu,k (t)

(
I − K̄k (t)CNBN

)T
+

+ K̄k (t)
(
(CN − CNAN )Px,k (t) (CN − CNAN )T + CNSwC

T
N + 2Sv

)
K̄k (t)

T .

3. Увеличить k на единицу.
4. Если k<kfin, то вернуться к шагу 2, иначе вычисления закончить.

Сходимость алгоритма доказывается по аналогии с [16] и в данной работе в
силу ограниченного объема не приводится.
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3. Сетевое управление с итеративным обучением на основе
дивергентного метода векторной функции Ляпунова

Как можно было заметить, сетевой алгоритм полученный в предыдущем
разделе, обладает следующими недостатками. Во-первых, в данном алгорит-
ме в вычислениях непосредственно используются сигналы, измеряемые с шу-
мами без применения фильтра, во-вторых, в протоколе (2.2) используется
дискретный аналог производной от ошибки обучения, что, как известно, при-
водит к эффекту усиления возмущений. В данном разделе приведем подход
к УИО стохастическими сетевыми системами, основанный на дивергентном
методе векторной функции Ляпунова, в котором попытаемся устранить ука-
занные недостатки.

3.1. Постановка задачи

Постановка задачи предполагает непосредственное использование желае-
мой траектории без рассмотрения вспомогательной системы (2.3). Введем в
рассмотрение ошибку обучения i -го агента относительно желаемой траекто-
рии:

e
(i)
k (t) = yref (t)− y

(i)
k (t) .

Задача заключается в нахождении управления (протокола) u(i)k (t), обеспечи-
вающего для всех значений t ∈ T сходимость ошибки обучения:

lim
k→∞

E||e(i)k+1 (t) || = e∞,(3.1)

при этом величина под знаком предела в левой части (3.1) должна убы-
вать при k → ∞ не медленнее некоторой убывающей геометрической про-
грессии и, кроме того, lim

k→∞
E||u(i)k (t)− u∞ (t) || = 0, а lim

k→∞
E[||e(i)k (t) ||2] и

lim
k→∞

E[||u(i)k (t)− u∞ (t) ||2] ограничены. Здесь u∞ (t) — ограниченная перемен-
ная, часто называемая обученным управлением, e∞ — ограниченная величи-
на, характеризующая предельное среднее значение ошибки обучения. Прото-
кол для системы (2.1) будем формировать в виде

u
(i)
k+1 (t) = u

(i)
k (t) + Δu

(i)
k+1 (t) ,(3.2)

где Δu
(i)
k+1 (t) — корректирующая добавка к управлению i -й системы на

k -й итерации, которую зададим соотношением

Δu
(i)
k+1 (t) = K1

[
x̂
(i)
k+1 (t)− x̂

(i)
k (t)

]
+

+K2

⎡

⎣
∑

j∈Ni

dij

(
ŷ
(j)
k (t+1)− ŷ

(i)
k (t+1)

)
+gi

(
yref(t+1)− ŷ

(i)
k (t+1)

)
⎤

⎦,
(3.3)
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где K1 и K2 — матрицы протокола, а x̂
(i)
k (t) и ŷ

(i)
k (t) — соответственно оценка

вектора состояния и оценка выходного сигнала i -го агента, полученные c
помощью фильтра Калмана

x̂
(i)
k (t+ 1) = Ax̂

(i)
k (t) +Bu

(i)
k (t) + F (i)

[
y
(i)
v,k (t)− Cx̂

(i)
k (t)

]
,

ŷ
(i)
k (t) = Cx̂

(i)
k (t) , x̂k(0) = Fy

(i)
v,k(0),

где F (i) = AS(i)CT
[
CS(i)CT + S

(i)
v

]−1
, а S(i) является решением алгебраиче-

ского уравнения Риккати

S(i) = AS(i)AT −AS(i)CT
[
CS(i)CT + S(i)

v

]−1
CS(i)AT + S(i)

w .

Ошибка оценивания определяется выражением

x̃
(i)
k (t) = x

(i)
k (t)− x̂

(i)
k (t) .

Зам е ч а ни е 1. В отличие от управления с обратной связью для управ-
ления с итеративным обучением синтезу подлежит корректирующая поправ-
ка Δuk+1(t), которая может синтезироваться как обычное управление с об-
ратной связью для вводимой в рассмотрение вспомогательной 2D-системы от-
носительно приращений переменных. Этот подход будет использован далее.
В связи с этим возникает естественный вопрос о непосредственном построе-
нии управления с обратной связью, решающего поставленную задачу, кото-
рый обсуждался в [6] и более детально в [38–40]. Управления, формируемые
по протоколам (3.2), (3.3), и (2.2) относится к так называемым непричинным
управлениям, характерным признаком которых является то, что uk+1(p) за-
висит от ek(h) или êk(h), где h > p. Непричинные законы управления с упре-
ждением реагируют на повторяющиеся помехи. За исключением особых слу-
чаев, не существует эквивалентного регулятора с обратной связью, который
может обеспечить такое же качество управления, как и непричинное управ-
ление с итеративным обучением, поскольку управление с обратной связью
реагирует на текущие ошибки и не обладает свойством упреждения. Очевид-
ным недостатком управления, формируемого по протоколу (2.2), является то,
что в нем используются приращения выходного сигнала c шумом измерения.
Это приводит к дополнительному увеличению дисперсии ошибки обучения,
что убедительно подтверждает приводимый далее пример.

3.2. Построение 2D-модели

Введем вспомогательные переменные, имеющие смысл приращений оцен-
ки и ошибки оценивания за один шаг по переменной k,

η̂
(i)
k+1 (t+ 1) = x̂

(i)
k+1 (t)− x̂

(i)
k (t) , η̃

(i)
k+1 (t+ 1) = x̃

(i)
k+1 (t)− x̃

(i)
k (t)(3.4)

и ошибку обучения относительно оценки выходного сигнала

ê
(i)
k (t) = yref (t)− ŷ

(i)
k (t) .(3.5)
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Перепишем (3.4) и (3.5) следующим образом:

η̃
(i)
k+1(t+1) = (A−F (i)C)η̃

(i)
k+1(t)+Δw

(i)
k+1(t−1)−F (i)Δv

(i)
k+1(t−1),

η̂
(i)
k+1 (t+ 1) = F (i)Cη̃

(i)
k+1 (t) +Aη̂

(i)
k+1 (t) +BΔu

(i)
k+1 (t− 1) +

+ F (i)Δv
(i)
k+1 (t− 1) ,

ê
(i)
k+1 (t) = −CF (i)Cη̃

(i)
k+1 (t)− CAη̂

(i)
k+1 (t) + ê

(i)
k (t)−

− CBΔu
(i)
k+1 (t− 1)− CF (i)Δv

(i)
k+1 (t− 1) ,

(3.6)

где

Δw
(i)
k+1(t− 1)=w

(i)
k+1(t−1)−w

(i)
k (t−1), Δv

(i)
k+1(t−1)= v

(i)
k+1(t−1)−v

(i)
k (t−1).

Обозначим

η̄
(i)
k+1(t) =

[
η̃
(i)
k+1(t)

T η̂
(i)
k+1(t)

T
]T

, ū
(i)
k+1(t) = Δu

(i)
k+1(t− 1),

w̄
(i)
k+1(t) =

[
Δw

(i)
k+1(t− 1)T Δv

(i)
k+1(t− 1)T

]T
,

и запишем (3.6) в стандартной форме дискретного повторяющегося процесса,
представляющего собой одну из разновидностей 2D-моделей [37]:

η̄
(i)
k+1(t+ 1) = A

(i)
11 η̄

(i)
k+1(t) +A12ê

(i)
k (t) +B1ū

(i)
k+1(t) +D

(i)
1 w̄

(i)
k+1(t),

ê
(i)
k+1(t) = A

(i)
21 η̄

(i)
k+1(t) +A22ê

(i)
k (t) +B2ū

(i)
k+1(t) +D

(i)
2 w̄

(i)
k+1(t),

(3.7)

где A
(i)
11 =

[
A− F (i)C 0

F (i)C A

]
, B1 =

[
0
B

]
, D(i)

1 =

[
I −F (i)

0 F (i)

]
, A12 =0, A22 = I,

A
(i)
21 = [−CF (i)C −CA], B2 = −CB, D(i)

2 = [0 − CF (i)].

Выразим корректирующую поправку (3.3) в момент t− 1 в терминах пе-
ременных η̂

(i)
k+1 (t) и ê

(i)
k (t):

Δu
(i)
k+1(t− 1) = K1η̂

(i)
k+1(t) +K2

⎡

⎣
∑

j∈Ni

dij

(
ê
(i)
k (t)− ê

(j)
k (t)

)
+ giê

(i)
k (t)

⎤

⎦ .(3.8)

Тогда, вводя расширенные векторы

η̄k (t) =
[
η̄
(1)
k (t)T . . . η̄

(N)
k (t)T

]T
,

êk (t) =
[
ê
(1)
k (t)T . . . ê

(N)
k (t)T

]T
,

w̄k (t) =
[
w̄

(1)
k (t)T . . . w̄

(N)
k (t)T

]T
,
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окончательно запишем сетевую 2D-модель в виде

η̄k+1 (t+ 1) = Φ11η̄k+1 (t) + Φ12êk (t) +D1w̄k+1 (t) ,

êk+1 (t) = Φ21η̄k+1 (t) + Φ22êk (t) +D2w̄k+1 (t) ,
(3.9)

где Φ11 = diag[(A
(1)
11 + B1K1H) . . . (A

(N)
11 + B1K1H)], Φ12 = (L+G) ⊗ BK2 ,

Φ21 = diag[(A
(1)
21 +B2K1H) . . . (A

(N)
21 +B2K1H)], Φ22 = IN⊗Ir−(L+G)⊗CBK2,

D1 = diag[D
(1)
1 . . . D

(N)
1 ], D2 = diag[D

(1)
2 . . . D

(N)
2 ], H = [0 I].

3.3. Решение задачи

Для решения воспользуемся дивергентным методом векторных функций
Ляпунова [23]. Введем следующее определение устойчивости.

Опр е д е л е н и е 1. Дискретный повторяющийся процесс (3.9) называет-
ся устойчивым по второму моменту вдоль повторений, если для всех t ∈
∈ [0, T ]

lim
k→∞

E
[||η̄k(t)||2 + ||êk(t)||2

]
� Λ < ∞,(3.10)

где Λ не зависит от T .

Введем в рассмотрение векторную функцию Ляпунова

V (ξ, ε) =

[
V1(ξ)

V2(ε)

]
, ξ ∈ R

2nx , ε ∈ R
ny ,(3.11)

где V1(ξ) > 0, ξ �= 0, V2(ε) > 0, ε �= 0, V1(0) = 0, V2(0) = 0.

Стохастический аналог дивергенции этой функции вдоль траекторий си-
стемы (3.9) запишется в виде

DV (ξ, ε) = E[V1(η̄k+1(t+ 1))|η̄k+1(t) = ξ, êk(t) = ε]− V1(ξ)

+ E[V2(êk+1(t))|η̄k+1(t) = ξ, êk(p) = ε]− V2(ε).

Справедливо следующее утверждение.

Те ор ем а 1 [23]. Предположим что существуют функция V (ξ, ε) ви-
да (3.11) и положительные постоянные c1, c2, c3 и λ, удовлетворяющие сле-
дующим неравенствам вдоль траекторий системы (3.9):

c1||ξ||2 � V1(ξ) � c2||ξ||2,
c1||ε||2 � V2(ε) � c2||ε||2,

DV (ξ, ε) � λ− c3(||ξ||2 + ||ε||2).
Тогда повторяющийся процесс (3.9) является устойчивым по второму мо-
менту вдоль повторений. При этом величина под знаком предела в левой
части (3.10) убывает при k → ∞ не медленнее некоторой убывающей гео-
метрической прогрессии.
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В силу очевидного соотношения (E[||êk(t)||])2 � E[||êk(t)||2] и того факта,
что по определению e

(i)
k (t) = ê

(i)
k (t) + Cx̃

(i)
k (t), при условиях теоремы 1 будет

выполнено условие сходимости ошибки обучения (3.1), и задача сводится к
построению векторной функции Ляпунова (3.11). Поскольку система (3.9)
линейна, подходящим может служить выбор компонент этой функции в виде
квадратичных форм

V1 (η̄k+1 (t)) = η̄Tk+1 (t) P̄1η̄k+1 (t) , V2 (êk (t)) = êTk (t) P̄2êk (t) ,(3.12)

где P̄1 = IN ⊗ P1, P̄2 = IN ⊗ P2. Вычисляя дивергенцию функции (3.11) c уче-
том (3.12), получим

DV (ξ, ε) =

[
ξ
ε

]T (
ΦTPΦ− P

) [ ξ
ε

]
+ 2(tr[P̄1S1] + tr[P̄2S2]),(3.13)

где

P = diag
[
P̄1 P̄2

]
, Φ =

[
Φ11 Φ12

Φ21 Φ22

]
,

S1 = diag[S
(1)
1 . . . S

(N)
1 ], S2 = diag[S

(1)
2 . . . S

(N)
2 ],

S
(i)
1 =

[
S
(i)
w F (i)S

(i)
v F (i)T

0 F (i)S
(i)
v F (i)T

]
, S

(i)
2 = CF (i)S(i)

v F (i)TCT.

В соответствии с (3.13) условия теоремы 1 будут заведомо выполнены, если
потребовать выполнение следующих матричных неравенств:

ΦTPΦ− P +Q+KTR̄K � 0, P � 0,(3.14)

где Q = diag
[
Q̄1 Q̄2

]
, R̄ = IN ⊗R, K =

[
K̄1 K̄2

]
, K̄1 = IN ⊗K1H, K̄2 =

= IN ⊗K2. Матрицы Q и R здесь являются аналогами весовых матриц в за-
даче о линейно-квадратичном регуляторе. Соответствующим выбором этих
матриц можно изменять скорость сходимости процесса обучения. Относи-
тельно переменных P и K неравенства (3.14) являются нелинейными. Све-
дем их к линейным с помощью эквивалентных преобразований и введения
вспомогательных переменных. С этой целью перепишем (3.14) в виде

⎡

⎢⎢⎣

P ΦT I KT

Φ P−1 0 0
I 0 Q−1 0
K 0 0 R̄−1

⎤

⎥⎥⎦ � 0.(3.15)

Обозначим X = diag
[
X̄1 X̄2

]
= P−1, X̄1 = IN ⊗X1, X̄2 = IN ⊗X2 и введем

переменные Y1 = K1Z, Y2 = K2X2 и переменную Z как решение линейного
матричного уравнения HX1 = ZH. Тогда, умножая (3.15) слева и справа на
матрицу diag[X I I I], после несложных дополнительных преобразований
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получим следующую систему линейных матричных неравенств относительно
X, Y и Z:

⎡

⎢⎢⎢⎣

X
(
Φ̄1X + Φ̄2Y H̄Φ̄3

)T
X H̄TY T

Φ̄1X + Φ̄2Y H̄Φ̄3 X 0 0

X 0 Q−1 0

Y H̄ 0 0 R̄−1

⎤

⎥⎥⎥⎦ � 0,

X1�0, X2 � 0, HX1 = ZH,

(3.16)

где

Y =
[
Ȳ1 Ȳ2

]
, Ȳ1 = IN ⊗ Y1, Ȳ2 = IN ⊗ Y2,

Φ̄1 =

[
diag[A

(1)
11 . . . A

(N)
11 ] 0

diag[A
(1)
21 . . . A

(N)
21 ] IN ⊗ Ir

]
, Φ̄2 =

[
IN ⊗B1

IN ⊗B2

]
,

Φ̄3 =

[
IN ⊗ I2n 0

0 (L+G)⊗ Ir

]
, H̄ =

[
IN ⊗H 0

0 IN ⊗ Ir

]
.

Матрицы K1 и K2 определятся из выражений

K1 = Y1Z
−1, K2 = Y2X

−1
2 .(3.17)

Сформулируем полученный результат в виде теоремы.
Те ор ем а 2. Протокол (3.2), (3.3) обеспечивает сходимость ошибки обу-

чения в сетевой системе (2.1) в смысле условия (3.1), если система линей-
ных матричных неравенств (3.16) разрешима. Матрицы протокола K1 и K2

определяются выражениями (3.17).

4. Пример

Рассмотрим группу из трех одинаковых манипуляторов с гибким пово-
ротным звеном (агентов), перемещающимся в горизонтальной плоскости с
постоянным периодом повторения. Динамика каждого агента в пространстве
состояний описывается уравнениями [41]:

ẋ(t) = Acx(t) +Bc[u(t) + wc(t)],

y(t) = Cx(t) + vc(t),
(4.1)

где x =
[
θ α θ̇ α̇

]T, θ — угол поворота сервопривода, α — угол отклонения
гибкого звена манипулятора,

Ac =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0
0 0 0 1

0
Ks

Jeq
−Beq

Jeq
0

0 −Ks (Jl + Jeq)

JeqJl

Beq

Jeq
0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Bc =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0

1

Jeq

− 1

Jeq

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, C =

[
1 0 0 0

]
,
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Рис. 1. Желаемая траектория.

Beq — коэффициент вязкого трения сервопривода, Ks — жесткость гибкого
звена, Jl — момент инерции гибкого звена относительно центра масс, Jeq —
момент инерции сервопривода, wc(t) и vc(t) — гауссовские белые шумы с ин-
тенсивностями Wc и Vc. Предполагая, что управление формируется компью-
тером с периодом дискретности Ts, перейдем к эквивалентной дискретной
модели, в которой учтем, что система функционирует в повторяющемся ре-
жиме:

xk[(p+ 1)Ts] = Axk[pTs] +Buk[pTs] + wk[pTs],

yk[pTs] = Cxk[pTs] + vk[pTs], k = 0, 1, . . . , p = 0, 1, . . . , T,
(4.2)

где A= exp(AcTs), B=
∫ Ts

0 exp(Acτ)Bcdτ, w(pTs) – дискретный гауссовский бе-
лый шум с ковариационной матрицей Sw =

∫ Ts

0 exp(Acτ)BcWcB
T
c exp(AT

c τ)dτ,
v(pTs) — дискретный гауссовский белый шум с дисперсией Sv = Vc/Ts. Мо-
дель (4.2) соответствует (2.1) для t = pTs. Для расчетов и моделирования
были приняты следующие значения параметров:

Beq = 0,004 H · м/(рад/с), Ks = 1,3 H · м/рад,
Jl = 0,0038 кг · м2, Jeq = 2,08 · 10−3 кг · м2, Ts = 0,01 c.

Продолжительность цикла повторения 3 с, что при выбранном периоде дис-
кретности соответствует T = 300, и число повторений kfin = 100. Желаемая
траектория движения звена описывается уравнением

yref (t) =
πt2

6
− πt3

27
, t ∈ [0, T ] ,

график этой траектории представлен на рис. 1. Рассмотрим случай, когда
информация об этой траектории доступна лишь одному из агентов (лидеру),
остальные последовательно получают информацию один от другого (ведо-
мые). Ограничимся анализом скорости сходимости процессов обучения, для
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Рис. 2. Выборочные среднеквадратичные отклонения ошибки обучения для
алгоритма 1.

этого введем выборочное среднеквадратическое отклонение ошибки обучения

E(k) =

√√√√ 1

T

T∑

p=0

||êk(p)||2.(4.3)

В этом случае для простоты будем считать, что интенсивности шумов, дей-
ствующих на агентов, и шумов измерений одинаковы, т.е. W (i)

c = Wc = 10−6,
V

(i)
c = Vc = 10−4. Применим алгоритм 1. В этом алгоритме нет параметров,

кроме начальных условий, за счет которых можно изменять скорость схо-
димости процессов обучения. Случайной выборкой в классе диагональных
матриц было получено, что наилучшую скорость сходимости обеспечивает
выбор Pu,0 (t) = 10−1, Px,k (0) = 10−1In. Траектории изменения выборочных
среднеквадратических отклонений ошибки обучения представлены на рис. 2.

Результаты применения алгоритма на основе дивергентного метода век-
торных функций Ляпунова при выборе весовых матриц в виде

Q1 = diag[10−4 103 102 10−4 10−4 103 102 10−4], Q2 = 106, R = 10

представлены на рис. 3. При этом

K1 = [−28,1215 −1,2892 −0,3488 −0,0063], K2 = 14,2217.

Выбор весовых матриц основан на анализе физического смысла переменных
состояния: величина отклонения от желаемой траектории, угол отклонения
гибкого звена и угловая скорость сервомотора должны оказывать наибольшее
влияние на скорость процесса обучения. На рис. 4–6 траектории изменения
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Рис. 3. Выборочные среднеквадратичные отклонения ошибки обучения для
дивергентного метода ВФЛ.

Рис. 4. Выборочные среднеквадратичные отклонения ошибки обучения лиде-
ра для двух методов.
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Рис. 5. Выборочные среднеквадратичные отклонения ошибки обучения пер-
вого ведомого агента для двух методов.

Рис. 6. Выборочные среднеквадратичные отклонения ошибки обучения вто-
рого ведомого агента для двух методов.
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выборочных среднеквадратических отклонений ошибки обучения для двух
методов представлены в сравнении.

Приведенный пример подтверждает недостатки алгоритма УИО на основе
минимизации отклонений от эталонной модели. При использовании этого ал-
горитма ошибка обучения лидера сходится в среднем в 5–6 раз медленнее, а
для последнего ведомого агента более чем в 10 раз медленнее, чем при исполь-
зовании алгоритма на основе дивергентного метода векторных функций Ля-
пунова. Кроме того, поскольку в первом случае не используется фильтрация,
выборочные траектории среднеквадратической ошибки обучения существен-
но отличаются от монотонных, особенно для последнего ведомого агента, что
является весьма нежелательным эффектом в процессе обучения.

5. Заключение

Алгоритмы P-типа, предложенные в [18, 19], как и алгоритм [16] не ис-
пользуют фильтрацию и, очевидно, не могут существенно улучшить свойства
процесса обучения относительно алгоритма из [16]. Кроме того, в алгоритмах,
предложенных в [16, 18, 19], скорость сходимости процессов обучения мож-
но изменять лишь изменением начальных значений ковариационных матриц,
что приводит к дополнительному разбросу значений выборочных траекто-
рий ошибки обучения. С другой стороны, при использовании фильтра, оче-
видно существуют ограничения на продолжительность отдельного повторе-
ния, определяемого величиной T . При малых T на ошибку обучения будет
существенно влиять ошибка оценивания. Этот вопрос является предметом
отдельного дальнейшего исследования.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Чтобы найти матрицы усиления K1,k(t) и K2,k(t) минимизирующие
след P+, вычислим частные производные (2.11) относительно K1,k(t) иK2,k(t)
и приравняем их нулю:

∂tr [P+]

∂K1,k (t)
= −2

N∑

i=1

giP
(i,i)
u,k (t)BTCT + 2K1,k (t)

N∑

i=1

g2iCBP
(i,i)
u,k (t)BTCT +

+ 2K2,k (t)

N∑

i=1

N∑

j=1

gilijCBP
(j,i)
u,k (t)BTCT+

+ 2K1,k (t)

N∑

i=1

g2i (C − CA)P
(i,i)
x,k (t) (C − CA)T +

+ 2K2,k (t)
N∑

i=1

N∑

j=1

gilij (C − CA)P
(j,i)
x,k (t) (C − CA)T +

+ 2K1,k (t)

N∑

i=1

g2i

(
CS(i)

w CT + 2S(i)
v

)
+ 2K2,k (t)

N∑

i=1

gilii

(
CS(i)

w CT + 2S(i)
v

)
= 0,
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∂tr [P+]

∂K2,k (t)
= −2

N∑

i=1

N∑

j=1

lijP
(i,j)
u,k (t)BTCT+

+ 2K1,k (t)

N∑

i=1

N∑

j=1

gilijCBP
(i,j)
u,k (t)BTCT +

+ 2K2,k (t)
N∑

j=1

N∑

m=1

lij limCBP
(m,j)
u,k (t)BTCT+

+2K1,k (t)

N∑

i=1

N∑

j=1

gilij (C −CA)P
(i,j)
x,k (t) (C −CA)T +

+ 2K2,k (t)

N∑

j=1

N∑

m=1

lijlim (C − CA)P
(m,j)
x,k (t) (C − CA)T +

+2K1,k(t)
N∑

i=1

gilii

(
CS(i)

w CT+2S(i)
v

)
+2K2,k(t)

N∑

i=1

N∑

j=1

l2ij

(
CS(j)

w CT+2S(j)
v

)
= 0.

Сгруппируем слагаемые в правых частях следующим образом:

K1,k(t)

(
N∑

i=1

g2iCBP
(i,i)
u,k (t)BTCT+

N∑

i=1

g2i (C−CA)P
(i,i)
x,k (t)(C−CA)T+(Π.1)

+
N∑

i=1

g2i

(
CS(i)

w CT+2S(i)
v

))
+K2,k(t)

⎛

⎝
N∑

i=1

N∑

j=1

gilijCBP
(j,i)
u,k (t)BTCT+

+
N∑

i=1

N∑

j=1

gilij (C − CA)P
(j,i)
x,k (t) (C − CA)T+

+

N∑

i=1

gilii

(
CS(i)

w CT + 2S(i)
v

))
=

N∑

i=1

giP
(i,i)
u,k (t)BTCT,

K1,k (t)

⎛

⎝
N∑

i=1

N∑

j=1

gilijCBP
(i,j)
u,k (t)BTCT +

+
N∑

i=1

N∑

j=1

gilij(C−CA)P
(i,j)
x,k (t)(C−CA)T+

N∑

i=1

gilii

(
CS(i)

w CT+2S(i)
v

)
⎞

⎠+

+K2,k (t)

⎛

⎝
N∑

i=1

N∑

j=1

N∑

m=1

lij limCBP
(m,j)
u,k (t)BTCT+

+

N∑

i=1

N∑

j=1

N∑

m=1

lij lim (C −CA)P
(m,j)
x,k (t) (C − CA)T+
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+

N∑

i=1

N∑

j=1

l2ij

(
CS(j)

w CT + 2S(j)
v

)
⎞

⎠ =

N∑

i=1

N∑

j=1

lijP
(i,j)
u,k (t)BTCT.

С учетом этих соотношений и обозначений (2.13) перепишем систему (Π.1) в
виде

Kk (t)Mk (t) = Hk (t) ,

где

Kk (t) =
[
K1,k (t) K2,k (t)

]
,

откуда следует (2.12).
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