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ВВЕДЕНИЕ

Изучение спектральных свойств гидродина-
мической турбулентности включает в себя как
анализ самих спектров кинетической энергии и
порождающих движения жидкости физических
полей, так и каскадных процессов, т.е. процессов
переноса тех или иных величин в волновом про-
странстве. Последнее, как правило, сводится к
изучению триадных механизмов (Frisch, 1995;
Verma, 2004), возникающих за счет взаимодей-
ствия Фурье-гармоник в членах, содержащих
произведение физических полей. В частности,
для уравнения Навье–Стокса – это нелинейный
член, обеспечивающий перенос по спектру вели-
чин, зависящих от поля скорости. Обычно, инте-
рес представляют не произвольные величины, а
вполне определенные, имеющие физический
смысл. К таковым относятся интегралы движе-
ния, набор которых зависит от размерности фи-
зического пространства (см. подробнее в (Lesieur,
2008)). Для двумерия – это кинетическая энергия
и энстрофия, а для трехмерия – кинетическая
энергия и гидродинамическая спиральность.

Наличие различных интегралов движения ока-
зывает принципиальное влияние на поведение
системы и, в частности, на каскадные явления.
Для двумерного случая кинетическая энергия пе-
редается по спектру от масштаба внешней силы к
большим масштабам (обратный каскад энергии).
Одновременно существует прямой каскад эн-

строфии от больших масштабов к малым. Суще-
ствование двух каскадов является следствием тео-
ремы Фьортофта (Fjortoft, 1953), имеющей на-
глядное обоснование (Lesieur, 2008; Ditlevsen,
2010). Более подробно со свойствами 2D-турбу-
лентности можно познакомиться в работах (Rose,
Sulem, 1978; Kraichnan, Montgomory, 1980; Tabel-
ing, 2002). Обратим внимание, что наличие обрат-
ного каскада энергии хорошо известно в физике
атмосферы, где двумерное приближение в силу
тонкости атмосферы по вертикали активно ис-
пользуется (Курганский, 1993). Следует отдельно
заметить, что существование обратного каскада в
2D-турбулентности будет только в том случае, ес-
ли турбулентные вихри обладают ненулевой эн-
строфией. Мы далее считаем, что это условие вы-
полнено всегда, поскольку в противном случае
нелинейный член в уравнении Навье–Стокса для
двумерного случая равен нулю (см., например,
Фрик, 2010), и каскада нет. Равенство нулю эн-
строфии соответствует потенциальному течению,
которое мы далее не рассматриваем.

Для трехмерной, колмогоровской турбулентно-
сти (Колмогоров, 1941) ситуация более сложная.
Это связано с тем, что вместо энстрофии сохра-
няется гидродинамическая спиральность, нали-
чие которой связано с симметрией и топологиче-
скими свойствами рассматриваемой турбулентно-
сти (Moffatt, 1978). Если турбулентность зеркально
симметрична, тоспиральность равна нулю. В этом
случае закон сохранения спиральности при три-
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адном взаимодействии выполняется тривиаль-
ным образом, и единственным налагаемым усло-
вием на взаимодействие вихрей является закон
сохранения кинетической энергии. Согласно
эксперименту в таком случае возникает прямой
каскад кинетической энергии.

В случае нарушения зеркальной симметрии
появляется ненулевая гидродинамическая спи-
ральность. Механизм ее образования может быть
разным, но как правило, одним из необходимых
условий является наличие вращения рассматри-
ваемого объекта. В зависимости от задачи, допол-
нительно требуется наличие градиента плотности
или твердых границ. При появлении спирально-
сти в силу двух законов сохранения возможно по-
явление обратного каскада кинетической энер-
гии и прямого каскада спиральности. Впервые та-
кая возможность была предсказана в (Brissaud
и др., 1973) (см. подробнее в (Колесниченко, Ма-
ров, 2009)). Принципиальное отличие трехмер-
ной турбулентности от двумерной состоит в том,
что поскольку спиральность существует в турбу-
лентной среде не всегда, то и обратный каскад
энергии не всегда проявляется. Поскольку исто-
рически сложилось, что сначала изучали свойства
турбулентности без нарушения зеркальной сим-
метрии, то трехмерная турбулентность первона-
чально ассоциировалась с прямым каскадом
энергии (Frisch, 1995).

Ситуация изменилась при изучении так назы-
ваемой геофизической турбулентности (Pedlosky,
2013), в которой роль вращения велика, и средняя
гидродинамическая спиральность отлична от ну-
ля. В такой турбулентности действительно на-
блюдается обратный каскад кинетической энер-
гии (см. подробный обзор известных результатов
в (Колесниченко, Маров, 2009)). Эти результаты
подтверждаются непосредственными измерения-
ми потоков энергии в волновом пространстве для
быстровращающихся объектов, в частности, для
самосогласованных задач тепловой конвекции
при быстром вращении (Reshetnyak, Hejda, 2008;
Hejda, Reshetnyak, 2009). Ниже рассмотрено как в
приближении быстрого вращения, когда поле
скорости и ее ротор скоррелированы, удается по-
лучить обратный каскад для кинетической энер-
гии, и прямой – для спиральности. Подход поз-
воляет объяснить полученные ранее результаты
численного моделирования, и может быть ис-
пользован в дальнейшем для анализа строения
триад в волновом пространстве.

ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ И КАСКАДЫ
Напомним, как предсказывается направление

каскадов энергии и энстрофии в 2D-турбулент-
ности (см. подробнее (Lesieur, 2008; Ditlevsen,
2010)). Предполагается, что турбулентность одно-
родная и изотропная, а рассматриваемые функ-

ции поля скорости V зависят от одного скалярно-
го волнового числа k. Действием внешних сил и
диссипацией пренебрегаем.

Пусть взаимодействует три Фурье-моды с вол-
новыми числами k1 ≤ k2 ≤ k3. Тогда закон сохране-
ния кинетической энергии E = V2/2 при таком
взаимодействии имеет вид:

(1)

где  – это флуктуации энергии гармоникс i =
1…3.

Закон сохранения энстрофии Ω =  где  =
= rot(V) – завихренность поля скорости, дает для
флуктуаций энстрофии  следующее
соотношение:

(2)

Беря для определенности k2 = 2k1 и k3 = 3k1, вы-
разим флуктуации  и  на соседних k:

(3)

До этого момента не делалось каких-либо
предположений о знаке флуктуации  Ее знак
выбирают из соображений статистической необ-
ратимости. Пусть на волновом числе  происхо-
дит впрыск энергии, т.е.  тогда система (3)
описывает растекание энергии в волновом про-
странстве. Обратный процесс – возникновение
областей куда энергия стекает как от больших k,
так и от малых, хоть и возможен, но мало вероя-
тен (Lesieur, 2008). Поскольку 
имеем, что   для i = 1 и 3 положительны.

Отношение  соответствует обратному

каскаду кинетической энергии, а  –

прямому каскаду энстрофии. Ниже мы рассмот-
рим, как этот подход можно применить для трех-
мерного случая, где вместо энстрофии сохраняет-
ся гидродинамическая спиральность.

Переходя к трехмерию, имеем вместо (2) закон
сохранения гидродинамической спиральности
H = V · rot(V):

(4)

где  – это флуктуации спиральности. Обратим
внимание, что, как и в двумерном случае, мы не
ставим вопрос о динамике процесса, потребовав-
шего бы рассмотрение внешних сил, в том числе
и вращения, а лишь ограничиваем наше исследо-
вание изучением влияния на триадное взаимо-
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действие замены закона сохранения энстрофии
на спиральность.

Учет спиральности оказывается более слож-
ным, чем энстрофии. Во-первых, спиральность в
общем случае знакопеременна, что требует до-
полнительного анализа. Сложнее обстоит дело с
принципиальной возможностью исследования
свойств вращающейся турбулентности в прибли-
жении изотропии, согласно которому мы исполь-
зуем лишь модуль волнового вектора k. Конечно,
детальный анализ подразумевает учет анизотро-
пии, но как правило это существенно усложняет
не только аналитические выкладки и вычисле-
ния, но и последующий анализ полученных ре-
зультатов. Именно поэтому интерес к изотроп-
ным моделям с вращением не ослабевает. В этом
направлении достигнут определенный прогресс
(см., например, ссылки в работе (Zhou, 1995)).
Стоит также отметить важное направление в тео-
рии турбулентности – каскадные модели, кото-
рые, основываясь, как правило, на одномерном
изотропном приближении, описывают влияние
целого набора спиральностей на динамику маг-
нитогидродинамической турбулентности (Pluni-
an и др., 2013). Далее мы также используем при-
ближение изотропии, считая, что поле скорости
зависит от одного скалярного k, и покажем, что
используемый для 2D подход может дать в трех-
мерии. Немаловажным обстоятельством в выборе
подхода, также является и тот факт, что с появле-
нием наглядных моделей для описания каскадов
в 2D (Lesieur, 2008; Ditlevsen, 2010), интерес к тео-
реме Фьортофта существенно возрос.

Запишем (4), учитывая явный вид для  и тот
факт, что k может быть разного знака. Без потери
общности будем считать, что k положительно, а
знак выражения определяется знаком констант
(p1, p2). Возможнычетыре варианта, которые в

Hδ

двумерном случае отсутствовали в силу квадра-
тичности энстрофии по k:

(5)

где пары констант (p1, p2) принимают значения:
(A) – (+1, +1),(B) – (–1, +1),(C) – (1, –1), (D) –
(–1, –1).

Решая систему (1, 5) относительно  и 
c k2 = 2k, k3 = 3k и учитывая связь между энер-
гией и спиральностью, получаем искомое ре-
шение для векторов  и

(6)

Значения вариаций для случаев (A–D) приве-
дены в табл. 1.

Учитывая, что  остановимся на опре-
делении направления каскадов более подробно.
Для A каскад энергии отсутствует, поскольку
энергия от k2 одинаково распределяется между k1
и k3. Каскад спиральности прямой, так как мода k3
получила спиральности в три раза больше, чем k1.
Обратим внимание, что сумма спиральностей од-
ного знака уже не равна единице, поскольку мы
выбрали нормировку на  Для B каскад энер-
гии прямой, поскольку мода k3 получила в три ра-
за больше энергии, чем k1. Для спиральности кас-
кад также прямой: моды k1 и k2 передали спираль-
ность моде k3.

Для C моды k2 и k3 передали энергию моде k1 –
обратный каскад энергии, сопровождающийся
обратным каскадом спиральности. Для D наблю-
дается обратный и прямой каскады энергии и
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1Eδ 3Eδ

1 2 3( ,  ,  )E E Eδ = δ δ δE
1 2 3( ,  ,  ):H H Hδ = δ δ δH
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Таблица 1. Обмен энергиями  и спиральностями  между модами ki–1, ki, ki + 1 в единицах  О – обрат-
ный, П – прямой каскады

Величина

мода/каскад k1 k2 k3 каскад k1 k2 k3 каскад

A 1 Нет 2 П

B 1 П 2 П

C 1 О 2 О

D 1 О 2 П

Сумма по A–D 4 О 1 8 –9 П
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спиральности, соответственно. Поскольку  во
всех случаях A–D одинаково, найдем суммарные
вариации по всем A–D (см. табл. 1).

Для энергии каскад оказывается обратным, а
для спиральности – прямым. Ситуация напоми-
нает двумерный случай, но вместо прямого кас-
када энстрофии наблюдается каскад спирально-
сти.

Рассмотрим, насколько результат зависит от
конкретного выбора значений ki в триадах. Для
этого перепишем (5) в виде:

(7)
где действительные α и β удовлетворяют требова-
ниям:   Данное приближение
выполняется при больших волновых числах с α ~
~ k1/k3, β ~ k2/k3, где дискретность волновых чи-
сел становится несущественной. Решая совмест-
но (1) и (7), имеем:

(8)

Выражения (8) описывают флуктуации энер-
гии и спиральности при произвольных соотно-
шениях сторон волнового треугольника (α, β, 1).

Обратим внимание, что, согласно (8), возмож-
на реализация нелокального каскада энергии.
Условие локальности переноса по спектру, т.е.
последовательного переноса (без перебросов)
важно при построении численных моделей, в
частности, при аппроксимации нелинейных чле-
нов: в случае локальности, для описания доста-
точно небольшого числа мод. Для случая без вра-
щения каскад локальный, для вращающейся же
турбулентности есть указания на то, что перенос
может быть не локальным (Waleffe, 1992), но в це-
лом вопрос далек от ясности.

Пусть α → 0, β → 1, тогда

 и при p2 = –1 имеем не

локальный обратный каскад кинетической энер-
гии. Далее мы увидим, что при осреднении по
всем возможным сочетаниям сторон волнового
треугольника, этот каскад становится незначи-
мым.

Найдем суммарный вклад для разных α и β.
Просуммируем каждую из компонент векторов

 и  по p1 и p2 и разделим на 4:

(9)

2Eδ
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Замечаем, что, поскольку  и 
компоненты вектора   а

 =  Этот случай

соответствует обратному каскаду энергии.
Для спиральности имеем обратную ситуацию:

  а

 т.е. пря-

мой каскад спиральности. Интересно, что β не
входит в явный вид для 

Исследуем случай, когда в обмене участвуют
лишь две моды, а третья является катализатором,
но в обмене не участвует. Для энергии это соот-
ветствует случаю, когда α → 1. В этом случае мода k2
не участвует в обмене энергиями, а вся энергия от
k3 идет на k1. Поскольку β > α, то это соответству-
ет равностороннему треугольнику в волновом
пространстве. Возможна другая ситуация, когда
α → 0, тогда обмен происходит между k1 и k2, а k3
не участвует в обмене.

Для спиральности аналогичный анализ дает:
при α → 1 мода k2 в обмене участвует, а при α → 0
в обмене не участвует мода k1.

Выражения (9) описывают флуктуации энер-
гии и спиральности при произвольных соотно-
шениях сторон треугольника (α, β, 1). Найдем
суммарный вклад для разных α и β. Для этого вве-

дем функционал  и вычис-
лим его последовательно для вариаций

  подставив их вместо f в I

и обозначив результат через   соответ-
ственно:

(10)

Соотношения (10) дают представление о сум-
марном соотношении вкладов мод ki в обратный
каскад кинетической энергии и в прямой каскад
гидродинамической спиральности по спектру.
Обратим внимание, что направление суммарного
каскада может не совпадать с направлением кас-
када для отдельных A–D.

ОБСУЖДЕНИЕ
Исследование каскадных процессов является

бурно развивающимся направлением теории тур-
булентности (Mininni, Pouquet, 2010; Biferale
и др., 2017). В настоящее время не вызывает со-
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мнений, что трехмерные модели могут воспроиз-
водить обратные каскады кинетической энергии.
Детали процесса зависят от параметров, в частно-
сти, от величины угловой скорости объектов
(Mininni и др., 2009; Campagne и др., 2014), мас-
штаба вынуждающей силы (Deusebio и др., 2014).
В этом отношении рассмотренный выше простой
сценарий обратного каскада энергии отражает
общие свойства вращающейся турбулентности.
Рассмотрение более сложных моделей связано с
ограничениями, накладываемыми на источники
энергии, форму вынуждающей силы, например,
согласующуюся с предсказаниями линейного
анализа во вращающейся тепловой конвекции
(Roberts, 1965). В этой связи, интересно обсудить,
что именно понимается под соответствием тео-
рии и результатов трехмерного моделирования.
Обычно, в численных моделях рассматривается
квазистационарное решение уравнения Навье–
Стокса, в котором есть только один сток энергии
на масштабе диссипации. Это означает, что энер-
гии, передаваемой за счет обратного каскада на
большие масштабы некуда идти. В результате мо-
жет развиться режим статистического равновесия
(см. подробнее (Ditlevsen, 2010)), со спектром ~k2

и нулевым потоком энергии. В тоже время теория
анизотропной турбулентности (Kraichnan, 1973;
Waleffe, 1992) предсказывает ослабление обратно-
го потока кинетической энергии при усилении
вращения из других соображений, а именно – за
счет уменьшения числа мод с разными знаками
гидродинамической спиральности. Это связано с
тем, что чем быстрее вращение, тем большее чис-
ло мод будет иметь один и тот же знак спирально-
сти, собственно, и определяющий знак средней
спиральности. Наша модель укладывается как раз
в режим быстрого вращения, поскольку мы ис-
пользовали оценку для максимальной спираль-
ности  Заметим также, что ослабление
потока кинетической энергии по спектру с ро-
стом скорости вращения следует уже и из того
факта, что записав нелинейный член в уравнении
Навье–Стокса через векторное произведение,
получим, что в состоянии максимальной спи-
ральности, когда векторы скорости и завихренно-
сти коллинеарны, поток будет равен нулю.

Область применимости теории обратных кас-
кадов поражает своей широтой и простирается от
весьма скромных задач по построению полуэм-
пирических моделей турбулентности для быстро-
вращающихся систем (Smith и др., 2002), в кото-
рых появляется отрицательная вязкость (Старр,
1971), образования когерентных структур (Tabel-
ing, 2002), до влияния обратных каскадов на фор-
мирование протопланетного облака (Колесни-
ченко, Маров, 2007; Колесниченко, 2011).

Одними из наиболее экстремальных объектов,
где вращение оказывает влияние на гидродина-

~ .H kE

мику, являются планеты Солнечной системы и их
спутники, зачастую обладающие своим собствен-
ным магнитным полем. Своим крупномасштаб-
ным магнитным полем такие объекты обязаны
именно ненулевой средней гидродинамической
спиральности. Но удивительно, что при обсужде-
нии обратных каскадов в таких системах очень
часто забывают о чисто гидродинамическом кас-
каде, а именно – об обратном каскаде кинетиче-
ской энергии по спектру. Согласно линейному
анализу при быстром вращении в рамках моделей
тепловой или композиционной конвекции пер-
выми в жидком ядре Земли образуются циклоны,
вытянутые вдоль оси вращения и имеющие ради-
ус на пять порядков меньший, чем радиус жидко-
го ядра. При существующих же оценках источни-
ков энергии, линейный анализ по-прежнему
предсказывает течения, меньшие по масштабуна
2–3 порядка, чем это следует из анализа геомаг-
нитных данных, где наблюдается сравнительно
равномерный спектр для первых 14 сферических
гармоник (Решетняк, 2005). Одним из объясне-
нием появления крупномасштабных течений
служит механизм образования волн Россби, при-
водящий к осесимметричному азимутальному
дрейфу циклонов. Направление дрейфа опреде-
ляется кривизной ограничивающей поверхности
объема: для сферы вращение совпадает с направле-
нием вращения планеты, а для параболоида враще-
ния – в обратном направлении (Busse, 2002). В этой
связи, обратный каскад энергии, связанный с чисто
триадным взаимодействием свободен от выбора
геометрии и является более общим.

Наличие обратного каскада кинетической
энергии важно и для стабилизации геомагнитно-
го поля. Как известно (Вайнштейн и др., 1980),
крупномасштабное магнитное поле подавляет
турбулентность, тем самым уменьшая вязкую и
омическую диссипации. Последнее, в свою оче-
редь, приводит к усилению генерации магнитно-
го поля процессами динамо. Возможен и обрат-
ный процесс – когда ослабление крупномас-
штабного магнитного поля приводит к усилению
интенсивности турбулентности и резкому ослаб-
лению генерации крупномасштабного магнитно-
го поля. Поскольку магнитные поля в быстровра-
щающихся объектах сильные, то и эффективное
ослабление генерации магнитного поля в силу та-
ких неустойчивостей также существенно: если
более точно, то критические числа Рэлея меняют-
ся на порядки. Такой сценарий получил название
динамо-катастрофы (Zhang, Gubbins, 2000; Jones,
2000). В то же время учет обратного гидродинами-
ческого каскада позволяет получить дополни-
тельное усиление крупномасштабного течения, и
далее – процесса динамо, таким образом, сделав
систему более устойчивой. Упомянутые во Введе-
нии работы по трехмерному моделированию тур-
булентности в жидком ядре Земли (Reshetnyak,
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Hejda, 2008; Hejda, Reshetnyak, 2009), собственно,
и стимулировали наше исследование.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ
№ 19-47-04110.
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