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Поставлена и решена задача о вековой эволюции тонкого кольца вокруг быстро вращающегося
трехосного небесного тела. Технология расчета вековых возмущений строилась на двух формулах –
азимутально усредненном силовом поле центрального тела и взаимной энергии  этого тела и
кольца Гаусса. Используя  вместо обычной возмущающей функции, получена система диффе-
ренциальных уравнений для оскулирующих элементов кольца. Получено уравнение, позволяющее
по единой схеме находить коэффициенты зональных гармоник азимутально усредненного потен-
циала неоднородного эллипсоида. Метод прилагается к карликовой планете Хаумеа с уточненными
значениями массы каменного ядра и ледяной оболочки, а также коэффициентов зональных гармо-
ник потенциала  и  По новым данным, кольцо вокруг Хаумеа имеет небольшой наклон к эк-
ватору и должно прецессировать. Установлено, что период обратной прецессии узла кольца Хаумеа
(без учета самогравитации) равен  д, а период прецессии линии апсид в прямом на-
правлении составляет  Доказано, что орбитальный резонанс 3:1 для частиц кольца Хау-
меа выполняется лишь приблизительно, причем время усреднения дополнительных возмущений
при неостром резонансе оказалось на порядок меньше, чем время  Это подтверждает адекват-
ность данного метода.

DOI: 10.31857/S0004629920100047

1. ВВЕДЕНИЕ
Кольца вокруг небесных тел давно привлекают

внимание исследователей. Особый интерес вы-
звало недавнее открытие колец непланетного ти-
па вокруг астероида-кентавра Карикло [1–3] и
карликовой планеты Хаумеа [4]. Эти кольца не
имеют спутников-пастухов, поэтому их динамика
и эволюция происходят под влиянием централь-
ного тела и должны тщательно изучаться.

Карликовая планета Хаумеа открыта в 2005 г.
[5] и вращается вокруг Солнца с периодом 281.83 г.
По своим размерам Хаумеа сравнима с Плутоном,
и хотя уступает ему в три раза по массе, имеет вы-
тянутую форму и очень быстро вращается вокруг
своей оси [6–8]:

(1)

Хаумеа имеет два небольших спутника (Hi’iaka и
Namaka) [5, 8, 9], что позволило определить ее
массу

(2)

Ценная информация была получена во время
важного астрономического события – прохожде-
ния Хаумеа по отдаленной звезде фона. Было от-
крыто кольцо и уточнены следующие параметры
Хаумеа [4]:

(3)

Более полный подход к изучению проблемы
вращающихся эллипсоидальных тел дан в [10].
Для определения пространственной формы Хау-
меа был разработан метод, основанный на систе-
ме из восьми уравнений. Этот метод учитывает
всю имеющуюся на 2018 год информацию о пла-
нетоиде, что позволило для каждого значения фо-
тометрического параметра рассчитать не только
форму и плотность модели Хаумеа, но и ориента-
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цию ее тела относительно кольца и орбит спутни-
ков. Были получены наиболее вероятные харак-
теристики карликовой планеты Хаумеа:

(4)

В [10] установлено также, что кольцо Хаумеа име-
ет небольшой наклон к плоскости экватора

(5)
Сравнивая (4) с результатами Ortiz et al. из [4], ви-
дим, что у нас фигура Хаумеа не столь вытянута и
на  более плотная. Эти детали важно знать
при анализе динамики кольца.

При изучении динамики колец необходимо
также знать потенциал и силовое поле самого
кольца Гаусса. Напомним, что гауссово кольцо
получается при “размазывании” точечной массы

 двигающейся вокруг массивного центрального
тела по эллиптической орбите; при этом получа-
ется неоднородный материальный эллипс с одно-
мерной плотностью вещества, обратной скорости
движения спутника на данном участке траекто-
рии. Элемент массы такого кольца на угловом ин-
тервале  равен

(6)

где  – угол истинной аномалии,  – эксцентри-
ситет орбиты. В конечном аналитическом виде
потенциал кольца Гаусса был найден в [11], см.
также [12]. В [13] была решена задача о взаимной
энергии двух компланарных гравитирующих ко-
лец Гаусса. Для более общей пространственной
ориентации колец их взаимная энергия была най-
дена в работе [14].

В данной работе решена задача о вековой пре-
цессии кольца вокруг быстро вращающегося
трехосного небесного тела. В разделах 2 и 3 най-
ден азимутально усредненный внешний потен-
циал трехосного тела, и получено выражение вза-
имной энергии  центральной фигуры и кольца
Гаусса. В разделе 4 через взаимную энергию 
получена система дифференциальных уравнений
для оскулирующих элементов кольца. В разделе 5
уточняются параметры для карликовой планеты
Хаумеа и, в частности, вычисляются коэффици-
енты потенциала четных зональных гармоник 
и  В разделе 6 с помощью полученных уравне-
ний эволюции для кольца Хаумеа мы находим пе-
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риод прецессии узла и период прецессии линии
апсид. В разделе 7 обсуждаются детали орбиталь-
ного резонанса для частиц кольца. Результаты об-
суждаются в разделе 8.

2. АЗИМУТАЛЬНО УСРЕДНЕННЫЙ 
ПОТЕНЦИАЛ ТРЕХОСНОГО ЭЛЛИПСОИДА

Рассмотрим однородный трехосный эллипсо-
ид с граничной поверхностью

(7)

вращающийся вокруг оси  Внешний потенциал
этого гравитирующего эллипсоида можно пред-
ставить в виде ряда по сферическим гармоникам

(8)

где ,  и  есть радиус, широта и долгота в систе-
ме координат, начало которой лежит в центре
масс тела,  есть наибольший экваториальный
радиус тела,  есть присоединенные полиномы
Лежандра,  и  есть коэффициенты потен-
циала, которые определяются через распределе-
ние масс внутри тела. В случае трехосного эллип-
соида (7)

(9)

Для решения нашей задачи потенциал (8) до-
статочно разложить до членов 4-го порядка по от-

ношению :

(10)

Так как по условию задачи центральный эл-
липсоид совершает быстрое вращение вокруг ма-
лой оси, для изучения вековых эффектов в движе-
нии частиц кольца необходимо усреднить потен-
циал (10) по долготе  Такое усреднение
приводит к тому, что исчезнут гармоники
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 и потенциал (10) в цилиндрических
координатах  примет вид

(11)

где  есть высота пробной частицы над плоско-
стью экватора. Оставшиеся коэффициенты  и

 в потенциале (11) будут равны:

(12)

 в (12) есть среднеобъемный радиус тела.

3. ВЗАИМНАЯ ЭНЕРГИЯ ЦЕНТРАЛЬНОГО 
ЭЛЛИПСОИДА И КОЛЬЦА ГАУССА

Из физических соображений ясно, что части-
цы в кольце будут испытывать влияние вариаций
гравитационного поля при быстром вращении
центрального эллипсоидального тела, поэтому
для изучения влияния вековых эффектов на ди-
намику кольца необходимо использовать полу-
ченный выше азимутально усредненный потен-
циал эллипсоида (11).

Прежде всего, найдем взаимную энергию кольца
и эллипсоида. Для этого представим координаты
точки  и  кольца через элементы орбиты проб-
ного тела

(13)

где  – истинная аномалия,  – аргумент пери-
центра,  – наклон орбиты к плоскости экватора
центрального тела,  – большая полуось,  – экс-
центриситет орбиты. Тогда взаимный потенциал
центрального тела и пробной материальной точ-
ки в произвольный момент времени будет равен

(14)
Усредняя выражение (14) по углу средней анома-
лии, получим интеграл

(15)

который и представляет взаимную энергию цен-
трального тела и кольца Гаусса. Параметры коль-
ца задаются элементами орбиты пробного тела.
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Подставляя под знак интеграла в (15) потенци-
ал (11) и проводя вычисления интеграла, в итоге
получим выражение

(16)

где

(17)

Выражение (16) играет в нашем методе важную
роль, так как для расчета вековых возмущений
движения частиц кольца мы используем не клас-
сическую возмущающую функцию, а взаимную
энергию  (см. также [14]):

(18)

4. УРАВНЕНИЯ ВЕКОВОЙ ЭВОЛЮЦИИ 
КОЛЬЦА В УСРЕДНЕННОМ ПОТЕНЦИАЛЕ 

ЦЕНТРАЛЬНОГО ТЕЛА

После подстановки выражения (18) в уравнения
для оскулирующих элементов [15], получим следу-
ющую систему дифференциальных уравнений:

(19)
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Из (20) следует, что отношение периодов прецес-
сии узла и линии апсид зависит только от угла i
наклона кольца к экватору эллипсоида.

5. УТОЧНЕННАЯ МОДЕЛЬ
ПЛАНЕТОИДА ХАУМЕА

Полагаем, что двухслойная модель карлико-
вой планеты Хаумеа состоит из внутреннего эл-
липсоидального каменного ядра и наложенной
на него конфокальной эллипсоидальной ледяной
оболочки. Фигура равновесия такого тела по-
дробно изучалась в работе [3]. Центральное ка-
менное ядро с плотностью  описывается по-
верхностью 

(21)

а внутренняя и внешняя поверхности ледяной
оболочки плотности  представлены уравнени-
ем (21) и (7) соответственно. Для устойчивости
следует потребовать .

Уравнение равновесия жидкой массы, враща-
ющейся вокруг оси  с угловой скоростью 
имеет вид

(22)

где  есть внутреннее давление, а полный по-
тенциал  равен

(23)

Уравнение (22) требует, чтобы внутренняя и
внешняя поверхности ледяной оболочки были
уровенными,  Это накладывает огра-
ничения на форму оболочки: она должна пред-
ставлять собой фокалоид, в котором квадраты по-
луосей двух граничных поверхностей связаны со-
отношениями

(24)

где  есть наибольший корень кубического урав-
нения

(25)

Как известно [3], внешний потенциал двух-
слойного эллипсоида можно представить в виде
комбинации потенциалов однородных эллипсои-
дов
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Поэтому для коэффициентов зональных гармо-
ник находим выражение

(27)

Используя обобщенную теорему Маклорена–Ла-
пласа [16], выражение (27) можно существенно
упростить

(28)
Для дальнейших расчетов используем уточ-

ненные параметры Хаумеа [10]. Часть этих пара-
метров была дана выше в формулах (4) и (5); кро-
ме того, необходимо также знать полуоси камен-
ного ядра планетоида:

(29)

Наш расчет для массы ядра и оболочки Хаумеа дает:

(30)

тогда отношение массы оболочки к полной массе
планетоида составит

(31)

Для нормированных коэффициентов потенциала
(12) получим значения

(32)

6. ПРЕЦЕССИЯ КОЛЬЦА В АЗИМУТАЛЬНО 
УСРЕДНЕННОМ ПОЛЕ ПЛАНЕТОИДА
Применим два первых уравнения из системы

(19) для оценки периодов вековой прецессии
кольца карликовой планеты Хаумеа. Для расчетов
используем значения параметров Хаумеа (4, 5) и
(32). Полагая для простоты кольцо круговым, из
первого уравнения получаем следующее значение
для частоты движения узла кольца в плоскости
экватора

(33)

Знак “–” в (33) означает, что линия узлов враща-
ется в отрицательном направлении (по часовой
стрелке). Период этой прецессии будет равен

(34)

Далее, с учетом отношения (20), находим, что
прецессия линии апсид кольца Хаумеа происхо-
дит в положительном направлении с периодом

(35)
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Как видим, периоды прецессии кольца вокруг
Хаумеа сравнительно небольшие, поэтому веко-
вая эволюция этого кольца по углам  и  про-
исходит в быстром темпе.

7. ОБСУЖДЕНИЕ УСЛОВИЙ РЕЗОНАНСА
В КОЛЬЦЕ ХАУМЕА

Для карликовой планеты Хаумеа естествен-
ным препятствием в расчете эффекта прецессии
кольца может стать наличие орбитального резо-
нанса 3 : 1 для частиц кольца с периодом враще-
ния самого планетоида. Наличие этого резонанса
неоднократно обсуждалось в литературе (см., на-
пример, [17]).

Поясним, что при резонансе появляются до-
полнительные локальные возмущения и возника-
ет вопрос о выживании кольца. В литературе ра-
нее нередко высказывалось мнение, что при на-
личии резонансов метод колец может давать сбои
(см., например, [18]). Однако с таким мнением
нельзя безоговорочно согласиться. У реальных
орбит есть отклонения от строгого резонанса, что
открывает возможность дополнительного усред-
нения локальных возмущений [19]. Ясно, чем
острее резонанс, тем длиннее должен быть пери-
од усреднения дополнительных возмущений. Для
кольца Хаумеа резонанс 3:1, как будет показано,
также соблюдается лишь приблизительно и не яв-
ляется острым; вопрос заключается в том, на ка-
ких характерных временах  усредняются до-
полнительные возмущения. Рассмотрим некото-
рые детали.

Используя найденный в этой работе азиму-
тально усредненный потенциал трехосного тела
(11), находим квадрат скорости вращения части-

Ω ω

релT

цы в гравитационном поле вращающегося плане-
тоида

(36)

Входящие в (36) коэффициенты  и  были
рассчитаны с учетом строения фигуры равнове-
сия эллипсоидального тела Хаумеа. Напомним,
что период осевого вращения планетоида из (1)
мы обозначили через  через  обозначим пери-
од кругового обращения частицы в экваториаль-
ной плоскости Хаумеа на расстоянии r от ее цен-
тра. Введем параметр вращения частицы

(37)

график которого показан на рис. 1.

Как и ожидалось, вытянутость тела Хаумеа за-
метным образом сказывается на оценке орбиталь-
ного периода обращения частиц кольца, уводя от-
ношение периодов от резонансного отношения
3 : 1. Из рис. 1 видно, что острого резонанса для ча-
стиц кольца Хаумеа на самом деле нет. Действи-
тельно, найденное значение параметра 
для среднего радиуса кольца  км заметно
меньше 3. Согласно методу расчета [19], находим
время релаксации

(38)

Подчеркнем, что в этой формуле вместо  взято
, так как эллипсоид имеет два острых конца,

поэтому период влияния трехосного тела Хаумеа

( ) ( ) 
= − + 
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≈ 2287r

α=
α −
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Рис. 1. Зависимость орбитального периода вращения частиц кольца Хаумеа в единицах периода осевого вращения Ха-
умеа от радиуса r. Штрихами показано значение α для среднего радиуса кольца.
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на частицы кольца будет в два раза короче перио-
да осевого вращения Хаумеа. С учетом этого фор-
мула (38) дает

(39)

Но в (34) было найдено, что период прецессии уз-
ла кольца , поэтому отношение време-
ни релаксации к периоду прецессии равно при-
мерно

(40)

Это означает, что за время прецессии плоскости
кольца влиянием возмущений от указанного не-
острого орбитального резонанса можно прене-
бречь.

8. ОБСУЖДЕНИЕ И РЕЗУЛЬТАТЫ

С момента открытия в 2005 г. карликовая пла-
нета Хаумеа сразу привлекла внимание необычно
быстрым вращением, сильно вытянутой фигурой
и двумя спутниками. Интерес к этому небесному
телу еще более возрос с открытием у нее в 2017 г.
плотного кольца. Это кольцо не имеет спутни-
ков-пастухов, расположено близко к центрально-
му телу и должно испытывать сильное влияние
гравитационного поля трехосной фигуры Хаумеа.
Для исследований важно, что плоскость кольца
не совпадает с экватором планетоида [10], поэтому
актуальной является задача изучения вековой
эволюции и прецессии этой кольцевой структуры.

Здесь мы применяем новый метод для изуче-
ния вековой эволюции кольца вокруг быстро вра-
щающегося гравитирующего трехосного небесного
тела. Новизна состоит в том, что для расчета веко-
вых возмущений в движении кольца мы используем
не классическую возмущающую функцию, а взаим-
ную энергию  кольца и центрального тела. Для
решения задачи сначала был найден азимутально
усредненный внешний потенциал центрального те-
ла, а затем, используя этот потенциал, мы получили
выражение взаимной энергии . Это позволило
вывести полную систему дифференциальных урав-
нений для оскулирующих элементов кольца.

Данный метод мы применили к кольцу карли-
ковой планеты Хаумеа. Используя уточненные
параметры для структуры этого планетоида, были
вычислены коэффициенты потенциала четных
зональных гармоник  и  По нашим расче-
там, кольцо вокруг Хаумеа имеет небольшой

 наклон к экватору планетоида и
должно прецессировать. Применяя для описания
этой прецессии два из четырех уравнений эволю-
ции, мы нашли частоты и периоды вековой пре-

=рел 39 ч.T

Ω ≈ 13 сутT

Ω ≈
рел

10.T
T

взW

взW

20C 40.C

= ° ± °к( 3.2 1.4 )i

цессии для кольца Хаумеа: период обратной пре-
цессии узла кольца (без учета самогравитации)
оказался равен , а период поло-
жительной прецессии линии апсид составил

.

Как видим, оба периода прецессии кольца Ха-
умеа сравнительно небольшие, и вековая эволю-
ция для этого кольца по углам  и  происходит
в быстром темпе. Но все относительно: за один
период прецессии плоскости кольца сам плането-
ид Хаумеа успевает сделать около 80 полных обо-
ротов вокруг своей оси. Это обстоятельство и
подтверждает необходимость нахождения усред-
ненного по долготе потенциала неоднородного
центрального эллипсоида.

Было установлено, что резонанс 3 : 1 в движе-
нии частиц кольца выполняется лишь приблизи-
тельно: вместо 3 мы нашли значение , по-
этому резонанс не является острым. Как след-
ствие, время усреднения дополнительных
возмущений, возникающих от неострого резо-
нанса, оказалось на порядок меньше, чем время
прецессии плоскости кольца в азимутально
усредненном поле Хаумеа. Это подтверждает
адекватность нашего подхода.

Можно предположить, что причиной суще-
ствования резкой внешней границы кольца Хау-
меа и является существование вблизи этой грани-
цы резонанса 3 : 1.

В последующем в динамике нужно учитывать
влияние самогравитации кольца. Этой сложной
теме будет посвящена наша следующая работа.
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