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Представлены экспериментальные результаты исследования эквивалентной температуры кристал-
лов кварца при наличии контролируемого линейного градиента термодинамической температуры.
В условиях неоднородного разогрева эквивалентная температура кристаллов определялась по изме-
рению частот собственных мод акустических резонансов на основании предварительной калибров-
ки резонансных частот при однородном разогреве. Показано, что эквивалентная температура,
определяемая таким образом, характеризует усредненную термодинамическую температуру кри-
сталла. Проведено математическое моделирование неоднородного разогрева кристалла, в том числе
лазерным излучением.
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ВВЕДЕНИЕ
Температура является одним из ключевых по-

нятий термодинамики. Измерения температуры
используются в различных областях физики – от
астрономии (изучение реликтового излучения
[1]) до атомной физики (лазерный термоядерный
синтез [2]). Немалую роль измерение и контроль
распределения температуры играет также и в изу-
чении изменения климатических условий [3].
Определение температуры производят на основе
измерения различных физических параметров,
таких как излучательная способность, электриче-
ское сопротивление, показатель преломления и
др. Однако помимо проблем непосредственно из-
мерения зависящих от температуры параметров
необходимо правильно анализировать результаты
измерений, особенно в условиях неоднородного
распределения температуры.

В лазерной физике большое значение имеют
измерение и контроль температуры оптических
элементов в процессе взаимодействия с мощным
лазерным излучением, в частности, при генера-
ции и нелинейно-оптическом преобразовании

лазерного излучения. Для эффективного преоб-
разования нелинейно-оптические кристаллы вы-
резают в направлении фазового синхронизма.
Как правило, выбирают форму прямоугольного
параллелепипеда или цилиндра. Для эффектив-
ного преобразования лазерное излучение накач-
ки должно обладать рядом принципиальных ха-
рактеристик, в частности, одномодовость, поля-
ризация, высокая интенсивность, узкая ширина
спектра и т.д. Неоднородное изменение темпера-
туры кристалла, обусловленное оптическим по-
глощением, снижает эффективность преобразо-
вания, так как нарушается условие согласования
фаз взаимодействующих волн [4, 5], и вызывает
другие эффекты, например, образование тепло-
вой линзы [6]. Существенно неоднородный гра-
диент температуры в кристалле обусловлен ли-
нейным и нелинейным поглощением взаимодей-
ствующих волн [7] при нелинейно-оптическом
преобразовании частоты лазерного излучения,
наличием дефектов [8] и может приводить к необ-
ратимому оптическому разрушению [9].
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Существует множество различных способов
измерения малых коэффициентов оптического
поглощения диэлектрических материалов [10].
Стандартизованным методом является лазерная
калориметрия [11]. В этом методе коэффициент
оптического поглощения определяется на основе
поиска соответствия экспериментально измеряе-
мой кинетики температуры образца, взаимодей-
ствующего с лазерным излучением, с решением не-
стационарного уравнения теплопроводности [11]:

(1)

где для образца либо окружающего воздуха cp –
удельная теплоемкость, ρ – плотность, χ – коэф-
фициент теплопроводности, Q(r, t) – объемная
плотность мощности источников и потерь тепла в
образце.

Подчеркнем, что в уравнении (1) распределе-
ние температуры может быть неоднородным. По-
этому, в ряде случаев, необходимо учитывать
анизотропию теплопроводности образца. Однако
градиентом температуры можно пренебречь, сде-
лав предположение, что теплопроводность иссле-
дуемого кристалла бесконечно велика. Для этого
используется так называемое уравнение теплово-
го баланса [12]:

(2)

где α – коэффициент оптического поглощения,
l – размер образца вдоль направления распро-
странения лазерного излучения, P – мощность
лазерного излучения, сосредоточенного в образ-
це, m – масса образца, H – слагаемое, описываю-
щее конвективный теплообмен с окружающим
воздухом, который определяется по закону Нью-
тона–Рихмана. Важно подчеркнуть, что при воз-
действии мощного лазерного излучения проявля-
ются другие механизмы отвода тепла (например,
за счет излучательной способности). Принципи-
ально важно определить, в каких случаях возни-
кает необходимость учитывать те или иные меха-
низмы отвода тепла.

В случае сильного поглощения на поверхности
по сравнению с объемом или лазерных пучков с
малым диаметром по сравнению с геометриче-
ской апертурой образца в нем может возникнуть
существенный градиент температуры, и условие
однородности уже не будет выполнено. Для изме-
рения температуры, как правило, используются
внешние датчики, например, термопары или тер-
морезисторы. При этом, находясь в контакте с
исследуемым образцом, термодатчики неизбеж-
но нарушают стационарное распределение тем-
пературы и дополнительно нагреваются за счет
поглощения рассеянного излучения, что может

( ) ( )( ) ( )∂ρ − ∇ χ∇ =
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приводить к большим ошибкам измеряемых ве-
личин [13]. Избежать дополнительного нагрева
можно при помощи изоляции датчиков от излу-
чения, но при этом неизбежно ухудшается тепло-
вой контакт с образцом, что вновь приводит к
снижению точности измерения температуры.

В настоящей работе для исследования темпе-
ратуры кристаллов был использован метод пьезо-
резонансной лазерной калориметрии (ПРЛК) [14].

Традиционно пьезоэлектрический эффект на-
ходит применение в различных областях науки
[15]. Так, на основе пьезоэлектрических материа-
лов создают стандарты частоты (на основе квар-
цевого резонатора). На их основе разработаны
также датчики давления. Помимо перечисленных
применений пьезоэлектрический эффект можно
использовать при создании эталонной плоской
ультразвуковой волны, которая может быть ис-
пользована для калибровки гидрофонов мегагер-
цового диапазона частот [16] и возбуждении волн
Лэмба [17, 18]. Представляет также интерес иссле-
дование разнообразия акустических мод в пьезо-
электрических пластинах [19].

В настоящей работе предлагается использо-
вать температурную зависимость частоты пьезо-
электрического резонанса для измерения и кон-
троля температуры нелинейно-оптических кри-
сталлов. Причем в случае пьезоэлектрических
материалов акустические моды могут возбуж-
даться бесконтактно при приложении внешнего
радиочастотного (РЧ) поля [20]. Пьезоэлектриче-
ский резонанс возникает, когда частота внешнего
электрического поля соответствует частоте соб-
ственных акустических колебаний образца. Зави-
симость частот пьезоэлектрических резонансов
от температуры, в первую очередь, обусловлена
температурной зависимостью упругих постоян-
ных материала [21].

Предварительно в условиях однородного на-
грева образца проводится температурная калиб-
ровка резонансных частот. Было показано, что
при однородном разогреве в первом приближе-
нии резонансные частоты Rfi линейно зависят от
температуры T. Таким образом, для резонансных
частот могут быть определены пьезорезонансные
термические коэффициенты :

(3)

В случае неоднородного разогрева кристалла
лазерным излучением мощности P изменение
частот пьезоэлектрических резонансов можно
отождествить с изменением эквивалентной тем-
пературы ΔΘeq:

prt
iK

= .prt i
i

dRfK
dT
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(4)

Эквивалентная температура, измеряемая по
сдвигу резонансных частот при неоднородном
нагреве образца, вводится как температура, соот-
ветствующая некоторой однородной температу-
ре, при которой пьезоэлектрические резонансы
образца имеют точно такие же частоты. В данном
методе в качестве датчика температуры использу-
ется непосредственно сам исследуемый образец,
а пьезоэлектрические резонансы в нем возбужда-
ются бесконтактно за счет воздействия зондиру-
ющего РЧ поля. Также в случае материалов, не
обладающих пьезоэлектрическими свойствами,
возможно измерять локальную температуру их по-
верхности при помощи терморезонаторов [22] –
пьезоэлектрических кристаллов малых размеров,
расположенных на исследуемом образце, находя-
щихся в хорошем тепловом контакте с ним и не
поглощающих лазерное излучение. Бесконтакт-
ное возбуждение резонансов осуществляется
внешним РЧ полем.

Метод ПРЛК также может быть использован
для измерений коэффициентов оптического по-
глощения больших кристаллических буль [23],
коэффициентов рассеяния излучения [24] и не-
линейного поглощения [25] кристаллов.

Для правильного использования понятия эк-
вивалентной температуры необходимо обоснова-
ние, подтверждающее, что она характеризует
среднюю термодинамическую температуру ис-
следуемого объекта. Для этого были проведены
экспериментальные измерения эквивалентной
температуры кристалла кварца в условиях кон-
тролируемого градиента температуры, а также
математическое моделирование поведения аку-
стических мод образца в условиях однородного
разогрева и при неоднородном разогреве, в том
числе, и лазерным излучением.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ.
Предварительные результаты математическо-

го моделирования [26] показали, что эквивалент-
ная температура всегда лежит в интервале между
минимальной и максимальной термодинамиче-
скими температурами кристалла. Однако в случае
наличия существенного градиента температуры в
образце эта оценка является достаточно грубой.
В условиях неоднородного разогрева для пра-
вильной интерпретации измеряемой эквивалент-
ной температуры необходимо принимать во вни-
мание всю совокупность происходящих процес-
сов – появление механических напряжений,
температурно-индуцированное изменение пока-
зателя преломления, изменение пьезоэлектриче-

ΔΔΘ =eq
( )( ) .i

prt
i

Rf PP
K

ских свойств и т.д. Вопрос правильной интерпре-
тации эквивалентной температуры при наличии
температурного градиента напрямую определяет
точности измеряемых величин коэффициентов
оптического поглощения и рассеяния.

Свободные колебания упругого твердого тела
можно описать с помощью лагранжиана L [27],
который после некоторых преобразований при-
нимает вид:

(5)

где ρ – плотность, ui – пространственное смеще-
ние точек среды, ω – частота собственных аку-
стических мод образца, cijkl – тензор упругих
констант, Sij – тензор деформации, εij – тензор
диэлектрической проницаемости, Ei – напря-
женность электрического поля, eijk – пьезоэлек-
трический тензор.

В лагранжиане (5) слагаемое cijklSijSkl описыва-
ет обобщенный закон Гука, ρω2uiuj – кинетиче-
скую энергию колебательных степеней свободы,
εijEiEj и eijkSijEk описывают обратный и прямой
пьезоэлектрический эффект соответственно. Это
уравнение можно записать в матричном виде, а
вариационный подход совместно с использова-
нием метода Рэлея–Ритца может быть использо-
ван для решения задачи на собственные значения
и определения частот собственных акустических
мод образца ωi. Необходимо отметить, что все фи-
зические величины, входящие в этот лагранжиан,
зависят от температуры. Наибольший вклад в из-
менение частот собственных мод образца вносят
температурные зависимости упругих постоянных
cijkl. Для определения частот собственных акусти-
ческих мод образца в условиях градиента темпе-
ратуры необходимо согласованно решать уравне-
ние для нахождения ωi и уравнение теплопровод-
ности (1).

Математическая формулировка задачи: необ-
ходимо задать параметры образца и их темпера-
турные зависимости для нахождения акустиче-
ских мод образца при создании линейного гради-
ента температуры, а также при неоднородном
разогреве лазерным излучением.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА
Блок-схема экспериментальной установки для

исследования эквивалентной температуры пьезо-
электрических кристаллов в условиях управляе-
мого градиента температуры приведена на рис. 1.

Кристалл α-кварца (далее – кварц) в форме
прямоугольного параллелепипеда с размерами
3 × 3 × 40 мм (вырезан вдоль кристаллографиче-
ских осей, размер вдоль оси с – 40 мм) был поме-

( )= ρω − + ε +21 2 ,
2 i i ijkl ij kl ij i j ijk ij kL u u c S S E E e S E
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щен между двумя медными электродами, образу-
ющими конденсатор. Ширина пластин составляла
10 мм, длина 130 мм, расстояние между ними 10 мм.
Результаты математического моделирования по-
казали, что электрическое поле в конденсаторе с
кристаллом достаточно однородно. Собственные
моды образца возбуждались приложением пере-
менного напряжения к конденсатору от РЧ гене-
ратора. Отклик образца определялся по измерен-
ному синхронным детектором падению напряже-
ния на нагрузочном резисторе, соединенном
последовательно с конденсатором. Амплитуда и
разность фаз сигнала с синхронного детектора
считывались в автоматическом режиме при по-
мощи разработанного программного обеспече-
ния. Значение частоты рассматриваемого пьезо-
электрического резонанса определялось по ми-
нимуму фазы напряжения на нагрузочном
резисторе. Два элемента Пельтье с металличе-
ским покрытием были припаяны к нижнему
электроду с противоположных сторон для созда-
ния контролируемого температурного градиента.
Величина градиента контролировалась при помо-
щи терморезисторов, находящихся в тепловом
контакте с нижним электродом. Один из термо-
резисторов находился посередине образца, два
вблизи торцов, еще два над элементами Пельтье.
Исследуемый образец находился в хорошем теп-
ловом контакте с нижним электродом.

Ранее было отмечено, что для корректного из-
мерения кинетики температуры образцов при ла-
зерном разогреве необходимо использовать элек-
троды малых размеров для бесконтактного воз-

буждения резонансов с целью уменьшения
влияния рассеянного излучения. Так как в насто-
ящей работе не производился разогрев кристалла
лазерным излучением, для обеспечения хорошего
теплового контакта образец помещался в центре
медной пластины, являющейся одной из обкладок
конденсатора. В данной конфигурации возможно
возбуждение только некоторых мод образца.

РЕЗУЛЬТАТЫ

Для проведения измерений были выбраны
5 пьезоэлектрических резонансов на частотах
(при температуре 293 K): Rf1 = 149.547 кГц, Rf2 =
= 517.329 кГц, Rf3 = 755.123 кГц, Rf4 = 957.643 кГц
и Rf5 = 1283.683 кГц. На рис. 2 приведены харак-
терные зависимости фазы ϕ и амплитуды |UR| на-
пряжения на нагрузочном резисторе вблизи пье-
зоэлектрического резонанса Rf4.

Для нахождения частот собственных колеба-
ний образца использовался метод Рэлея–Ритца [27].
При математическом моделировании акустических
мод кристалла кварца размерами 3 × 3 × 40 мм были
получены моды на близких частотах 149.745,
516.182, 754.752, 954.459 и 1280.348 кГц. Для моде-
лирования использовались физические парамет-
ры кварца, представленные в работе [28]. Отличие
от экспериментально наблюдаемых мод связано с
противоречивыми данными, представленными в
мировой литературе (значения упругих постоян-
ных отличаются не только абсолютными значе-
ниями, но и, в некоторых случаях, знаками) [29,
30]. На рис. 3 представлены результаты модели-

Рис. 1. Упрощенная блок-схема экспериментальной установки для измерения эквивалентной температуры пьезо-
электрических кристаллов в условиях управляемого градиента температуры: 1 – медные электроды, 2 – исследуемый
кристалл кварца, 3 – терморезистор, 4 – элемент Пельтье, 5 – нагрузочный резистор, 6 – синхронный детектор, 7 –
радиочастотный генератор.
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Рис. 2. Характерные зависимости (а) – фазы ϕ и (б) – амплитуды |UR| напряжения на нагрузочном резисторе вблизи
пьезоэлектрического резонанса с частотой Rf4 (при температуре 293 К).
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Рис. 3. Результаты моделирования распределения колебаний точек среды для мод с частотами (а) – Rf3 и (б) – Rf4.
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рования – нормированные распределения ам-
плитуд смещений точек среды для мод с частота-
ми Rf3 и Rf4.

Для представленных пьезоэлектрических ре-
зонансов кристалла проводилась температурная
калибровка в условиях однородного разогрева.

На рис. 4 представлен график зависимости изме-
нения резонансной частоты от температуры об-
разца при однородном разогреве для моды с ча-
стотой Rf4. Точками обозначены эксперимен-
тальные данные, линией – аппроксимация
экспериментальной зависимости.

Отметим, что в статье [31] показано, что откло-
нение от линейной зависимости частот собствен-
ных мод происходит при температуре около
300°С. В настоящей работе температура кварца не
превышала 50°С.

Далее в кристалле создавался линейный гради-
ент температуры таким образом, чтобы средняя
термодинамическая температура кристалла остава-
лась постоянной (см. рис. 5). При создании линей-
ного градиента температуры в образце значения из-
менения эквивалентной температуры кристалла
определялись по частотам пьезоэлектрических
резонансов Rf1–Rf5. Отклонения значений экви-
валентной температуры от средней температуры
образца при различных градиентах приведены на
рис. 5. Среднее значение температуры кристалла
составляло 298 К.

В результате экспериментов было показано,
что эквивалентная температура даже при нали-
чии градиента температуры в образце находится в
хорошем соответствии со средней термодинами-
ческой температурой образца. Аналогичное соот-
ветствие было получено при численном модели-
ровании частот собственных акустических мод в

Рис. 4. График зависимости изменения резонансной
частоты Rf4 от температуры образца при однородном
разогреве. Экспериментальные данные (обозначены
квадратами) аппроксимированы прямой.
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Рис. 5. График зависимости экспериментально измеренного отклонения эквивалентной температуры образца, опре-
деленной по различным пьезоэлектрическим резонансам, от средней термодинамической температуры при различ-
ных градиентах.
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присутствии градиента температуры. Увеличение
отклонения средней температуры от эквивалент-
ной для больших градиентов вызвано ошибкой
определения средней температуры образца в та-
ких условиях. В этих случаях требуется прецизи-
онная температурная калибровка резонансных
частот образца в условиях однородного разогрева
и более точный контроль распределения темпера-
туры в образце в условиях теплообмена с окружа-
ющим воздухом.

Из зависимости, представленной на рис. 5,
можно заключить, что теоретические значения
изменения усредненной термодинамической
температуры и эквивалентной температуры нахо-
дятся в хорошем соответствии друг с другом. Сле-
довательно, можно сделать вывод, что экспери-
ментально измеряемые кинетики эквивалентной
температуры при разогреве образцов лазерным
излучением корректно описывают изменение
термодинамической температуры.

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
Было проведено численное моделирование

разогрева лазерным излучением кристалла квар-
ца в форме прямоугольного параллелепипеда с
размерами 3 × 3 × 40 мм. Изменение термодина-
мической температуры исследуемого образца
определялось на основании решения уравнения (1).
При расчетах учитывалась анизотропия парамет-
ров материала, в частности, теплопроводности
образца. Мощность источника излучения состав-
ляла 100 Вт (при этом, из-за многократного отра-
жения излучения от торцов кристалла, такая же
величина мощности сосредоточена внутри образ-
ца). Профиль пучка являлся гауссовым, луч нор-

мально падал на торец (3 × 3 мм) кристалла. Ко-
эффициент поглощения составлял 10–3 см–1. На
рис. 6 представлены графики зависимостей изме-
нений минимальной (ΔTmin), максимальной (ΔTmax),
средней (ΔTav) и эквивалентной (ΔΘeq) температур
образца при разогреве лазерным излучением с
диаметром луча 1 и 0.1 мм. Кинетики, соответ-
ствующие средней и эквивалентной температуре,
совпадают.

Из графика, представленного на рис. 6, можно
заключить, что значения изменения средней тер-
модинамической температуры, как и эквивалент-
ной температуры, находятся между максималь-
ной и минимальной температурами образца, а ки-
нетика изменения эквивалентной температуры,
определенной по всем резонансам Rf1–Rf5, пол-
ностью совпадает с кинетикой средней термоди-
намической температуры. Из этого можно заклю-
чить, что метод ПРЛК, предназначенный для
прецизионного измерения малых коэффициен-
тов оптического поглощения и рассеяния, позво-
ляет корректно измерять изменение средней тем-
пературы облучаемого образца, а следовательно,
и сами коэффициенты.

ВЫВОДЫ
Результаты данной работы экспериментально

и теоретически подтверждают, что измеряемым
частотам собственных акустических мод образца
при наличии в нем градиента температуры можно
всегда поставить в соответствие характерные зна-
чения частот этих мод, измеренные в условиях
однородного распределения температуры в об-
разце. Это доказывает, что при наличии градиен-
та температуры в образце его эквивалентная тем-

Рис. 6. График зависимостей минимальной, максимальной, средней и эквивалентной температур образца при его
разогреве лазерным излучением мощностью 100 Вт при диаметрах луча (а) – 1 и (б) – 0.1 мм.
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пература соответствует средней по объему термо-
динамической температуре. Следовательно, даже
при наличии сильных температурных градиентов
в исследуемых образцах понятие эквивалентной
температуры может быть использовано для измере-
ния малых коэффициентов оптического поглоще-
ния и рассеяния образцов произвольной формы и
размеров, а также для измерения температуры по-
верхности оптических элементов, взаимодей-
ствующих с мощным лазерным излучением, при
помощи пьезоэлектрических терморезонаторов.
Ошибка измеренной эквивалентной температу-
ры образца определяется, главным образом, точ-
ностью калибровки частот пьезоэлектричеких ре-
зонансов в условиях однородного разогрева.

Работа выполнена в рамках темы госзадания.
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