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Приведены результаты экспериментальных исследований распространения упругих изгибных волн
в элементе метаматериала, представляющем собой клин, толщина которого меняется по параболи-
ческому закону. Образец изготовлен методом 3D-печати из полимера АБС. Описана эксперимен-
тальная установка для генерации и регистрации упругих изгибных волн в изготовленном образце
клина. Регистрация и визуализация упругих волн в клине осуществлялась лазерным сканирующим
виброметром. Экспериментально исследованы особенности распространения изгибных волн в из-
готовленном образце клина параллельно и перпендикулярно ребру клина. Анализируются резуль-
таты эксперимента. Проведенные исследования показали, что изготовленный в работе клин явля-
ется волноводом, концентрирующим энергию акустической волны, что является важным при раз-
работке акустических метаматериалов и поглощающих устройств, работающих по принципу
“акустической черной дыры”.
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ВВЕДЕНИЕ
В последнее время в связи с интересными осо-

бенностями распространения звука внимание ис-
следователей привлекают элементы метаматери-
алов различной формы [1]. В работах [2–6] были
предсказаны и исследованы структуры, называе-
мые “акустическими черными дырами” (АЧД),
которые представляют интерес для задач струк-
турной акустики и звукопоглощения. Основным
свойством таких объектов является то, что вдоль
некоторого направления (в зависимости от гео-
метрии структуры) скорость упругих волн умень-
шается до нуля, что должно приводить к беско-
нечному времени распространения волны на ко-
нечном участке в пространстве. Это приводит к
отсутствию отраженной волны при распростра-
нении падающей волны вдоль этого направления.
В АЧД такое уменьшение скорости волны связа-
но с уменьшением локальной жесткости, которое
обычно достигается с помощью модификации
геометрии: уменьшения толщины пластины по
степенному закону [2], специального закона из-
менения поперечного сечения стержня вдоль его
оси [3, 4], уменьшения размеров составных эле-

ментов стержней и цилиндров [5-7] и др. В ста-
тьях [8, 9] представлен обстоятельный обзор ра-
бот по этому направлению.

Рассматриваемый в настоящей работе пример
такой структуры – клин, толщина которого медлен-
но меняется по параболическому закону (рис. 1) [2,
10–12]. В идеальном случае при возбуждении в
нем акустического импульса не должно быть от-
раженной волны.

В основополагающей работе [2] впервые про-
веден анализ распространения изгибной волны в
тонкой пластине, толщина которой плавно
уменьшается до нуля на конечном интервале. Бы-
ло показано, что локальный волновой вектор k
изгибной волны зависит от толщины пластины
h(х), а амплитуда А определяется законом сохра-
нения потока энергии, переносимого волной:
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где х – координата вдоль направления распро-
странения волны, ρ – плотность материала пла-
стины, E – модуль Юнга материала пластины, ν –
коэффициент Пуассона, ω – частота волны.

Фазовая скорость изгибной волны в пластине
зависит от ее толщины по корневому закону:

Для клиньев со степенным профилем: h(x) = bxm

в случае m > 0 фазовая скорость на конечном ин-
тервале уменьшается и равна нулю на вершине
клина. В [2] показано, что при m ≥ 2 в идеальном
случае время распространения волны к ребру бес-
конечно и поэтому волна никогда не отразится
обратно.

В случае m = 2, h(x) = bx2 волновой вектор из-
гибной волны определяется выражением:

Локальная фазовая скорость волны в этом случае
следующим образом зависит от :

(1)

Амплитуда волны в таком клине зависит от про-
ходимого ею расстояния х и определяется выра-
жением:

(2)

где  – координата, при которой амплитуда рав-
на .

Таким образом, в пластине с параболическим
профилем фазовая скорость клиновой волны при
ее приближении к вершине клина уменьшается и
линейно стремится к нулю, при этом амплитуда
волны нарастает до бесконечности.

В работе [2] указано на то, что при наличии по-
глощения интегральный декремент затухания
стремится к бесконечности, и даже небольшое
поглощение в материале приведет к полному за-
туханию волны в такой структуре. Отмечаются
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трудности изготовления такой структуры, а имен-
но кромки пластины. Изготовить кромку парабо-
лического профиля нулевой толщины невозмож-
но, на практике пластина обрывается на некото-
рой конечной толщине h0. Однако если добавить
на острие клина поглощающий слой, то, в соот-
ветствии с расчетами работы [11], оказывается,
что амплитуду отраженной волны можно умень-
шить до 2%. Увеличение амплитуды волны у
острия такого клина может приводить к появле-
нию нелинейных эффектов, которые могут, в
свою очередь, способствовать затуханию волны
за счет нелинейного поглощения [8].

Следует отметить, что приведенные выше
формулы для амплитуды (2) и фазовой скорости
(1) изгибной волны в пластине переменной тол-
щины получены для случая тонкой пластины с
медленно меняющимся профилем.

Условие медленности изменения пластины за-
писывается как:

(3)

а условие для тонкой пластины записывается сле-
дующим образом:

(4)

где kt – волновой вектор сдвиговой волны. На
практике условия (3) и (4) выполняются не для
всего диапазона частот.

Точные решения были получены только для
уравнения поперечных колебаний стержня [3, 4],
поперечное сечение которого медленно меняется
по специальному закону (толщина уменьшается
по параболическому закону, а ширина по степен-
ному закону). При этом поперечные размеры
стержня должны быть много меньше локальной
длины изгибной волны.

Для определения скорости изгибной волны
Лэмба в пластине произвольной толщины удобно
использовать характеристическое уравнение, со-
ответствующее антисимметричным модам волн
Лэмба [13]:

(5)

где

c, ct и cl – скорости антисимметричных мод волн
Лэмба, сдвиговой и продольной волн, соответ-
ственно.

В качестве материала для изготовления экспе-
риментального образца был выбран АБС-пластик
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Рис. 1. Профиль параболического клина.
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(акрилонитрил бутадиен стирол), используемый
в 3D-печати. Этот материал обладает рядом пре-
имуществ при изготовлении деталей в автомо-
бильной промышленности, сувенирной продук-
ции, музыкальных инструментов, различного ин-
вентаря, элементов мебели и др., такими как
ударопрочность, жесткость, износостойкость,
простота механической обработки [14, 15]. По-
этому при проектировании всевозможных дета-
лей в указанных выше областях можно использо-
вать ребро клина специальной формы для умень-
шения вибрации всей детали.

Для проведения экспериментов был рассчитан
и изготовлен методом технологии 3D-печати из
полимера АБС экспериментальный образец. Об-
разец представляет собой пластину постоянной
толщины, на двух противоположных сторонах
которой были изготовлены клинья, толщины ко-
торых уменьшались по параболическому закону
при приближении к ребру клина. В одном из этих
клиньев проводились эксперименты, второй
клин был изготовлен для того, чтобы уменьшить
отражения волн от пластины при возбуждении
клиновых волн в экспериментальном клине.

Общий вид и характерные размеры образца
приведены на рис. 2. Толщина пластины равна 4.7 мм,
ширина пластины – 31.5 мм, а ее длина – 100 мм.
Длина клиньев и их ширина равнялись соответ-
ственно 100 и 18.3 мм, толщина ребер клиньев –
140 мкм.

В полимере АБС, из которого был изготовлен
экспериментальный образец, ультразвуковым им-
пульсным методом были измерены скорости объем-
ных акустических волн: сдвиговых ct = 895 ± 20 м/с и
продольных cl = 1690 ± 25 м/с. Плотность поли-
мера, используемого в работе, 940 кг/м3. Рассчи-
танные по этим параметрам модуль Юнга и коэф-
фициент Пуассона были равны соответственно
E = (1.96 ± 0.30) × 109 Па, ν = 0.30 ± 0.04.

В диапазоне частот f = 7–95 кГц для пластины
исследуемого в работе образца из АБС-пластика
был выполнен расчет фазовых скоростей изгиб-

ных волн Лэмба по формуле (1) и путем числен-
ного решения характеристического уравнения
(5), так как не во всем исследуемом диапазоне ча-
стот исследованная пластина может считаться
тонкой. Результаты расчетов приведены на рис. 3.

Как видно из графиков, значения фазовой
скорости волн Лэмба для нашего образца, полу-
ченные по формуле (1), применимы только в не-
большом диапазоне используемых частот в силу
того, что условие приближения тонкой пластины
(4) не выполняется для высоких частот. Поэтому,
в дальнейшем, при теоретических расчетах ис-
пользуются значения, полученные численно из
характеристического уравнения (5).

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА
И МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ

Для проведения экспериментальных исследо-
ваний распространения изгибных волн в образце –
клине с параболическим профилем – была разра-

Рис. 2. (а) – Фото образца; (б) – размеры образца.

(a) (б)

4.7 мм

18.3 мм 31.5 мм 18.3 мм

100 мм

Рис. 3. Зависимость скорости волны Лэмба в одно-
родной пластине образца от частоты: пунктиром по-
казаны результаты расчетов на основании характери-
стического уравнения (5), а точками – расчетные зна-
чения скорости по формуле (1).
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ботана экспериментальная установка, схема ко-
торой изображена на рис. 4.

Возбуждение изгибных волн в образце (1) осу-
ществлялось керамическим пьезоэлектрическим
преобразователем (2). Генерация электрических
сигналов в пьезопреобразователе (2) осуществля-
лась ультразвуковым генератором Rigol DG
2041A (3). Форма и амплитуда сигналов, поступа-
ющих на пьезопреобразователь, контролирова-
лись в режиме реального времени цифровым ос-
циллографом DS09104A (Agilent) (4). Визуализа-
ция и измерение параметров упругой клиновой
волны в образце осуществлялись с помощью ла-
зерного виброметра PSV-300 (Polytec) (5), управ-

ление которым осуществлялось персональным
компьютером (6).

Пьезоэлектрический преобразователь (2) с
размерами 1 × 1 × 8.5 см с помощью струбцины
мог крепиться к образцу в двух положениях (рис. 5):
параллельно ребру клина (рис. 5а), и перпендику-
лярно ребру клина (рис. 5б). Акустический кон-
такт между пьезопреобразователем и образцом
осуществлялся с помощью специально изготов-
ленной склейки на основе глицерина и сахара
[16]. Размеры пьезопреобразователя давали воз-
можность при его установке согласно рис. 5б од-
новременно возбуждать плоские упругие волны в
образце, направленные параллельно ребрам кли-
ньев как в пластине, так и в прилегающих к ней
клиньях. Экспериментальная установка позволя-
ла возбуждать и исследовать распространение
клиновых упругих волн в изготовленном образце
в выбранном для исследования диапазоне частот
f = 1–90 кГц в режиме бегущих волн, импульсов и
стоячих волн.

На боковые стороны клина, параллельные на-
правлению распространения клиновой волны,
для поглощения возможных отражений наносил-
ся пластилин.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ

В интервале частот  f = 20–90 кГц были измере-
ны длины волн и построена дисперсионная кривая
для нулевой изгибной моды в пластине образца,
толщина которой постоянна (рис. 6). Результаты
экспериментов и численных расчетов находятся в
хорошем согласии.

Рис. 4. Схема экспериментальной установки.

1 2
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6

Рис. 5. Схема установки преобразователя на образце: (а) – преобразователь установлен параллельно ребру клина, (б) –
преобразователь установлен перпендикулярно ребру клина.
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В диапазоне частот f = 20.5–93.3 кГц были из-
мерены длины волны Лэмба, распространяю-
щейся перпендикулярно ребру клина на разных
участках образца: в пластине и клине (рис. 7). Под
графиком помещен профиль параболического
клина, точно соответствующий координатам х
графика. Ноль в образце на оси OX находится на
границе пластина/параболический клин.

Как видно из рис. 7, для всех частот наблюда-
ется тенденция уменьшения длины волны в кли-
не и ее стремление к нулю при приближении вол-
ны к ребру клина. Это вызвано уменьшением тол-
щины клина в направлении к ребру клина и, как
следствие, уменьшением скорости волны Лэмба,
что находится в согласии с выражением (1). Ско-
рости не обращаются в ноль на ребре клина в силу

Рис. 6. Зависимость длины волны и фазовой скорости волны Лэмба в однородной пластине образца от частоты. Пунк-
тиром показаны результаты расчетов с использованием характеристического уравнения (5), а точками – эксперимен-
тальные результаты.
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Рис. 7. Зависимость длины волны Лэмба от расстояния от границы между пластиной и параболическим клином в диа-
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раболического клина, точно соответствующий координатам x графика.
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того, что невозможно физически реализовать
уменьшение толщины клина до нуля по парабо-
лическому закону. При толщине клина в основа-
нии 4.7 мм и у ребра клина 0.14 мм, их отношение
составляет примерно 34. Согласно (1) скорость
волны пропорциональна корню из толщины. По-
этому скорости у основания и ребра в экспери-
менте отличаются только в 5.8 раз. Чтобы ско-
рость снизилась хотя бы в 100 раз, толщина клина
на ребре должна составить доли микрона. В на-
шем случае ограничение определяется методом
изготовления клина: толщина наносимого слоя
пластика составляет 140 мкм.

На рис. 8 приведены результаты эксперимента
и численного расчета скорости волны Лэмба в об-
разце, распространяющейся в пластине и боко-
вом клине перпендикулярно его ребру в зависи-
мости от расстояния до ребра клина на частоте f =
= 64.9 кГц. Расчет проводился с использованием
характеристического уравнения (5). Эксперимен-
тально скорость изгибных волн измерялась им-
пульсным ультразвуковым методом. Качественно
эти зависимости совпадают.

Экспериментально исследовано распределе-
ние колебательной скорости в изгибной волне
перпендикулярно к ребру клина (рис. 9). Было
установлено, что при приближении изгибной
волны Лэмба к ребру параболического клина на-
блюдается рост амплитуды колебательной скоро-
сти в волне и уменьшение скорости распростра-
нения изгибной волны. На это указывает умень-
шение расстояния между максимумами изгибной
волны при приближении к ребру клина. Измене-
ния вызваны уменьшением толщины клина в на-
правлении распространения волны и находятся в
согласии с (1).

На рис. 10, демонстрирующем зависимость
амплитуды колебательной скорости волны Лэмба

на частоте f = 64.9 кГц в образце от расстояния
вдоль направления распространения волны пер-
пендикулярно ребру клина, также наблюдается
уменьшение длины волны и увеличение ее ам-
плитуды при приближении к ребру клина, что на-
ходится в согласии с теоретическими результата-
ми, полученными в [2].

Лазерный виброметр позволил визуализиро-
вать распространение изгибных клиновых волн в

Рис. 8. Скорость волны Лэмба в пластине и клине об-
разца в зависимости от расстояния от границы между
пластиной и параболическим клином на частоте f =
= 64.9 кГц.
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Рис. 9. Распределение колебательной скорости в стоячей
волне Лэмба вдоль оси OX на частотах (а) f = 64.9 кГц и
(б) 134 кГц (визуализация с виброметра). Под рисун-
ком (а) схематически изображен профиль параболи-
ческого клина.
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Рис. 10. Зависимость амплитуды колебательной ско-
рости стоячей волны Лэмба на частоте f = 64.9 кГц в
образце от расстояния от ребра клина. Сплошной ли-
нией показаны результаты эксперимента, пунктир-
ной линией – результат расчета огибающей амплиту-
ды по формуле (2). Под графиком помещен профиль
параболического клина, точно соответствующий ко-
ординатам x графика.
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образце и измерять их амплитуду при различных
вариантах расположения пьезопреобразователей
на образце (рис. 5). На рис. 11 приведены приме-
ры такой визуализации на частоте f = 60 кГц (пре-
образователь параллелен ребру клина) и частоте
f = 64.9 кГц (преобразователь установлен перпен-
дикулярно ребру клина).

При конфигурации, показанной на рис. 5а, от
преобразователя в направлении к ребру парабо-
лического клина возбуждалась изгибная волна
Лэмба с плоским фронтом (рис. 11а). При этом
волна распространялась в двух частях образца:
первоначально в пластине, в которой ее толщина
и скорость волны постоянны, а затем в клине,
толщина которого, а следовательно, скорость
волны и длина волны по мере приближения к
ребру клина согласно (1) уменьшались в направ-
лении распространения волны.

При возбуждении упругой волны в образце
преобразователем, расположенным на образце
согласно конфигурации на рис. 5б, плоская волна
одновременно излучается в три части образца
(рис. 2): в тонкую пластину постоянной толщины
и в два боковых клина, расположенных на двух
противоположных сторонах пластины. Толщины
этих клиньев, как уже отмечалось ранее, умень-
шаются по параболическому закону при прибли-
жении к ребру клина. Возбужденные в обе сторо-

ны от преобразователя волны первоначально с
плоскими фронтами в процессе распространения
начинают менять свой профиль. Это объясняется
следующим. Скорость фронта упругой волны в
боковых клиньях зависит от расстояния от ребра
клина: толщина клина уменьшается при прибли-
жении к ребру клина и, как следствие, уменьша-
ется скорость фронта волны. Это приводит к из-
менению направления распространения упругой
волны в область клина с меньшей скоростью кли-
новой волны Лэмба (рис. 11б).

Аналогичное изменение направлений волно-
вых фронтов волны наблюдалось ранее для случая
так называемых двумерных акустических черных
дыр (2D АЧД) [12], которые представляли собой
углубления в пластинах, радиальная зависимость
толщины в которых являлась степенной. Траек-
тории лучей, распространяющихся в такой струк-
туре, отклоняются в сторону области, которой со-
ответствует меньшая скорость распространения
волн – к центру 2D АЧД [12].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1) Методом 3D печати из полимера АБС был
рассчитан и изготовлен элемент метаматериала в
виде клина с профилем, меняющимся по парабо-
лическому закону.

Рис. 11. Визуализация распространения волны Лэмба в образце клина в направлении: (а) – перпендикулярно к ребру
клина на частоте 60 кГц; (б) – вдоль ребра клина на частоте 64.9 кГц. Ребра клиньев показаны толстой серой линией,
а граница “пластина–параболический клин” – черной штриховой линией.
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2) Разработаны экспериментальные методика
и установка для исследования распространения
упругих изгибных волн в изготовленном образце.

3) Выполнены расчеты фазовых скоростей ну-
левой моды изгибных волн Лэмба на характерных
участках в изготовленном образце: пластине и
клине.

4) Визуализировано распространение волн в
образце параболического клина для двух случаев:
а) волновой вектор возбуждаемой волны Лэмба
перпендикулярен ребру клина, б) волновой век-
тор возбуждаемой волны Лэмба параллелен ребру
клина.

5) Зафиксировано уменьшение длины и увели-
чение амплитуды изгибной волны при ее прибли-
жении к ребру.

6) Результаты выполненных экспериментов и
теоретических расчетов находятся в удовлетвори-
тельном согласии.

В исследуемом образце параболического кли-
на, несмотря на невыполнение условий медлен-
ного изменения профиля для низких частот и
условия тонкости пластины для высоких частот,
наблюдается уменьшение скорости примерно до
тех же значений, которые предсказывает теория
для тонкой пластины с медленно меняющимся
профилем. Это может способствовать расшире-
нию рабочего диапазона образца акустической
черной дыры как элемента звукопоглощающего
метаматериала, при уменьшении размеров образ-
ца и, следовательно, материала, требующегося
для его производства, и при увеличении компакт-
ности звукопоглощающих элементов, что очень
важно для применения таких элементов в самоле-
тостроении и автомобильной промышленности.
На высоких частотах для образца нарушается
условие тонкости пластины, но при этом он так-
же выполняет свою функцию концентрирующего
волновода.

Проведенные в диапазоне частот 20–90 кГц
эксперименты показали, что разработанный в ра-
боте образец клина является волноводом, кон-
центрирующим энергию акустической волны, что
является важным в разработке акустических мета-
материалов и поглощающих устройств, работаю-
щих по принципу “акустической черной дыры”.

Исследования выполнены при поддержке Рос-
сийского научного фонда (проект № 19-12-00098).
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