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Рассматривается двумерная задача дифракции гармонической звуковой волны, исходящей из то-
чечного источника звука, который расположен вблизи острого угла бесконечного клина несиммет-
рично относительно его граней. Граница считается акустически жесткой. В рамках метода гранич-
ных интегральных уравнений при несимметричном расположении источника звука задача сводится
к системе из двух интегральных уравнений Фредгольма второго рода. Поведение решения при при-
ближении к окрестности угловой точки определяется условием Мейкснера. В явном виде находится
значение давления на конце клина в вершине угла. Производится асимптотическая оценка поведе-
ния функции давления на бесконечности. Дискретизация сводит систему основных граничных ин-
тегральных уравнений к системе линейных алгебраических уравнений. Предлагается “улучшенная”
схема дискретизации с тремя интервалами различной плотности на каждой грани. Построено дав-
ление в рассеянном поле.
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ВВЕДЕНИЕ
Задача дифракции акустических волн на твер-

дом бесконечном клине является классической
[1]. По-видимому, Зоммерфельд, создавая свою
теорию дифракции, впервые применил к этой за-
даче строгие математические методы [2]. Геомет-
рическая теория дифракции Келлера [3] также
эффективна в применении к рассматриваемой за-
даче. Что касается численных методов, то их
приложение к дифракции на клине изложено в
работах [4–6], где также приводится много дру-
гих полезных ссылок. Общий подробный обзор
известных методов дан в работе [7]. В работах
[8–10] также рассматриваются задачи дифрак-
ции, однако в качестве областей взяты замкнутые
контуры в виде тел вращения. В недавней работе
[11] авторами рассмотрен частный случай задачи,
когда точечный источник звука расположен сим-
метрично относительно граней клина. Главной
целью настоящей работы является обобщение ре-
зультатов работы [11] на случай произвольного
несимметричного расположения источника.

Заметим, что эффективные численные методы
на основе граничных элементов для дифракции
на телах с углами с успехом развивались ранее [12,
13], однако они применимы лишь к выпуклым
препятствиям.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА 
ЗАДАЧИ

Рассмотрим двумерную задачу дифракции гар-
монической звуковой волны, исходящей из то-
чечного источника звука с координатами ,
который расположен вблизи острого угла беско-
нечного клина с углом раствора 2 , как показано
на рис. 1. Считаем границу акустически жесткой
(однородное граничное условие Неймана) и со-
стоящей из двух частей – верхней  и нижней .

В рамках метода граничных интегральных
уравнений (ГИУ) [14] при несимметричном рас-
положении источника звука задача дифракции
сводится к системе из двух интегральных уравне-
ний Фредгольма второго рода:
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(1)

где  и  – полное акустическое давле-
ние на верхней и нижней гранях соответственно;

 – акустическое давление в падающей волне;
 – функция Грина; ,  – еди-

ничная нормаль к граничному контуру в точках
 и соответственно; ,  – элементарная

длина граничной кривой в точках  и соот-
ветственно;  – функция Ханкеля первого рода
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нулевого порядка. “Внутренние” ,  и “внеш-
ние” ,  точки – двумерные точки на границе,
т.е. точки, имеющие две декартовые координаты
в плоскости рис. 1. В этих формулах опущен вре-
менной множитель , где ω – круговая
частота гармонических колебаний.

В системе (1) учтено, что в случае, когда точки
 и  (или  и ) лежат на одной стороне

клина, вклад соответствующей части интеграль-
ного оператора равен нулю, так как в этом случае

поскольку вектор расстояния r ортогонален век-
тору нормали.

Поведение решения при приближении к
окрестности угловой точки определяется услови-
ем Мейкснера (см., например, [7]). Оно гласит,
что для того, чтобы физическая энергия сохраня-
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Рис. 1. Дифракция звуковой волны, излучаемой точечным источником, вблизи бесконечного клина, соответствующая
(а) – первому ( ) и (б) – второму ( ) уравнениям.
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лась конечной в любой окрестности угла клина,
решение должно удовлетворять следующему
условию при :

где r – расстояние между текущей точкой и углом
клина,  – некоторая константа. Поскольку па-
раметр δ всегда положительный, сингулярности
решения в окрестности угла нет. Поэтому вклад
малой окрестности угла в интеграл является ма-
лым, следовательно, нет необходимости поме-
щать внешние точки  и  точно в угол. Имен-
но по этой причине коэффициент перед инте-
гральными операторами в системе ГИУ (1) равен
двойке. В противном случае пришлось бы приме-
нять коэффициент, зависящий от угла раствора
клина.

Выпишем декартовы координаты точек и нор-
малей, входящих в первое уравнение системы (1).
Для этого в первом уравнении направим ось  по
верхней грани клина от угла влево, а ось ξ анало-
гично по нижней грани. Соответственно, во вто-
ром уравнении ось  направим по нижней грани
клина от угла влево, а ось ξ аналогично по верх-
ней грани. Тогда в системе координат, связанной
естественным образом с горизонтальной и верти-
кальной осью, имеем
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Заметим, что модуль расстояния между “внут-
ренней” и “внешней” точками для двух уравне-
ний имеет один и тот же вид:

Помимо этого легко видеть, что один и тот же
вид имеют скалярные произведения вектора рас-
стояния на нормаль в обоих уравнениях. Следо-
вательно, производная функции Грина по норма-
ли вычисляется одинаковым образом для обоих
уравнений:

(2)

(3)

(4)

Собирая вместе формулы (2)–(4), преобразуем
систему ГИУ (1) к следующему виду

(5)

При этом давление в падающем поле в первом

уравнении равно , а во вто-

ром .

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ В УГЛЕ
В статье авторов [11] найдено точное значение

решения в угле в случае источника, расположен-
ного симметрично относительно граней клина.
Найдем значение давления на конце клина в яв-
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ном виде в рассматриваемом несимметричном
случае. Для этого к системе (5) применим замену
переменной . Тогда интегральный член в
первом уравнении примет вид

(6)

Устремим  в (6) и вынесем значение 
за знак интеграла. Принимаем во внимание
асимптотическое разложение функции Ханкеля
для малого аргумента [15]

В итоге в (6) возникает интеграл, который вычис-
ляется в явном виде [16]

После подстановки всех полученных выражений
система ГИУ (5) приводит к следующему соотно-
шению

Поскольку, как легко видеть, , то
точное решение в угле имеет простой вид:

(7)

что совпадает с точным значением в симметрич-
ном случае [11]. Формула (7) также подтверждает,
что решение в угле действительно непрерывно.

ОЦЕНКА РЕШЕНИЯ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ
Перейдем к безразмерным переменным

, в результате система (5) преобразу-
ется к следующему виду

(8)

Важно отметить, что в (8) ядро интегрального
оператора в левых частях обоих уравнений систе-
мы не зависит от волнового числа k, а единствен-
ная зависимость от данного параметра находится
в правых частях. При переходе к дискретной фор-
ме матрица соответствующей системы линейных
алгебраических уравнений (СЛАУ) также не со-
держит волновое число k.

В дальнейшем все величины, связанные с ли-
нейными размерами, будем выражать в безразмер-
ном виде. В частности, далее величины  и  бу-
дем обозначать просто  и  соответственно.

Ключевым моментом является оценка того, на
какой интервал конечной длины  следу-
ет заменить полубесконечный интервал интегри-
рования, чтобы обеспечить необходимую точ-
ность вычислений при численных расчетах. Для
прояснения этого момента проведем асимптоти-
ческую оценку функции  при . Приме-

ним стандартное асимптотическое разложение
функций  и :

Примем во внимание асимптотическое поведе-
ние функции Ханкеля [15]
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(9)

где  – некоторая константа. Далее можно пока-
зать, что с учетом оценки (9) вклад интегралов по
отрезку  имеет порядок . Таким обра-
зом, при применении численных методов следует
брать достаточно большую величину . Эта оцен-
ка может быть заметно улучшена введением так
называемого “нейтрализатора” Ван дер Корпута
[11], который дает экспоненциальное убывание
отбрасываемого полубесконечного интеграла.

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОСНОВНОЙ 
СИСТЕМЫ ГИУ

Для удобства дальнейшей дискретизации пе-
репишем (8) в виде

(10)

Разобьем интервал  на  малых интер-
валов равной длины, и выберем в центре каждого
из них соответствующий узел сетки:

где  – шаг дискретизации. Тогда справед-
ливо соотношение

Теперь интегрирование по каждому малому ин-
тервалу проведем, используя квадратурную фор-
мулу Симпсона [17]. С этой целью введем на ин-
тервале  три точки начала,

конца и середины: , ,

. Формула Симпсона дает [17]:

Применяемая дискретизация сводит систему (10)
к СЛАУ размером  относительно вектора
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В матричном виде система (11) записывается так:

где  – символ Кронекера, а элементы вектора
правой части имеют вид:
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схеме дискретизации. Каждая грань клина разби-
вается на три интервала  с
различными, но равномерными шагами 
соответственно. При этом, чем ближе интервал к
вершине угла, тем он меньше по длине и тем
большая у него плотность узлов, например

при длине грани, равной  и общем количе-
стве узлов . Тестирование такой
сетки показало, что удается значительно повы-
сить точность решения в окрестности вершины
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угла, при меньшей общей размерности сетки. За-
метим также, что примененный нами подход для
уточнения решения в угле лучше, чем неравно-
мерная сетка, сгущающаяся к узлу, т.к. для по-
следней применение квадратурной формулы
Симпсона крайне затруднительно. При этом из-
вестное точное решение в угле дает надежный ме-
тод контроля точности построенного численного
решения.

ПРИМЕРЫ РАСЧЕТОВ
Заметим, что для четырех частных углов рас-

твора клина задача дифракции имеет точное ре-
шение методом мнимых источников [11]. Это да-
ет хорошую возможность для проверки точности
используемого численного метода. Одним из та-
ких углов является случай , для которого
полный угол раствора является тупым: .
В этом случае в дополнение к одному реальному
источнику звука  в результате множествен-
ных переотражений возникает еще 3 мнимых

, , , расположенных симметрично отно-
сительно граней клина. В естественной декар-
товой системе координаты этих точек в безраз-
мерном виде равны , ,

, . Текущая точка на
верхней грани имеет координаты ,
если считать, что  – это переменная на положи-
тельной полупрямой. Тогда расстояния записы-
ваются в виде

Если текущая точка располагается на нижней
грани , расстояния равны

Таким образом, явное аналитическое решение
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где . Самым критичным при

сравнении численного решения с точным являет-
ся поведение в окрестности угла.

Сравнивая численное решение, построенное
методом ГИУ, и аналитическое, построенное ме-
тодом мнимых источников, можно сказать, что
как мнимая, так и вещественная части давления
визуально совпадают вдоль всего интервала

 при общем количестве узлов сетки
, что соответствует трем верным знача-

щим цифрам в числовых значениях. Пример для
угла  (рис. 2, 3) показывает, что разбие-
ние граней на 3 равномерных интервала с более
густой сеткой в окрестности угла сводит влияние
этой окрестности на численное решение к мини-
муму.

ДАВЛЕНИЕ В РАССЕЯННОМ
ВОЛНОВОМ ПОЛЕ

После решения системы ГИУ (5) можно рас-
считать давление в рассеянном поле в любой точ-
ке акустической среды. Пусть точка  –
произвольная точка в естественной декартовой
системе координат, связанной с горизонтальным
и вертикальным направлениями. Рассеянное дав-
ление в ней описывается формулой

(12)

Здесь ,  – полное акустическое дав-
ление на границах  и , полученное при реше-
нии системы ГИУ. Производная функции Грина
вычисляется аналогично вычисленной для ядра
интегральных операторов выше. Случай :
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Аналогичные величины для кривой :2l

( ) ( )
( )
( ) ( )

= −ξ θ −ξ θ = θ − θ
= −ξ θ − −ξ θ −

= ξ θ + + ξ θ +

(2) (2)

(2)
1 2

2 2(2)
1 2

cos , sin , sin , cos ,

cos , sin ,

cos sin .

y

xy

xy

y n

r x x

r x x

В итоге выражение (12) принимает вид:
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Рис. 2. Вещественные части акустического давления на верхней и нижней гранях: , , 
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Таким образом, имея численные значения
акустического давления на граничной кривой, по
формуле (14) находится структура дифрагирован-
ной звуковой волны в произвольной точке аку-
стической среды.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. Предложенный метод позволяет распро-

странить результаты предыдущей работы авторов
[11] на случай произвольного несимметричного
расположения источника звука относительно
граней клина. При этом как частный случай полу-
чается решение симметричной задачи. Оказа-
лось, что такие результаты как точное значение
давления в угле, асимптотическая оценка на бес-
конечности (9) и аналитическое решение задачи
для некоторого ограниченного числа углов могут
быть также перенесены с симметричного случая
на несимметричный.

2. В качестве метода решения выбран полуана-
литический метод ГИУ, который позволил полу-
чить важные аналитические результаты и, кроме
того, построить устойчивую численную схему.
Для дискретизации была выбрана сетка, состоя-
щая из трех интервалов, равномерно разбитых на
узлы. Самая плотная сетка располагается в не-
большой окрестности угла. Такой способ задания
сетки доказывает свою эффективность в много-
численных тестах. Квадратурная формула Симп-
сона при дискретизации свела ГИУ к СЛАУ, для
решения которой использовался метод наимень-
ших квадратов LSQR Пейджа и Сондерса. Тести-
рование численных результатов по методу ГИУ
на задаче, имеющей точное решение методом
мнимых источников, показало хорошую точность
на всем интервале, в том числе в небольшой
окрестности угла.

Рис. 4. Амплитуда полного акустического поля в среде вокруг бесконечного клина:  (полный угол раствора кли-
на ), ,       .
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Заметим, что детальный обзор, посвященный
численным методам с адаптивными сетками,
представлен в [18].

3. После того, как система ГИУ решена пред-
ложенным численным методом, волновое поле в
произвольной точке акустической среды опреде-
ляется в виде некоторых интегралов, выражаю-
щихся через найденные граничные значения на
гранях клина.

Пример расчета амплитуды полного давления
для акустического поля приведен на рис. 4, где
источник находится сверху вне изображенной об-
ласти. На рисунке видно, что волна от источника,
распространяясь вправо и вниз, где нет препят-
ствия, практически сохраняет свою круговую
форму. В то же время, распространяясь влево и
вниз, она взаимодействует с верхней гранью кли-
на, существенно искажаясь. При этом хорошо
видна зона тени снизу от клина, причем тень ста-

новится все заметнее, если двигаться вблизи ниж-
ней грани с удалением от угла.

На рис. 5 показана амплитуда рассеянного
полного поля от источника, расположенного
вблизи верхней грани. Любопытна структура рас-
сеянного волнового поля сверху от клина. В пер-
вом приближении волновое поле здесь формиру-
ется путем взаимодействия падающих звуковых
лучей и лучей, отразившихся от верхней грани.
Структура звукового поля при этом довольно
сложная. Волновое поле совсем не похоже на то
круговое, которое было бы в волне от источника.

Работа выполнена при поддержке Российского
фонда фундаментальных исследований (РФФИ),
грант № 19-29-06013.
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