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На примере вертикального распространения плоских акустических волн в атмосфере установлено,
что безотражательное распространение акустических волн реализуется лишь только в тех непре-
рывно-стратифицированных средах, для которых волновые уравнения с переменными коэффици-
ентами для возмущения давления и колебательной скорости одним и тем же преобразованием при
одном и том же профиле волнового акустического сопротивления, обратно пропорционального по-
казателю преломления, сводятся к волновому уравнению сравнения с постоянными коэффициен-
тами. Показано, что соответствующие преобразования волновых уравнений возможны лишь для
непрерывно-стратифицированных сред с постоянной величиной волнового акустического сопро-
тивления.
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ВВЕДЕНИЕ
Достаточно подробный анализ результатов ис-

следований, посвященных рассматриваемым в
настоящей статье вопросам, выполнен в [1–5].
По мнению авторов этих работ, ими предложен
достаточно новый подход к описанию процессов
безотражательного распространения волн в не-
прерывно-стратифицированных средах, заклю-
чающийся в том, что для какой-либо физической
величины исходное волновое уравнение с пере-
менными коэффициентами сводится определен-
ными преобразованиями к соответствующему
ему волновому уравнению с постоянными коэф-
фициентами. При этом стратификация скорости
распространения волн должна удовлетворять
определенному обыкновенному дифференциаль-
ному уравнению, которое характерно именно для
конкретной исследуемой физической величины,
удовлетворяющей исходному волновому уравне-
нию. После таких преобразований в [1–5] на осно-
вании принципа причинности, применительно
уже к преобразованному волновому уравнению с
постоянными коэффициентами, формулируется
вывод об однонаправленном – безотражательном
характере распространения волн, при котором в
среде с соответствующей стратификацией неза-

висимо друг от друга (т.е. без взаимного влияния)
распространяются волны в противоположных на-
правлениях от источника.

Если предложенный в [1–5] подход и получен-
ные с его использованием результаты справедли-
вы, то следует ожидать, что, например, при строго
вертикальном распространении плоской импульс-
ной акустической волны в атмосфере с безотража-
тельным профилем скорости звука (см. [2–5]),
определенным с использованием соответствую-
щего преобразования волнового уравнения для
возмущения давления, безотражательным будет
также распространение и волны колебательной
скорости, а также отвечающей ей волны дивер-
генции колебательной скорости.

Однако из приведенных в [2–5] результатов
следует, что при “безотражательном” распро-
странении в атмосфере импульсной волны коле-
бательной скорости обыкновенное дифференци-
альное уравнение для соответствующего профиля
скорости звука существенно отличается от анало-
гичного уравнения для профиля скорости звука,
отвечающего “безотражательному” распростране-
нию волны дивергенции колебательной скорости.
Вполне естественно, что из этих двух различаю-
щихся дифференциальных уравнений (см. [2–5])
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получаются и существенно отличающиеся друг от
друга решения для зависимостей скорости звука
от вертикальной координаты (см. [2–5]). В то же
время, из достаточно общих физических сообра-
жений очевидно, что они должны быть одинако-
выми для одной и той же безотражательно распро-
страняющейся акустической волны, поскольку
ей должны соответствовать одновременно без-
отражательно распространяющиеся волны коле-
бательной скорости и градиента колебательной
скорости, а также возмущения давления и плот-
ности.

Кроме того, здесь представляется также важ-
ным отметить, что ранее в [6] с целью получения
обобщенных ВКБ-решений использовался более
общий, чем в [1–5], метод преобразования диф-
ференциальных уравнений второго порядка с пе-
ременными коэффициентами к характерным
дифференциальным уравнениям сравнения [7], в
том числе и с постоянными коэффициентами
(см. [6]); но при этом в [6] вполне обоснованно не
делались выводы о каком-либо безотражатель-
ном распространении волн.

Из сказанного выше следует, что существует
очевидная необходимость в проведении дальней-
ших исследований, касающихся определения
корректных условий для реализации безотража-
тельных процессов распространения акустиче-
ских волн в непрерывно-стратифицированных
средах.

Настоящая работа посвящена именно таким
исследованиям, при этом она имеет в определен-
ном смысле и заметно выраженный методиче-
ский характер с достаточно подробным изложе-
нием соответствующего материала, поскольку
затронутые в ней вопросы обсуждались на про-
тяжении весьма значительного периода времени
в работах по теории волновых процессов в раз-
личных средах (см. § 6.3 в [8] и цитированную
там литературу).

СРЕДЫ С ПОСТОЯННОЙ ВЕЛИЧИНОЙ 
ВОЛНОВОГО АКУСТИЧЕСКОГО 

СОПРОТИВЛЕНИЯ

С целями упрощения аналитических расчетов
и анализа получаемых результатов рассмотрим,
как и в [2–5], строго вертикальное (по направле-
нию оси ) распространение плоских акустиче-
ских волн в непрерывно-стратифицированной
среде, но, в отличие от [2–5], без учета влияния
силы тяжести. В этом случае из двух уравнений
(см. § 1.1 в [8])

z

(1)

в которых  – колебательная скорость,  – воз-
мущение давления в акустической волне,  и

 – равновесные плотность и скорость звука в
среде,  – время,  – вертикальная координата,
находим замкнутые уравнения для  и :

(2)

(3)

Если ввести новую пространственную координа-
ту (см. § 1.2 в [8])

(4)

то уравнения (2), (3) приводятся к следующему
виду:

(5)

(6)

В выражениях (4)–(6)  и  – зна-
чения равновесных плотности и скорости звука
на произвольно выбранной границе ;

(7)
– величина, характеризующая относительное из-
менение волнового акустического сопротивле-
ния (импеданса) среды.

При неизменной величине волнового акусти-
ческого сопротивления среды (7), т.е. при 
для , уравнения (5), (6) сводятся к од-
ному и тому же волновому уравнению с постоян-
ными коэффициентами. Последнее означает, что
если при  задан импульс возмущения
давления  или колебательной
скорости , то соответствующие ре-
шения уравнений (5), (6) будут описывать рас-
пространение в противоположных направлениях
без взаимного влияния друг на друга как им-
пульсных волн давления, так и волн колебатель-
ной скорости:
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Поскольку при  имеет место соотноше-

ние , то выполняются

следующие очевидные равенства:

(9)

В выражениях (8), (9)  и  –
постоянные амплитудные множители с соответствен-
ной размерностью; , .
Следовательно, именно при постоянном волно-
вом акустическом сопротивлении непрерывно-
стратифицированной среды в ней реализуется без-
отражательное распространение акустических волн,
при котором пространственно-временные профили
волн давления и колебательной скорости (8) остают-
ся неизменными, а также описываются одинаковы-
ми функциями, отличающимися друг от друга лишь
(что принципиально важно) постоянными ампли-
тудными множителями (см. (9)).

Покажем теперь, что наличие любой зависи-
мости  приводит к появлению отра-
жений при распространении акустической волны
и, тем самым, к изменениям пространственно-
временных профилей волн давления и колеба-
тельной скорости вследствие естественного про-
явления топологической дисперсии.

С этой целью воспользуемся преобразования-
ми Фурье
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с помощью которых, а также выражения (4), из (1)
получим для безразмерных величин
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следующие уравнения:
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где  – эффективный показатель прелом-
ления акустических волн,  и  – функции, под-
лежащие определению. Подставляя представле-
ние (13) в уравнения (12), получим для определе-
ния коэффициентов  и  следующую систему
уравнений:

(14)

Как видно из (13), (14), именно при постоянной
величине волнового акустического сопротивле-
ния среды ( ) акустические волны рас-
пространяются в противоположных направлени-
ях без взаимного влияния друг на друга, что явля-
ется следствием отсутствия непрерывного их
переотражения на соответствующих неоднород-
ностях  и . Поскольку же только в этом
случае коэффициенты  и  принимают посто-
янные значения (см. (14)), то из (10), (11), (13) сле-
дует, что лишь при безотражательном распро-
странении акустических возмущений остаются
неизменными пространственно-временные про-
фили волн давления и колебательной скорости.
Очевидно, что если , то в случае до-
статочной малости в (14) величины 
в соответствующем нулевом – геометроакустиче-
ском приближении при  и 
выражения (10), (11), (13) также описывают рас-
пространение импульсных волн давления и коле-
бательной скорости без изменений их простран-
ственно-временных профилей, но с изменяющи-
мися амплитудами и временем распространения.
Таким образом, безотражательные профили ско-
рости звука определяются следующим из (7) при

 очевидным равенством , при-
чем, как отмечалось в [8] (см. § 6.3), в этом случае
отсутствие отражения для всех частот 
вызвано тем, что оно не обусловлено интерфе-
ренцией волн.
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Из всего сказанного выше следует, что при
определении безотражательных профилей волно-
вого акустического сопротивления в непрерыв-
но-стратифицированных средах необходим сов-
местный, согласованный анализ волновых урав-
нений с переменными коэффициентами для
возмущения давления и колебательной скорости в
акустической волне. При этом соответствующие
уравнения должны одним и тем же преобразовани-
ем и при одном и том же профиле волнового аку-
стического сопротивления (являющемся безот-
ражательным) сводиться к волновому уравнению
сравнения с постоянными коэффициентами, по-
скольку безотражательно распространяющейся
акустической волне должны соответствовать
(“одновременно”) безотражательно распростра-
няющиеся волны давления и колебательной ско-
рости. Естественно, что определяемый с исполь-
зованием условий непрерывности величин 
и  на произвольном горизонте  коэффици-
ент отражения акустических волн  будет прини-
мать нулевое значение лишь только при постоян-
ной величине волнового акустического сопро-
тивления среды.

В заключение этого раздела представляется
важным отметить, что при распространении
плоских волн из однородной среды в среду с
определенной анизотропией ее акустических ха-
рактеристик возможно отсутствие отражения во
всем допустимом диапазоне углов падения
(см. [10] и § 6.3 в [8]).

АНАЛОГ МЕТОДА ЭТАЛОННОГО 
УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

БЕЗОТРАЖАТЕЛЬНЫХ ПРОФИЛЕЙ 
ВОЛНОВОГО АКУСТИЧЕСКОГО 

СОПРОТИВЛЕНИЯ

Как отмечалось во Введении, из анализа полу-
ченных в [1–5] результатов следует, что даже при
изменяющейся величине волнового акустическо-
го сопротивления среды  возможно,
тем не менее, существование определенных зави-
симостей  и , при которых
реализуется безотражательное распространение
акустических волн для всех частот излучения. По-
скольку такой вывод явно противоречит приве-
денным в предыдущем разделе результатам, то
ниже остановимся на рассмотрении вопроса о су-
ществовании соответствующих зависимостей

 и , которым должны отвечать коррект-
ные (имеющие физический смысл конечные зна-
чения) решения для  и , описывающие
безотражательное распространение волн давле-
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ния и колебательной скорости одновременно для
каждой из двух зависимостей  и .

С этой целью, по аналогии с [6–8], для реше-
ния поставленной задачи воспользуемся извест-
ным методом сопоставления уравнениям (5), (6)
характерных для них модельных уравнений срав-
нения. Поскольку в данном случае представляют
интерес решения уравнений (5), (6), описываю-
щие при  только безотражательное
распространение акустических волн во всем диа-
пазоне частот излучения, то очевидно, что мо-
дельным для (5) и (6) будет волновое уравнение с
постоянными коэффициентами [8]. Вполне есте-
ственно, что соответствующие преобразования
уравнений (5), (6) к такому модельному уравне-
нию возможно осуществить при выполнении не-
которых условий, которые могут удовлетворяться
лишь для выделенных специфических зависимо-
стей  и .

Как и в [1–5], при определении этих зависи-
мостей  и  воспользуемся представлени-
ем решений уравнений (5) и (6) в следующем виде

(15)

(16)

в которых переменные величины ,  и 
должны удовлетворять некоторым условиям, для
того чтобы функции  и  являлись
решениями соответствующих волновых уравне-
ний с постоянными коэффициентами:

(17)

(18)

С использованием следующих из (5), (15), (17)
соотношений

(19)

находим искомую зависимость

(20)

в которой  – характерный масштаб неоднород-
ности среды.

Таким образом, с учетом (1), (4) и принципа
причинности, а также полученных выше зависи-
мостей (19), (20) решения, описывающие распро-
странение акустических волн давления и колеба-
тельной скорости, можно представить в достаточ-
но простом аналитическом виде:
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(21)

(22)

Здесь

(23)

Аналогичным образом, а именно с использо-
ванием следующих из (6), (16), (18) соотношений

(24)

находим существенно отличающуюся от
 (20) зависимость

(25)
Поэтому с учетом (1), (4) и принципа причин-

ности, а также полученных зависимостей (24),
(25) решения, описывающие распространение
акустических волн колебательной скорости и
давления, можно представить в заметно отличаю-
щемся от решений (21), (22) аналитическом виде:

(26)

(27)

Здесь

(28)

Таким образом, из анализа уравнения (5) (см.
(15), (17)), описывающего распространение аку-
стических волн давления, следует (см. (19), (20))
возможность их “безотражательного” распро-
странения в среде с изменяющимся волновым
акустическим сопротивлением лишь при опреде-
ленной его зависимости  (20). В то же
время из анализа уравнения (6) (см. (16), (18)),
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описывающего распространение акустических
волн колебательной скорости, следует возмож-
ность их “безотражательного” распространения в
среде с изменяющимся волновым акустическим со-
противлением при его зависимости  (25),
существенно отличающейся от  (20).
Однако, как показано в предыдущем разделе, если
акустическая волна распространяется без отраже-
ний в непрерывно-стратифицированной среде,
то режим безотражательного распространения
должен быть одновременно присущ волне возму-
щения давления и соответствующей ей волне ко-
лебательной скорости для одной и той же зависи-
мости волнового акустического сопротивления
среды , при которой уравнения (5) и (6) соот-
ветствующими преобразованиями (15) и (16)
должны сводиться к модельным уравнениям
сравнения (17) и (18). Поэтому в рассматриваемой
здесь ситуации необходимо потребовать выпол-
нения очевидного равенства  которое
имеет место лишь при , т.е. в непрерывно-
стратифицированной среде с постоянным волно-
вым акустическим сопротивлением, в которой
только и возможна реализация безотражательно-
го распространения акустических волн во всем
диапазоне частот излучения.

Проанализируем теперь, какие же процессы
на самом деле описывают полученные с исполь-
зованием предложенного в [1–5] подхода реше-
ния (21), (22) и (26), (27), являющегося, как будет
показано в следующем разделе, лишь частным
случаем сравнительно давно известного метода
нахождения обобщенных ВКБ-решений [6, 11].
При этом здесь следует обратить внимание на
следующие основные закономерности.

Во-первых, в среде с зависимостью волнового
акустического сопротивления  (20) форма
профиля волн давления остается самоподобной
(по аналогии с автомодельным решением), по-
скольку изменяется лишь их амплитуда и время
распространения (см. (21)). Кроме того, если
справедливо асимптотическое поведение  при

, то, как следует из выражения для  (23),
распространяющаяся вверх импульсная волна
давления за конечное время  
достигнет бесконечно удаленного горизонта по-
ворота , после отражения от которого вер-

нется за то же время  на исходный горизонт
. Форма профиля же волны колебательной

скорости не является самоподобной, причем со-
ответствующие различия возрастают при 
(см. (22)). В уходящей же вниз волне при 
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отличия формы профиля колебательной скоро-
сти от самоподобного будут уменьшаться, однако
такая волна не отразится от бесконечно удален-
ного горизонта поворота , поскольку не
сможет достигнуть даже горизонта  вслед-
ствие того, что  при  (см. (23)).
Представляет интерес отметить, что подобные
ситуации, характеризующиеся возрастанием до
бесконечности времени распространения волны
в ограниченной пространственной области сре-
ды, реализуются в определенных технических
устройствах, волновые процессы в которых впер-
вые описаны в [12–15] с использованием прибли-
жения ВКБ и точных аналитических решений.
Очевидно, что при  (20) у распространяю-
щихся вверх и вниз акустических волн будут про-
являться закономерности, описанные выше для
распространяющихся соответственно вниз и
вверх акустических волн при  в (20).

Во-вторых, в среде с зависимостью волнового
акустического сопротивления  (25) самопо-
добной остается форма профиля волн колеба-
тельной скорости (см. (26)); отличия же формы
профиля распространяющейся вверх волны дав-
ления от самоподобного уменьшаются при 
(см. (27)), причем такая волна не возвращается на
исходный горизонт , поскольку  при

 (см. (28)). Однако распространяющаяся
вниз акустическая волна, в которой отличия фор-
мы профиля возмущения давления возрастают
при  (см. (27)), будет испытывать отражение
при достижении за время  горизонта

, где терпит разрыв производная .
Естественно, что при  в  (25) у распростра-
няющихся вверх и вниз акустических волн будут
проявляться закономерности, описанные выше для
распространяющихся соответственно вниз и вверх
акустических волн при  в  (25).

Из сказанного относительно поведения реше-
ний (21), (22) и (26), (27) следует, что они не опи-
сывают безотражательное распространение аку-
стических волн при ; тем не менее,
эти решения представляют очевидный интерес,
поскольку в явном аналитическом виде в классе
элементарных функций описывают бегущие вол-
ны, у которых остается самоподобной форма про-
филя волн либо возмущения давления, либо коле-
бательной скорости, но лишь при определенных
зависимостях волнового акустического сопро-
тивления среды  (20) или  (25) соответ-
ственно.
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В заключение этого раздела представляется
важным отметить следующее. В работе [16], где
исследовалась трансформация длинных поверх-
ностных волн в зоне переменной глубины, “без-
отражательный” профиль которой  опреде-
лялся с использованием предложенного в [1–5]
подхода из анализа волнового уравнения только
для возвышенности  водной поверхности,
было установлено существование, тем не менее,
распределенного характера отражения импульс-
ной волны от донного рельефа с соответствую-
щей “безотражательной” зависимостью глубины
водного слоя  от горизон-
тального расстояния  ( ). С учетом по-
лученных выше результатов (см. (20)–(23) и (25)–
(28)) это, противоречащее выводам работ [1–5],
утверждение в [16] является вполне естествен-
ным. В самом деле, с использованием аналогич-
ного [1–5] подхода при анализе волнового урав-
нения для горизонтальных скоростей частиц
жидкости  в поверхностной волне можно
получить существенно отличающуюся от 
“безотражательную” зависимость глубины вод-

ного слоя . Поскольку же ко-
эффициент отражения  поверхностных волн
определяется (по аналогии с акустическими вол-
нами) с использованием условий непрерывности
величин  и  (в данном случае при

, см. [16]), то совершенно очевидно, что его
значение будет отличаться от нулевого при

 или  с естественным
асимптотическим поведением  при

.

ОБОБЩЕННЫЙ МЕТОД ВКБ
ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ БЕЗОТРАЖАТЕЛЬНЫХ 

ПРОФИЛЕЙ ВОЛНОВОГО 
АКУСТИЧЕСКОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ

Как показано в [8] (см. § 3.1 и § 6.3) при кор-
ректной постановке задачи о нахождении безот-
ражательных профилей показателя преломления
акустических волн, в данном случае ,
при решении уравнений (5), (6) требуется задание
корректных граничных условий при  для
величин  и , которые должны прини-
мать конечные значения во всей области опреде-
ления . Поэтому, по аналогии с [8]
(см. § 6.3), необходимо сделать предположение о
том, чтобы каждая искомая зависимость  опи-
сывалась гладкой функцией с непрерывной первой
производной и характерным асимптотическим по-
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ведением , 
, , позволяющим

заведомо утверждать о безотражательном распро-
странении акустических волн при , когда
такие волны распространяются независимо друг
от друга в противоположных направлениях.

С учетом введенных ограничений на возмож-
ные поведения зависимостей  воспользуемся
при решении уравнений (5), (6) преобразования-
ми Фурье (10), а также заменой (см. [17])

(29)

Тогда из (5), (6) с использованием (10), (29) полу-
чим для величин  и  следующие урав-
нения:

(30)

(31)

в которых

(32)

(33)

В предположении отсутствия горизонтов поворо-
та при  характерными для (30), (31)
будут модельные уравнения сравнения следую-
щего вида (см. [6–8]):

(34)

имеющие очевидные точные решения

(35)

каждое из которых при  представляет сум-
му двух линейно независимых частных решений.
Здесь  и  – некоторые новые пере-

менные величины, а  и  – пока про-
извольные функции от , которые будут опреде-
лены ниже. Если теперь определить величины

 и  соответствующими соотноше-
ниями (см. [6]):
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(38)

то с использованием (36)–(38) уравнения (30),
(31) преобразуются к следующему виду (см. [6]):

(39)

где

(40)

Как и в [6], положив без ограничения общности
равной нулю величину  (см. [7, 17]), приве-
дем уравнения (39) к характерным для них мо-
дельным уравнениям сравнения (34) с соответ-
ствующими (35) точными решениями для 
и :

(41)
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В (41) и (42) функции  являются реше-
ниями соответствующих дифференциальных
уравнений:
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(44)

а зависимости  (или ) определяют ис-
ходный спектральный состав волн давления (или
колебательной скорости), распространяющихся
вверх и вниз соответственно.

Таким образом, как следует из решений (41),
(42), амплитуда каждой спектральной составляю-
щей волн давления и колебательной скорости за-
висит не только от пространственной перемен-
ной , но и от частоты излучения , а зависимость
фазы от  отличается от линейной, т.к.

 (см. (43), (44)). Тем не менее, в рас-
сматриваемом случае непрерывно-стратифици-
рованной среды все же возможно, в отличие от
сделанного в [18] утверждения, существование
бегущих волн, распространяющихся в противо-
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положных направлениях. Естественно, что даже
при одинаковом спектральном составе волн дав-
ления и колебательной скорости, т.е. при выпол-

нении соотношений  в об-
щем случае из-за различий между функциями

 (43) и  (44) трансформация про-
странственно-временного профиля импульсных
волн давления (10), (41) и колебательной скорости
(10), (42) при их распространении будет происхо-
дить различным образом. При выполнении же

следующего из (43), (44) равенства , из
которого следуют очевидные зависимости

(45)

трансформация формы профиля импульсных
волн давления (10), (41) и колебательной скоро-
сти (10), (42) будет происходить одинаковым об-
разом, поскольку при  выполня-
ются следующие соотношения:

в которых:

(46)

Однако зависимости  и  (45) не отвечают
безотражательным профилям  и , по-
скольку не удовлетворяют условиям возможного
поведения  и  при , сформули-
рованным в начале этого раздела.

Кроме того, здесь представляет интерес отме-
тить два частных случая, при которых возможно
получение простых аналитических решений в
классе элементарных функций для импульсных
волн давления и колебательной скорости.

Во-первых, если предположить совместное
выполнение следующих из (43) равенств (см. [6])

(47)

которым удовлетворяет уже известная зависи-
мость  (см. (20)), то из (10), (41), (46)
автоматически получаются совпадающие с (21)
аналитические решения для бегущих во взаимно
противоположных направлениях волн давления с
самоподобной формой профиля. В этом случае
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стандартное приближение ВКБ для решения
уравнения (30) является точным аналитическим
решением (см. [6], а также § 8 в [8]), поскольку все
последующие члены ряда (начиная с третьего) в
соответствующем асимптотическом разложении
тождественно равны нулю. Однако следующая из (47)
зависимость , так же как и за-
висимость  (см. (45)), не удовлетворяет
условиям возможного поведения безотражатель-
ных профилей .

Во-вторых, в предположении о совместном
выполнении следующих из (44) равенств

(48)

которым удовлетворяет зависимость  (25),
из (10), (42), (46) автоматически получаются сов-
падающие с (26) аналитические решения для бе-
гущих во взаимно противоположных направле-
ниях волн колебательной скорости с самоподоб-
ной формой профиля. В этом случае стандартное
приближение ВКБ для решения уравнения (31)
также является точным аналитическим решением,
поскольку все последующие члены ряда (начиная с
третьего) в соответствующем асимптотическом раз-
ложении тождественно равны нулю. Естественно,
что зависимость , следующая
из (48), также не удовлетворяет сформулирован-
ным выше условиям возможного поведения без-
отражательных профилей .

Очевидно, что лишь при совместном выполне-
нии следующих из (43), (44) равенств

(49)

которые удовлетворяются только при постоян-
ной величине волнового акустического сопро-
тивления среды  ( ) (т.е.
для  при ), из (21), (22) и
(10), (41), (42) автоматически получаются совпа-
дающие с (8), (9) аналитические решения, описы-
вающие распространение во взаимно противопо-
ложных направлениях импульсных волн давле-
ния и колебательной скорости с неизменной
формой профиля. При этом безотражательное
распространение таких волн возможно при вы-
полнении очевидного равенства .
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Здесь представляется важным обратить внима-
ние на тот факт, что уже сравнительно давно (см.
[11]) разработана весьма эффективная итераци-
онная схема аналитического решения уравнений
(43), (44), позволяющая находить обобщенные
ВКБ-функции (41) и (42), удовлетворяющие со-
ответственным уравнениям (30) и (31) с любой
желаемой точностью, и, тем самым, получать с
определенной точностью приближенные анали-
тические решения, описывающие бегущие в про-
тивоположных направлениях импульсные волны
давления и колебательной скорости (см. (46)).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение сформулируем основные ре-
зультаты выполненных в настоящей работе ис-
следований и следующие из них выводы.

С использованием предложенного в [8] преоб-
разования волновых уравнений для возмущения
давления и колебательной скорости, описываю-
щих распространение акустических волн в средах
с непрерывной стратификацией скорости звука и
плотности, на примере вертикального распро-
странения плоских акустических волн в атмосфе-
ре (без учета влияния силы тяжести) показано,
что режим их безотражательного распростране-
ния во всем диапазоне частот излучения реализу-
ется лишь при постоянной величине волнового
акустического сопротивления среды.

Выяснено, что безотражательное распростране-
ние акустических волн реализуется лишь только в
тех непрерывно-стратифицированных средах,
для которых волновые уравнения с переменными
коэффициентами для возмущения давления и ко-
лебательной скорости одними и теми же преобра-
зованиями сводятся к волновому уравнению
сравнения с постоянными коэффициентами при
одном и том же профиле волнового акустическо-
го сопротивления, обратно пропорционального
показателю преломления. Поэтому установлено,
что предложенный в [1–5] аналогичный методу
эталонного уравнения [8] подход к преобразова-
нию волновых уравнений с переменными коэф-
фициентами для различных физических величин,
например, возмущения давления и колебатель-
ной скорости, или, как в [2–5], колебательной
скорости и ее дивергенции, к волновому уравне-
нию сравнения с постоянными коэффициентами
при отличающихся профилях показателя прелом-
ления, не позволяет однозначно утверждать о
безотражательном характере распространения
акустических волн в средах с соответствующими
(см. [2–5]) профилями показателя преломления.

Отмечено, что использованный в [1–5] подход
аналитического описания волновых процессов в
непрерывно-стратифицированных средах с опре-
деленными профилями показателя преломления
(см. [2–5]) является всего лишь частным случаем
более общего и ранее предложенного в [6, 11] ме-
тода получения обобщенных ВКБ-решений, ко-
торые в конкретно рассмотренных ситуациях (см.
[2–5]) представляют собой точные в классе эле-
ментарных функций аналитические решения, не
удовлетворяющие, однако, корректным физиче-
ским условиям во всей области изменения неза-
висимой пространственной переменной (см. § 3.1
и § 6.3 в [8]). Показано также, что обобщенный
метод ВКБ [6, 11] позволяет при отсутствии гори-
зонтов поворота волн в непрерывно-стратифици-
рованных средах однозначно идентифицировать
распространяющиеся в противоположных на-
правлениях волны, несмотря на частотно-зависи-
мое влияние их друг на друга [18].

Данное исследование выполнено в рамках гос-
задания ИПФ РАН по теме № 0030-2021-0009.
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