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Рассмотрено напряженно-деформированное состояние упругой неограниченной пластины в про-
цессе распространения фундаментальной моды симметричной волны Лэмба. Особое внимание уде-
лено случаю диапазона волн средней длины, т.е. длины волны, сравнимой с толщиной пластины.
Проведено сравнение полей напряжений волн средней длины с полями напряжений длинноволно-
вого и коротковолнового приближений. Найдена внутренняя волна, для которой в рамках линейно-
упругой модели на поверхности пластины все компоненты деформаций и напряжений, а также про-
дольные смещения, равны нулю, и их локализация происходит в толще пластины. Это означает, что
использование поверхностных датчиков смещений неэффективно для регистрации такой волны.
Доказано, что в данном случае материал находится в состоянии чистого сдвига, т.е. первый инвари-
ант равен нулю.
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ОБОЗНАЧЕНИЯ

В формулах используются следующие
сокращения:

(1)

а также следующие взаимоотношения:

(2)
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(3)

ВВЕДЕНИЕ
Задача распространения упругой волны в бес-

конечной пластине ненулевой толщины впервые
рассмотрена Лэмбом [1]. В этой работе представ-
лены основные уравнения, описывающие движе-
ние волны в толще пластины, их решение, полу-
чена формула дисперсионного соотношения. По-
дробное решение можно увидеть также в более
поздних работах, например [2–4] и др.

Развитие наук о материалах и материаловеде-
ния требует расширения классических постано-
вок задач. Ряд авторов посвятили свои работы
распространению волн Лэмба в различных мате-
риалах, таких как ауксетики (например, [5]), ани-
зотропные среды (например, [6]), функциональ-
но-градиентные материалы (например, [7, 8]).

Еще одним направлением развития является
рассмотрение задач о многослойных пластинах.
Они широко рассмотрены, например, в [9]. В ра-
боте разобраны задачи о волновом движении упру-
гого полупространства, контактирующих полу-
пространств, слоя на полупространстве, много-
слойного полупространства, многослойной
пластины. Отдельно рассмотрено влияние силы
тяжести, кривизны слоя, внутреннего трения.

Поскольку пластины часто становятся эле-
ментами конструкций, то возникает вопрос о
прочности. Пластины могут содержать разнооб-
разные дефекты, которые могут стать источника-
ми разрушения. В работах [10, 11] исследовали
поведение волн Лэмба в пластинах с неоднород-
ностями, такими как надрезы, расслаивание, сва-
рочные швы. Авторы рассмотрели возможности
применения волн Лэмба для диагностики кон-
струкций на наличие дефектов.

Всесторонне тема диагностики конструкций
посредством волн Лэмба рассмотрена в работе Su
и Ye [12]. В частности, подробно разобрана техно-
логия возбуждения и регистрации волн Лэмба,
обработка получаемых сигналов, описаны алго-
ритмы идентификации дефектов. Отдельная гла-
ва посвящена используемым сенсорам и масси-
вам сенсоров, их устройству и использованию.
Этой же теме посвящены статьи [13–15].

Тем не менее, волны могут возбуждаться не
только намеренно, с исследовательской или иной
полезной целью. Волны из неконтролируемых
источников могут наносить урон конструкциям,
увеличивая напряжения до критических величин.
Напряженно-деформированное состояние под
воздействием волны Лэмба может быть весьма
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неоднородно, и поверхностные напряжения, из-
меряемые сенсорами, могут значительно отли-
чаться в меньшую сторону от напряжений внутри
материала пластины.

Данная статья посвящена структуре напряже-
ний в пластине в процессе распространения волн
Лэмба (в этой работе мы ограничимся симмет-
ричными волнами), в частности, исследованию
локализации максимальных растягивающих и
сдвиговых напряжений. Особое внимание уделе-
но случаю, когда напряжения в толще пластины
могут быть многократно выше, чем поверхност-
ные напряжения.

1. ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ

Рассмотрим симметричную волну Лэмба (рис. 1)
в упругой пластине толщиной 2a, с поверхно-
стью, свободной от нагрузок:

(4)

Общий вид смещений в симметричной волне
Лэмба [1] имеет вид [2]:

(5)

Здесь Ω = γx – ωt – фаза волны в точке x в момент t.

Отметим, что плоские волны Лэмба соответ-
ствуют задаче об упругой плоской деформации,
т.е. uy и εyy, εxy, εyz равны нулю (в отличие от σyy). Из (5)
получаем выражения для деформации:

(6)

С помощью закона Гука получаем значения
ненулевых компонентов напряжений:
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(7)

(8)

(9)

(10)

Дисперсионное соотношение для симметрич-
ной волны Лэмба находим, используя граничные
условия:

(11)

(12)

Найдем отношение коэффициентов:
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(14)

Отсюда получаем дисперсионное соотношение:

(15)

Отметим, что при c = c2 (β = 0) соотношение
становится вырожденным. Удалив ложный ко-
рень, получаем невырожденную форму (sinx/x → 1
при x → 0):

(16)

Аналогично изменим выражение (13):
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Введем обобщенную амплитуду:
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Рис. 1. Схема симметричной волны Лэмба.
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Отсюда

(19)

Итак, получаем выражения для напряженно-
деформированного состояния (НДС):

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

2. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
ДЛЯ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ МОДЫ

Часто на практике используются приближен-
ные значения НДС для волн, длина которых мно-
го больше или много меньше толщины пластины.

Рассмотрим длинноволновое приближение
(l  2a, γa  π). Используя первые члены асимп-
тотических разложений при ξ → 0: sin ξ → ξ;
cos ξ → 1, дисперсионное соотношение можно
привести к следующему виду:

(25)
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Ненулевым решением здесь будет
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Так мы получили фазовую скорость длинных (и,
соответственно, низкочастотных) волн. Это вы-
ражение можно найти в различных источниках
(например, см. [2–4]).

Смещения для длинных волн имеют следую-
щий вид:

(29)

(30)

Обобщенная амплитуда может быть представ-
лена через относительную амплитуду изменения
толщины (для длинных волн):
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Отсюда
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Используя последнюю формулу, получим вы-
ражения для смещений и напряжений:
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Таким образом, длинные волны являются плос-
кими волнами, т.е. в каждом поперечном сечении
деформации и напряжения однородны.

Теперь рассмотрим коротковолновое прибли-
жение (l  2a, γa  π). Для высоких частот фазо-
вая скорость симметричной фундаментальной
моды меньше скоростей c1 и c2. Это означает, что
α и β мнимые. Таким образом, дисперсионное со-
отношение имеет вид:

(39)

Используем следующие приближенные выра-

жения при ξ  1: . Тогда дисперси-
онное соотношение выглядит так:

(40)

или

(41)

Таким образом, дисперсионное соотношение для
коротковолнового приближения совпадает с дис-
персионным соотношением для поверхностной
волны Рэлея, т.е. c = cR.

Смещения в коротковолновом приближении
имеют вид:

(42)

Относительная амплитуда изменения толщины
(для коротких волн):

! @
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2
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z

cU
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(43)

(44)

Отсюда

(45)

(46)

Полученные формулы справедливы, если γz  π,
т.е. в приповерхностном слое.

Найдем напряжения на поверхности (при z = a).
Напряжения σzz и σxz равны нулю согласно гра-
ничным условиям. Выражения для напряжений
σxx и σyy имеют вид
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(47)

(48)

Здесь σxx всегда больше σyy. Отсюда можно сде-
лать вывод, что максимальное поверхностное на-
пряжение (максимальное первое главное напря-
жение σ1) имеет следующий вид

(49)

Рассмотрим теперь напряжения на срединной
плоскости (z = 0):

(50)
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(52)(52)

(53)

Рассмотрим отношение этих напряжений к

(54)

(55)

(56)

Как видим из полученных выражений, их ам-
плитуды представляют собой линейные комбина-
ции экспонент с отрицательными показателями.
Таким образом, при увеличении γ все компонен-
ты смещений на срединной плоскости по отно-
шению к  стремятся к нулю.
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3. СРЕДНЕВОЛНОВОЙ ДИАПАЗОН

Исходя из анализа предельных приближений,
напряжения на срединной плоскости пластины
не превышают максимальное растягивающее на-
пряжение на поверхности и для длинных волн, и
для коротких. Можно было бы предположить, что
это утверждение справедливо и для волн, чья дли-
на сравнима с толщиной слоя (0.1 < l/(2a) < 10).

Однако численные расчеты для фундамен-
тальной моды показали, что это не так. Введем
величины  и 

. Отношение Rtension показыва-
ет, во сколько раз максимальное растягивающее
напряжение на срединной плоскости пластины
больше, чем максимальное растягивающее на-
пряжение на поверхности. Отношение Rshear
имеет такой же смысл, только для максимальных
сдвигов. На рис. 2 и 3 представлены распределе-
ния отношений Rtension и Rshear в зависимости от
длины волны относительно толщины пластины.
Серая пунктирная горизонталь соответствует
равенству максимальных напряжений (растяги-
вающих или сдвиговых) на поверхности и на
срединной плоскости. Как видно на графиках,
для каждого значения коэффициента Пуассона
(в работе рассмотрены 0 < ν < 0.5) существует
длина волны в диапазоне от 2a до 3a, для которой
максимальные растягивающие напряжения на
поверхности и на срединной плоскости равны.
Для более длинных волн растягивающие напряже-
ния на поверхности оказываются меньше, чем при
z = 0. Более того, расчеты показали, что для волны с
фазовой скоростью  все компоненты на-
пряжений на поверхности стремятся к нулю.

Рассмотрим этот случай (коэффициент Пуассона
ν положителен). Для удобства введем константу

= =
= σ σtension 1 10

max max
z z a

R =shearR

= =
= σ σ

0
max maxM Mz z a

= 2 2c c

Так как , то смещения волны Лэмба
в общем виде описываются следующим образом:

(57)

Отсюда получаем напряжения из закона Гука:

(58)

Отношение констант A и B определяется гра-
ничными условиями. Граничные условия (по-
верхность слоя свободна от внешних нагрузок):

(59) (59)

(60)

(61)

Функция  равна нулю только если
, т.е. . Однако, в данном случае волна

просто отсутствует. Значит, второе уравнение
имеет единственное решение .

Чтобы не получить нулевое решение, коэффи-
циент B должен быть отличен от нуля. Тогда по-
лучаем

νη = − =
− ν

2
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c
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Рис. 2. Отношение максимальных срединных растя-
гивающих напряжений к поверхностным (симмет-
ричная фундаментальная мода).
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Рис. 3. Отношение максимальных срединных сдвиго-
вых напряжений к поверхностным (симметричная
фундаментальная мода).
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(62)

Длина волны здесь равна

(63)

Для фундаментальной моды (n = 0) длина волны
l = 4a, т.е. равна удвоенной толщине пластины.

Итак, НДС описывается следующим образом:

(64)

Отметим, что материал находится в состоянии
чистого сдвига, т.е. первый инвариант напряже-
ний (всестороннее изотропное напряжение) ра-
вен нулю.

Очевидно (см. (62)), что в данном случае
( ) на поверхности слоя (z = ±a) все компо-
ненты смещений, деформаций и напряжений (за
исключением uz) равны нулю (что и объясняет син-
гулярности на графиках рис. 2 и 3). Такую волну
можно назвать внутренней: основное деформиро-
вание материала и его напряжения происходят в
толще конструкции, не проявляясь на поверхности.
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Здесь относительная амплитуда изменения
толщины равна:

(65)

Соответственно,

. (66)

В итоге получаем следующую форму НДС:

(67)

В частности, для фундаментальной моды l = 4a,
т.е. γa = π/2:
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Рис. 4. Распределение относительных смещений в сечении пластины вдоль распространения волны (максимальная
длина вектора соответствует δz).
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Представленные ниже графики относятся к
фундаментальной моде рассматриваемой волны
( ) в стальной пластине (E = 210 ГПа, μ =
= 82 ГПа, ν = 0.28), если δz = 10–4.

На рис. 4 изображено распределение смеще-
ний u, где видно, что на поверхности волна имеет
поперечный вид, а на срединной плоскости, на-
против, продольный.

На рис. 5 и 6 представлены распределения
продольных (σxx) и поперечных (σzz) напряжений,
вид которых подтверждает, что материал нахо-
дится в состоянии чистого сдвига: σxx = –σzz.

На рис. 7 и 8 представлены распределения
максимального растягивающего напряжения
(первого напряжения, σ1) и максимального сдви-
га (напряжения фон Мизеса [16], σM). Распреде-
ления подтверждают, что напряжения на поверх-
ности равны нулю.

= 2 2c c

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Анализ напряжений в упругой пластине в про-
цессе распространения волны Лэмба показал, что
для волны средней длины (т.е. длины, сравнимой
с толщиной пластины) растягивающее и сдвиго-
вое напряжения на средней плоскости пластины
могут многократно превышать поверхностные
напряжения. Более того, обнаружена внутренняя
волна, чьи поверхностные напряжения и дефор-
мации, а также продольные смещения, равны ну-
лю (в рамках модели малых деформаций), найде-
на ее фазовая скорость  (длина волны рав-
на l = 4a/(2n + 1), где n ≥ 0 – номер моды).

В этом случае контроль НДС конструкции с
помощью поверхностных сенсоров (как в [12])
становится неэффективен, и необходимо искать
другие способы контроля.

= 2 2c c

Рис. 5. Распределение относительных продольных
напряжений в сечении пластины вдоль плоскости
распространения волны.
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Рис. 6. Распределение относительных поперечных
напряжений в сечении пластины вдоль плоскости
распространения волны.
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Рис. 7. Распределение относительных максимальных
растягивающих напряжений в сечении пластины
вдоль плоскости распространения волны.
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Рис. 8. Распределение относительных максимальных
сдвиговых напряжений в сечении пластины вдоль
плоскости распространения волны.
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