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Построено трехмерное аналитическое решение для модели неоднородного гидроакустического
волновода с цилиндрической неоднородностью внутри осадочного слоя. Предложен численно-ана-
литический метод нахождения потенциала скоростей, при котором неопределенные коэффициен-
ты при нормальных модах определяются из соответствующей бесконечной системы линейных ал-
гебраических уравнений. Исследовано асимптотическое поведение амплитудных коэффициентов в
системе. Проведено численное исследование звуковых полей при варьировании параметров задачи.
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ВВЕДЕНИЕ
Исследование процессов распространения

акустических волн в неоднородных гидроакусти-
ческих волноводах представляет интерес в связи с
потребностями дистанционного зондирования
ресурсов, структуры дна и мониторинга океана,
поэтому актуальным является учет различных
факторов при моделировании распространения
звука в волноводе, влияющих на изменение ха-
рактеристик звукового поля с расстоянием.

В настоящее время для компьютерного моде-
лирования звуковых полей в неоднородных вол-
новодах в качестве основы используют модели
плоскослоистых волноводов [1, 2], где наиболь-
ший интерес представляет слой неконсолидиро-
ванных осадков и газонасыщенный осадочный
слой [3]. Характерной особенностью данного
слоя является присутствие неоднородностей при-
родного и антропогенного свойства, вызываю-
щих локальные нестратифицированные возму-
щения акустического поля в волноводе. Для
оценки влияния таких физических особенностей
в волноводе разработано большое количество вы-
числительных алгоритмов, например, в работах
[4, 5] при численном исследовании влияния ци-
линдрической неоднородности на звуковое поле
препятствие моделируется как жидкое тело с
гладкой границей и с иными, чем в остальном
волноводе плотностью и скоростью звука. Реше-

ние задачи сводится к системе интегральных
уравнений, требующих, по словам авторов [4, 5],
при решении существенных временных затрат.

В данной статье также рассматривается трех-
мерная модель волновода с цилиндрической не-
однородностью внутри осадочного слоя. В отли-
чие от [4], представленный подход позволяет по-
лучить решение не только в волноводе с
цилиндрической неоднородностью с гладкой гра-
ницей, но и при резком скачке параметров (ин-
женерная конструкция), т.е. учитывает особенно-
сти поля в окрестности ребер и угловых точек.
Кроме этого, при построении решения учитыва-
ются все граничные условия задачи, которые вы-
полняются посредством решения бесконечных
систем линейных уравнений.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим в качестве основы плоскослои-

стую модель морского акустического волновода
на твердом основании постоянной глубины h.
Водный слой характеризуется скоростью звука

 и постоянной плотностью  слой донных
осадков является однородным с плотностью  и
постоянной скоростью звука  Предположим,
что имеется некоторое твердое тело, погруженное
в слой осадков. Возникает вопрос, каким образом
данная неоднородность меняет картину звуково-
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го поля в волноводе для точечного источника?
Для ответа на этот вопрос, положим, что данная
неоднородность имеет форму кругового цилин-
дра, которую удобно моделировать в цилиндри-
ческой системе координат с началом в точке на
поверхности волновода на оси цилиндрической
неоднородности, ось Oz ориентирована в направ-
лении дна (рис. 1). Геометрия модели волновода
позволяет его разбить на три цилиндрические об-
ласти: область Ω0 – расположенную над неодно-
родностью, область Ω1 – расположенную под не-
однородностью и внешнюю область Ω2. Точечный
гармонический источник звука с координатами
S(r0, z0, ϕ0), излучающий волну круговой частоты
ω = 2πf, может быть расположен в произвольной
точке волновода, однако наибольший интерес вы-
зывает случай, когда источник звука находится во
внешней области Ω2. В силу того, что размеры не-
однородности по сравнению с размерами волно-
вода малы, то можно предположить, что скорость
звука имеет одинаковое распределение  по
всей трассе.

Как известно [1], звуковое поле в волноводе,
содержащем точечный гармонический источник,
может быть описано при помощи скалярной функ-
ции  – амплитуды потенциала скоростей,
удовлетворяющей уравнению Гельмгольца:

(1)

где  =  +  – оператор Ла-

пласа;  – дельта функция Дирака.
Для представленного на рис. 1 волновода зву-

ковое поле в области Ω2 удовлетворяет неодно-

( )c z

Φ( , , )r z ϕ

2
0 0 0

2
( ) ( ) ( )ω ,

( )
r r z z

rc z
δ − δ − δ ϕ − ϕΔΦ + Φ = −

ΔΦ ( )1 r
r r r

∂ ∂Φ
∂ ∂

2 2

2 2 2
1
r z

∂ Φ ∂ Φ+
∂ϕ ∂

δ

родному уравнению (1); в областях волновода Ω0
и Ω1 амплитуда потенциала скоростей каждой об-
ласти  удовлетворяет однородному урав-
нению Гельмгольца:

(2)

На границах волновода используем условия
полного поглощения звука поверхностью волно-
вода и условие полного отражения от его дна, при
этом на цилиндрической неоднородности также
ставится условие полного отражения от его по-
верхности. Обозначая как   и  значения
амплитуды потенциала скоростей в областях Ω0,
Ω1 и Ω2 соответственно, получаем граничные
условия для уравнений (1) и (2):

(3)

(4)

(5)

Условия непрерывности звукового поля на
стыке областей Ω0, Ω1 и Ω2 при  и условия
жесткого дна для неоднородности можно объеди-
нить следующим образом

(6)

(7)

(8)

ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Пусть источник звука расположен во внешней
области (рис. 1) в точке с координатами (r0, z0, ϕ0).
Следуя методике [6], построим общее решение
краевой задачи (1)–(8) в каждой j-ой области Ωj
(j = 0, 1, 2), удовлетворяющее граничным усло-
виям на горизонтальных стенках волновода и
условию излучения, в виде суммы нормальных
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Рис. 1. Сечение гидроакустического волновода в ази-
мутальной плоскости 
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мод с неопределенными коэффициентами 
 и 

(9)

(10)

(11)

(12)

где  и  – собственные числа и
собственные функции краевых задач:

(13)

(14)

(15)

 =  – функция Ханкеля 1-го ро-
да порядка m,  и  – функции Бесселя
первого и второго рода соответственно.

В силу того, что горизонтальные стенки вол-
новода в области Ω1 являются полностью отража-
ющими и скорость звука в данной области посто-
янна , то выражение для общего решения (10)
содержит слагаемое, отвечающее постоянной ну-
левой вертикальной моде  при этом от-
вечающее данной функции собственное значение
будет совпадать с соответствующим волновым

числом 
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Штурма–Лиувилля 1в предположении, что слой
донных осадков под телом (Ω1) будет однород-
ным. Для областей Ω0 и Ω2 на границе слоев 
должны выполняться условия непрерывности
звукового поля

(16)

Используя данные условия, находим соб-
ственные функции и собственные числа задач
(13)–(15). Аналитическое представление соб-
ственных функций данных краевых задач тесно
связано с разрешимостью соответствующих диф-
ференциальных уравнений, что возможно лишь
для некоторых специально подобранных профи-
лей скорости звука [7]. В частности, если профиль
скорости звука в водном слое постоянный  то
собственные числа и функции задачи (13) в обла-
сти Ω0 будут иметь вид

(17)
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В области Ω1 получаем в силу однородности
слоя донных осадков под телом
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Доказано, что при отсутствии затухания в вол-
новоде среди собственных чисел краевых задач
(13)–(15) будет конечное число вещественных
значений, отвечающих распространяющимся мо-
дам в волноводе, и бесконечное число чисто мни-
мых, отвечающих затухающим модам, при этом
собственные функции каждой из задач (13)–(15)
являются ортогональными в пространстве инте-
грируемых с квадратом функций  с весом 
Для удобства обозначим нормирующие коэффи-
циенты для собственных функций в каждой обла-
сти как

(22)

Общее решение в виде (11)–(12) будет удовле-
творять условию в источнике во внешней обла-
сти, если положить [8]:

(23)

В силу симметрии задачи относительно плос-
кости, содержащей вертикальную ось координат,

азимутальные собственные функции 
выбираются в виде

Азимутальные собственные функции являются
ортонормированными

где  – символ Кронекера.

Входящие в выражения амплитуд потенциалов
(9)–(12) неопределенные коэффициенты  
и  позволяют выполнить условия непрерыв-
ности звукового поля на стыке областей Ω0, Ω1 и
Ω2 при  и условия жесткого дна для неодно-
родности (6)–(8). Действительно, получаем из (7)
для 

Данное равенство распадается в последователь-
ность равенств при каждой азимутальной собствен-

ной функции  следующего вида

(24)

Далее, используя свойство ортогональности
собственных функций  в пространстве

 применительно к каждому из уравнений
(24), получаем следующие алгебраические соот-
ношения

(25)

Аналогичным образом, из условий (7) находим
следующие функциональные соотношения на от-
резке 

Откуда, в силу ортогональности и полноты триго-
нометрической системы функций (19), следуют
алгебраические равенства:
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(26)

Из системы условий на нормальную производ-
ную (8) можно найти, что

(27)

Система равенств (25)–(27) дает бесконечную
систему линейных алгебраических уравнений для
нахождения неопределенных коэффициентов

  и  Данную систему можно записать
более компактно, если ввести дополнительные
обозначения для неизвестных амплитудных ко-
эффицентов

(28)

и для входящих в уравнения интегралов

(29)

Тогда бесконечная система преобразуется к виду

(30)

При записи (30) также используется символ Кро-
некера  и тот факт, что в области Ω1 нормирую-
щие коэффициенты для собственных функций
являются постоянными величинами

что позволяет при их записи опустить зависи-
мость от индекса n.

Для любой зависимости скорости звука в вод-
ном слое  интегралы (29) вычисляются точно
интегрированием по частям

В случае, когда скорость звука в водном слое
постоянна  можно явно найти осталь-
ные величины, входящие в систему
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ 
АМПЛИТУДНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

В БЕСКОНЕЧНОЙ СИСТЕМЕ УРАВНЕНИЙ

Модель гидроакустического волновода (рис. 1)
содержит в любом азимутальном сечении 
две угловые точки (R, h1, ϕ*) и (R, h2, ϕ*), соответ-
ствующие ребрам цилиндрической неоднородно-
сти. Несмотря на то, что наличие подобных точек
является, как правило, следствием излишней
идеализации модели, в данном случае априорное
знание характера особенности в поле скоростей в
окрестности этих точек позволяет найти асимп-
тотику решения системы (30) и улучшить каче-
ство представленного подхода. Следуя подходу
[9], учтем, что в окрестности ребер должно вы-
полняться условие Мейкснера для звукового дав-
ления и компонентов колебательной скорости
при 

(31)

где  =   – вели-
чины, не зависящие от τ;  – внешний
угол, охватывающий острую кромку акустически
жесткого тела. Данное условие показывает, что
звуковое давление остается на ребре ограничен-
ным, и реального физического источника энер-
гии на ребре нет. Появление бесконечно больших
колебательных скоростей вблизи ребра объяснят-
ся поведением градиентов поля в этой области.
В рассматриваемом случае колебательная ско-
рость имеет степенную особенность вблизи верх-

него и нижнего ребер порядка 

Тогда на границе раздела областей r = R пове-
дение колебательной скорости  или нормаль-

ной производной потенциала  вблизи угловых

точек описывается выражениями:
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где  =  – глубина осадков под телом, при
этом коэффициенты, описывающие особенности

, являются непрерывными величинами в
силу непрерывности звукового поля в области
волновода.

Если ввести вспомогательные функции – но-
сители отрезка

то следующая разность уже не имеет особенности
для всех  при фиксированном значении
азимутальной координаты 

(32)

Следовательно, данная функция может быть
разложена в ряд Фурье

где коэффициенты Фурье  = 

также не имеют особенности в угловых точках и
непрерывно-дифференцируемы на отрезке

 за исключением точек  
Действительно, вычитаемые функции на своих
отрезках-носителях являются непрерывными,
при этом  для  согласно усло-
вию (8). Таким образом, по построению функция
(32) имеет в угловых точках скачки.

Запишем данные коэффициенты более по-
дробно в виде, учитывающем разбиение волново-
да на части: при   (подходим к
верхней угловой точке из области Ω0)

при   (подходим к нижней угло-
вой точке из области Ω1)
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при  (подходим к угловым точкам из об-
ласти Ω2)

где  =  

Используя явные представления для собствен-
ных функций краевых задач (13)–(15), оценим
скорость убывания коэффициентов ряда Фурье
функции f по системе собственных функций 
Согласно следствию из леммы Римана–Лебега
получаем оценку для коэффициентов Фурье этих
функций при 

(33)

Далее, на основе точных значений интегра-
лов [11]:
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и асимптотик функций Струве и Бесселя первого
и второго рода [12]:

можно оценить значения интегралов в (33):
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Асимптотические формулы (34), вместе с
асимптотиками отношений функций Бесселя и
Ханкеля

позволяют получить из (33) асимптотические
формулы для неизвестных амплитудных коэффи-
циентов в бесконечной системе
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(36)

(37)

С учетом асимптотик величин  и корней
дисперсионных уравнений  для областей Ω0 и
Ω2, представленных в Приложении А, формулы
(35)–(37) позволяют оценить характер поведения
неизвестных амплитудных коэффициентов в бес-
конечной системе, что дает возможность исполь-
зовать при численном решении бесконечной си-
стемы более эффективный, по сравнению с мето-
дом простой редукции алгоритм улучшенной
редукции.

Заметим при этом, что на низких частотах с
увеличением m (т.е. по азимутальной координа-
те), неизвестные амплитудные коэффициенты в

  и  достаточно быстро убывают (табл. 1).
При m > 5 данные величины уже фактически не
влияют на звуковое поле.

ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Численная реализация предложенного алго-

ритма проводилась в среде пакета Mathematica,
при этом бесконечная система линейных алгеб-
раических уравнений решалась при помощи ме-
тода улучшенной редукции, согласно которому
приближенное решение бесконечной системы
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находится из конечной системы относительно
первых неизвестных амплитудных коэффициен-
тов, а остатки бесконечных рядов сворачивались
на основе формул (35)–(37) (метод асимптотиче-
ских свойств [12]). Аналогично [12] замечено, что
использование метода простой редукции также
дает решение с соответствующими асимптотиче-
скими свойствами неизвестных.

Как известно, изменение амплитуды поля в
волноводе характеризуется величиной потерь при
распространении (интенсивность):

где  – амплитуда потенциала скоростей,

создаваемая точечным источником звука на рас-
стоянии r = 1 м в безграничной среде; Q – объем-
ная колебательная скорость. На рис. 2 показано
изменение TL (r, z0, ϕ) в плоскости координат

  для волновода с параметра-
ми  м/с, c1 = 1600 м/с, ρ0 = 1.0 кг/м3, ρ1 =
= 1.8 кг/м3, f = 16 Гц, h0 = 50 м, h = 100 м и неод-
нородностью  м,  м, R = 20 м, гармо-
нический точечный источник звука находится во
внешней области на различных расстояниях от
неоднородности (r0 = 25 м, z0 = 45 м, ϕ0 = 0 и r0 =
= 45 м, z0 = 25 м, ϕ0 = 0). Из рис. 2 видно, что в
обоих случаях наблюдается область повышенного
звукового давления вблизи неоднородного тела
(проекция – круг), но при удалении источника
звука от тела интенсивность TL (r, z0, ϕ) в этой об-
ласти заметно меньше и имеет иной качествен-
ный характер. Заметим также, что возникают об-
ласти повышенного звукового давления по бокам
от неоднородности.

20 lg ,TL Φ= −
Φ�

4

ikrQe
r
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0 1450c =

1 60h = 2 80h =

Таблица 1. Первые амплитудные коэффициенты в бесконечной системе (30) для волновода с параметрами:
 м/с, c1 = 1600 м/с, ρ0 = 1.0 кг/м3, ρ1 = 1.8 кг/м3,  = 100 Гц, h0 = 50 м, h = 100 м; параметры неоднород-

ного тела:  м,  м, R = 5 м; источник расположен в точке r0 = 20 м, z0 = 10 м, ϕ0 = 0

Неизвестные m = 0 m = 1 m = 4

–0.000356 + 0.002459i 0.000413 + 0.000240i 1.3 × 10–6 + 9.7 × 10–11i

0.000904 – 0.004260i –0.000636 – 0.000413i –1.8 × 10–6 – 1.6 × 10–10i

–0.000458+0.004346i 0.000784 + 0.000425i 2.7 ×10–6 + 1.7 × 10–10i

–0.000137 – 0.000062i –0.000050 – 0.000006i –2.9 × 10–7 – 2.6 × 10–12i

–0.001724 + 0.001835i 0.000027 + 0.000184i –2.1 ×10–8 + 7.6 × 10–11i

–0.000127 + 0.000001i –0.000033 –1.7 × 10–7i –1.8 ×10–7 – 9.1 × 10–14i

–0.000026 + 0.000022i –0.000004 + 0.000002i –7.6 ×10–8 + 9.6 × 10–13i

–0.000236 + 0.000365i 0.000004 + 0.000036i –4.4 × 10–8 + 1.5 × 10–11i

0.000426 – 0.000023i 0.000142 – 0.000002i 1.2 × 10–6 – 7.9 × 10–13i

0 1450c = ω
1 60h = 2 65h =

1mx

1my

1mz
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На рис. 3 представлено изменение TL (r, z0, ϕ0)
на расстоянии r от 50 м до 1000 м для волновода с
теми же параметрами в зависимости от частоты f.
Из данных рис. 3 следует, что с увеличением ча-
стоты поведение давления определяется распро-
страняющимися модами в волноводе; если при

частоте f = 16 Гц величина TL (r, z0, ϕ0) с расстоя-
нием убывает почти монотонно, то для более вы-
соких частот наблюдается осцилляция с локаль-
ными максимумами и минимумами.

Рис. 4 демонстрирует, как положение конеч-
ного тела в донном слое влияет на изменение

Рис. 2. Изменение TL (r, z0, ϕ) в плоскости координат   для волновода с цилиндрическим телом
(  м/с, c1 = 1600 м/с, f = 16 Гц, h0 = 50 м, h = 100 м,  м,  м, R = 20 м) (а) – при r0 = 25 м, z0 = 45 м,
ϕ0 = 0 и (б) – при r0 = 45 м, z0 = 25 м, ϕ0 = 0.
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Рис. 3. Изменение TL (r, z0, ϕ0) на расстоянии r для волновода с цилиндрическим телом в донном слое в зависимости
от частоты f (____ – 16 Гц; - - - – 32 Гц; ….. – 48 Гц).
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TL (r, z0, ϕ0) на расстоянии r от 50 до 1000 м при
частоте f = 32 Гц. Здесь волновод имеет парамет-
ры  м/с, c1 = 1600 м/с, ρ0 = 1.0 кг/м3, ρ1 =
= 1.8 кг/м3, h0 = 50 м, h = 100 м, гармонический
точечный источник звука находится в точке r0 =
= 50 м, z0 = 15 м, ϕ0 = 0. В крайних положениях не-

0 1450c =

однородное тело находится практически на жест-
ком основании и на поверхности донного слоя.
Можно увидеть, что лишь в случае, когда цилин-
дрическое тело почти соприкасается с водным
слоем, происходит изменение в поведении звуко-
вого давления, в противном случае она мало за-
метна на больших расстояниях.

Рис. 4. Изменение TL (r, z0, ϕ0) на расстоянии r для волновода с цилиндрическим телом радиуса R = 30 м и высотой
h2 – h1 = 30 м в донном слое (____ h1 = 60 м; - - - – 55 м, ….. – 50.5 м).
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Рис. 5. Изменение TL (r, z0, ϕ0) на расстоянии r для волновода с цилиндрическим телом радиуса R = 30 м, h1 = 55 м,
h2 = 85 м в донном слое при разных значениях акустических параметров донного слоя (____ c1 = 1450 м/с, ρ1 = 1.0 кг/м3;
- - - – c1 = 1600 м/с, ρ1 = 1.8 кг/м3, ….. – c1 = 1550 м/с, ρ1 = 2.0 кг/м3).
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На рис. 5 представлено, как акустические па-
раметры донного слоя c1 и ρ1 волновода глубины
h = 100 м с водным слоем h0 = 50 м и скоростью
звука  м/с влияют на TL(r, z0, ϕ0) с увели-
чением расстояния r при частоте f = 32 Гц. В каче-
стве расчетных параметров брались следующие:
1) c1 = 1450 м/с, ρ1 = 1.0 кг/м3; 2) c1 = 1600 м/с,
ρ1 = 1.8 кг/м3; 3) c1 = 1550 м/с, ρ1 = 2.0 кг/м3. Та-
ким образом, в расчетном случае 1) донный слой
осадков отсутствует, здесь неоднородное тело
плавает внутри водного слоя, в двух других случа-
ях брались параметры, характерные для донного
слоя природных волноводов. Можно заметить,
что в отличие от рис. 4 характеристики донного
слоя имеют значительное влияние на величину
звукового давления.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен аналитико-численный
подход к построению решения для слоистого вол-
новода с локальной неоднородностью в виде аку-
стически жесткого цилиндра, расположенного в
донном слое. Использование свойства ортого-
нальности вертикальных собственных функций
волновода позволяет свести задачу к бесконечной
системе линейных алгебраических уравнений от-
носительно неопределенных коэффициентов при
модах. Исследуются асимптотические свойства
величин, входящих в представленное решение.
Данный подход легко обобщается на случай, ко-
гда неоднородность в волноводе моделируется
некоторым жидким объемом (для этого достаточ-
но состыковать две цилиндрические области в
волноводе с различными параметрами), при этом, в
отличие от метода многоуровневой выборки, чис-
ленно-аналитическое решение задачи не требует
значительных вычислительных ресурсов.

Характеристики дна, как и ожидалось, суще-
ственно влияют на волноводное распространение
звука, наличие неоднородности меняет звуковое
поле в некоторой окрестности тела, на дальних
расстояниях наличие неоднородного тела может
незначительно сказываться на картине звукового
поля. В частности, это может наблюдаться, если
тело расположено в непосредственной близости к
поверхности водного слоя.

Представленный подход может быть полезен
как первое аналитическое приближение в исследо-
вании волноводов с неоднородностью конечных
размеров в донном слое, а также при тестировании
программ, реализующих численные методы.

0 1450c =

Исследование выполнено при финансовой
поддержке РФФИ и города Севастополь в рамках
научного проекта № 18-42-920001.

ПРИЛОЖЕНИЕ A

АНАЛИЗ ДИСПЕРСИОННОГО УРАВНЕНИЯ 
ДЛЯ ДВУХСЛОЙНОГО ВОЛНОВОДА

Рассмотрим поведение корней дисперсионных
уравнений (18)–(21) при  С учетом того факта,
что при возрастании порядкового номера n, если зату-
хание в слое осадков отсутствует, собственные значе-
ния становятся чисто мнимыми ξj, n = iw (j = 0, 2), оба
данных уравнения могут быть записаны в форме

(A1)

где  – толщина водного слоя, H – толщина дон-
ного слоя.

В силу того, что собственные значения возрастают

с порядковым номером, т.е.  получаем
асимптотическое приближение для уравнения (A1)

(A2)

Далее, предположим, что глубины водного и дон-
ного слоев могут быть представлены через некоторый
характерный размер a следующим образом

тогда уравнение (A2) может быть решено точно.
Действительно, в этом случае уравнение (A2)
можно записать как

(A3)

где  Однако, в силу формул тригонометрии

(A4)

([x] означает целую часть действительного x)
уравнение (А3) приводится подстановкой 
к рациональному уравнению вида
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(A5)

Уравнение (A5) является алгебраическим уравнением
порядка (M + L), если четность чисел M и L совпадает,
и в противном случае порядка (M + L – 1). Обозна-
чим порядок данного уравнения как p. Как из-
вестно, данное уравнение не может иметь более p
действительных корней, тогда если {Zl} (l = 1, 2, …,
q; q ≤ p) – действительные корни (A5), то получа-
ем, что имеется следующий набор корней (A2):

или с учетом того, что  получаем

асимптотику для собственных чисел

(A6)
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