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В работе аналитически показано, что для мелководного волновода может существовать “оптималь-
ный” профиль дна, при котором потери энергии с расстоянием будут минимальны при условии
фиксированных начальной и конечной глубин и монотонном возрастании глубины. Приведенные
аналитические оценки методом нормальных мод подтверждаются численным экспериментом с ис-
пользованием широкоугольного параболического уравнения. Для “оптимального” профиля иссле-
дованы особенности поведения звукового поля, его интенсивность при удалении от источника, а
также взаимодействие между модами.
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ВВЕДЕНИЕ
Оценка потерь звуковой энергии с расстоянием –

важная задача как при установке гидроакустиче-
ских систем (локация акваторий), так и для оценки
границ безопасных зон для морской фауны в рай-
онах с активной разработкой шельфа (нефтяные
платформы, сейсмическая разведка и т.п.).

Потери при распространении зависят от мно-
жества факторов: глубины источника звука, ха-
рактеристик дна, профиля скорости звука в вод-
ном слое, наличия гидродинамических неодно-
родностей [1] и др. В то же время не последнюю
роль в затухании звука с расстоянием играет фор-
ма генерального рельефа дна.

Ранее в ряде работ [2–7] были рассмотрены
особенности распространения звука в области
материкового склона, которые показали возмож-
ность “запитки” подводного звукового канала,
даже когда излучатель расположен на небольшой
глубине. Как следствие, наблюдалось значитель-
ное уменьшение затухания звука при дальнем
распространении по сравнению со случаем ров-
ного дна. Критически важным здесь являлось на-
личие типичного для океана градиентного про-

филя скорости звука, который не дает акустиче-
ским волнам достигать дна и свободной границы.

В настоящей работе внимание сосредоточено на
оценке потерь при распространении в мелководных
прибрежных областях глубиной до 50 м. Рассматри-
ваются волноводы с фиксированными длиной rmax,
начальной и конечной глубинами Hmin и Hmax и ста-
вится вопрос о том, какой характер возрастания глу-
бины от значения Hmin до значения Hmax будет соот-
ветствовать минимальным потерям энергии на
трассе длиной rmax (rmax  Hmax).

Аналитическая оценка “оптимального” про-
филя (для случая акустически мягкого дна) про-
водится на основе теории нормальных волн (мод)
[8] и сопоставляется с результатами численного
моделирования в рамках подхода, основанного на
решении широкоугольного параболического
уравнения (программа RAM [9]).

АКУСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
МЕЛКОВОДНОГО ВОЛНОВОДА

Схема модельного мелководного волновода
показана на рис. 1. Звуковое поле формируется
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одиночным ненаправленным излучателем, рас-
положенным на глубине zs. Прием сигнала осу-
ществляется на вертикальную антенну, перегора-
живающую все поперечное сечение волновода.
Акустическая трасса направлена в сторону наи-
большего возрастания глубины и имеет длину
rmax. Выбор других направлений может потребо-
вать учета горизонтальной рефракции акустиче-
ских волн (см., например, [10]). Аналитические
оценки минимума потерь проводятся при усло-
вии постоянства скорости звука в воде c как по
глубине z, так и по расстоянию r. В численном
эксперименте рассмотрены случаи как постоян-
ного, так и градиентного по глубине профиля
скорости звука.

Предполагается, что волновод имеет такой
профиль дна, что толщина водного слоя является
неубывающей функцией расстояния, т.е. глубина
моря вдоль акустической трассы может возрас-
тать или оставаться постоянной. Помимо этого,
глубина в месте расположения источника звука
Hmin и глубина в конечной точке акустической
трассы Hmax предполагаются фиксированными.

Дно является однородным поглощающим по-
лупространством с параметрами: cb, ρb и βb – ско-
рость звука, плотность и коэффициент поглоще-
ния, соответственно. Рассматривается дно двух
типов: акустически жесткое, для которого cb > c, и
акустически мягкое, для которого cb  c. Второй
тип главным образом характерен для пресновод-
ных акваторий.

Исходной расчетной величиной при выполне-
нии аналитических оценок и численного модели-
рования является комплексная амплитуда звуко-
вого поля p(r, z). Имея распределение p(r, z) в вер-
тикальной плоскости, можем получить среднюю
по глубине интенсивность по формуле:

Здесь ρ – плотность воды. 

!
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В работе результаты расчета I(r) приводятся в
логарифмическом масштабе:

(1)

где r0 – начальное расстояние (выбирается
равным 1 м). Величина TL – потери при распро-
странении.

При наличии плавных возмущений среды ком-
плексная амплитуда p(r, z) может быть представлена
в виде суммы взаимодействующих мод [11]:

(2)

где Am – модальные амплитуды, Cm – модальные
коэффициенты возбуждения, ψm и ξm = qm + iγm/2 –
локальные собственные функции и собственные
значения (постоянные распространения) задачи
Штурма–Луивилля.

Средняя по глубине интенсивность в этом слу-
чае принимает вид

(3)

Указанный модовый подход используется для
дальнейших аналитических оценок. При числен-
ном моделировании распределение p(r, z) рассчи-
тывается путем решения широкоугольного пара-
болического уравнения [9].

В эксперименте (включая численный) выделе-
ние мод, т.е. определение амплитуд Am, осуществ-
ляется с помощью вертикальных приемных ан-
тенн, перекрывающих все вертикальное попереч-
ное сечение волновода

(4)

Равенство  = Am(r) достигается при
устремлении верхнего предела интегрирования к
бесконечности. Однако при условии мягкого дна
(cb  c) точное равенство будет иметь место даже
при интегрировании только по водному слою.

ВЫВОД УСЛОВИЯ МИНИМУМА ПОТЕРЬ
С использованием модовой теории определим

условия, при которых будет наблюдаться мини-
мум средних потерь TL на выходе акустической
трассы на расстоянии rmax. Возьмем волновод с
акустически мягким дном (cb  c) и постоянной
скоростью звука в водной толще. Собственные

( )
( )0

10 lg ,
I r

TL
I r

= −

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
0

, ,

exp ' '
1 , ,

m m
m

r

m

m m
m m

p r z A r r z

i q r dr

C r r z
r q r

= ψ =

 
 
 
 = ψ






( ) ( ) ( ) 2

2
.1

m
m

I r A r
cH r

=
ρ 

( ) ( ) ( )
( )

0

, , .
H r

m mA r p r z r z dz= ψ�

( )mA r�

!

!

Рис. 1. Геометрия задачи.
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функции ψm и действительные части собственных
значений qm в таком волноводе имеют вид ψm(r, z) 

 qm(r)    –

волновое число в воде.

Сначала рассмотрим ситуацию, когда взаимо-
действие мод является слабым и справедливо
адиабатическое приближение. В этом случае

(5)

Для мод низших номеров коэффициент зату-
хания может быть записан в явном виде [11]

(6)

Здесь s =  Тогда средняя интенсив-

ность может быть записана как

(7)

Проанализируем выражение (7) с точки зре-
ния получения максимального значения I(r) на
выходе акустической трассы. Во-первых, средняя
интенсивность будет зависеть от глубины распо-
ложения излучателя zs и толщины водного слоя в
начальной точке трассы Hmin. Известно, что для
получения максимальных значений средней ин-
тенсивности источник должен быть расположен в
максимуме первой моды m = 1, которая затухает
медленнее мод высших номеров. Причем, чем
меньше глубина воды в месте расположения ис-
точника звука, тем больше будет ее модальный
коэффициент возбуждения C1.

Из выражения (7) также следует, что в отсут-
ствие межмодового взаимодействия имеется два
конкурирующих механизма, определяющих
средние потери при распространении звука над
наклонным дном. При увеличении глубины, с од-
ной стороны, величина I(r) уменьшается за счет
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множителя  но, с другой сторо-

ны, также будет уменьшаться аргумент экспонен-

ты  Причем второй фактор будет до-
минировать из-за более сильной зависимости от
глубины (выражение (6)).

Таким образом, “оптимальной” акустической
трассой с точки зрения дальности распростране-
ния при учете указанных выше ограничений на
форму профиля дна должна быть трасса, глубина
вдоль которой наиболее быстро возрастает до
значения Hmax, а излучатель находится на глубине
максимума первой моды zs  Hmin/2. Однако при
достаточно крутых углах наклона [12, 13] будет
происходить перекачка энергии из первой моды в
моды более высоких номеров, имеющих больший
коэффициент затухания, что будет приводить к
дополнительным потерям. Отметим, что вопросы
межмодового взаимодействия в волноводах с не-
ровным дном были также недавно рассмотрены в
трехмерной постановке в статьях [14, 15].

Из всего вышесказанного следует, что должен
существовать такой размер наклонного участка
дна rt, при котором средние потери при распро-
странении будут минимальны.

Здесь следует добавить, что ситуация с различ-
ными размерами наклонного участка rt может
быть реализована при рассмотрении разных на-
правлений распространения звука в горизонталь-
ной плоскости в области берегового клина. Если
в направлении наибольшего возрастания глуби-
ны размер rt соответствует “оптимальному”, то в
других направлениях угол наклона будет меньше
и, следовательно, потери возрастут. Конечно, это
будет справедливо, только когда в рассматривае-
мом диапазоне горизонтальных углов и расстоя-
ний можно пренебречь горизонтальной рефрак-
цией [10].

Оценим “оптимальный” размер rt. В случае
межмодового взаимодействия коэффициенты
Cm(r) определяются из решения системы M диф-
ференциальных уравнений [11]
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могут быть вычислены как bm, m + 1   

–bm + 1, m.
Для получения аналитической оценки rt будем

рассматривать низкочастотное звуковое поле, фор-
мируемое только первыми двумя модами, в волно-
воде с линейным изменением глубины. Предполо-
жим, что вблизи источника в звуковом поле доми-
нирует первая мода m = 1, т.е. C1(0)  C2(0).
Вследствие взаимодействия с первой модой над
наклонным дном будет происходить возбуждение
второй моды m = 2 и в меньшей степени других
мод. Запишем амплитуду второй моды в конце
наклонного участка в первом приближении [8,
стр. 162]

Здесь  – некоторое среднее значение коэффи-
циента межмодового взаимодействия на обозна-
ченном отрезке. Чтобы на выходе наклонного
участка дна амплитуда первой моды была макси-
мальной, что соответствует минимальным поте-
рям, амплитуда второй моды должна стремиться
к нулю, т.е.

Ноль достигается при одновременном выполне-
нии условий

Разность собственных значений для волновода с
мягким дном можно представить как [11]

Учитывая, что рассматривается участок дна с ли-
нейным изменением глубины

проинтегрируем аргумент функций sin() и cos():
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Таким образом, получаем два уравнения:

Тривиальный случай, когда аргументы функ-
ций равны нулю, нам не подходит (отвесный уча-
сток дна), поэтому запишем условие первого
возможного решения (напомним, что ищется
минимально возможная длина наклонного
участка дна rt). Тогда

откуда получаем размер наклонного участка, при
котором наблюдаются минимальные потери при
распространении TL

(9)

Подчеркнем, что полученное выражение (9)
справедливо только для двухмодового режима
распространения. При большем числе мод (уве-
личении частоты) простые связи между модаль-
ными коэффициентами возбуждения получить
не удается, и для определения rt необходимо при-
бегать к аппарату численного моделирования.
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Подставляя в формулу (9) конкретные данные
Hmin = 8 м, Hmax = 38 м и длину волны λ = 7.5 м, от-
вечающую частоте 200 Гц, для величины rt имеем
значение около 195 м. В следующем пункте будет
проведено сравнение этого значения с результа-
том численного эксперимента. Для указанных
геометрических параметров были также рассчи-
таны лучевые траектории в горизонтальной плос-
кости, соответствующие первой и второй моде.
Анализ этих траекторий показал, что горизон-
тальной рефракцией при вычислении интенсив-
ности звукового поля можно пренебречь в секто-
ре углов ±45° относительно направления наи-
большего возрастания глубины. В этом секторе
лучевые траектории, отвечающие конкретной
моде, не пересекаются и имеют примерно равную
густоту. Лучи, вышедшие из источника звука в
сторону уменьшения глубины, не учитывались.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ И ИХ АНАЛИЗ

В рамках численного моделирования рассмат-
ривается два типа профилей дна (см. рис. 2):

1) с линейным возрастанием глубины

(10)

2) с возрастанием глубины по обратному пара-
болическому закону

( ) ( )min maxmin , .H r H r H= + α

(11)

При этом длина наклонного участка дна rt варьи-
руется в пределах от 0 до rmax. Числовые значения
параметров мелководного волновода приведены
в табл. 1.

( ) ( )2
min maxmin , .H r H r H= + β

Рис. 2. Профили генерального рельефа дна: (а) – линейный, (б) – параболический.
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Таблица 1. Параметры модельного волновода
Физическая величина Значение

Длина акустической трассы rmax 5000 м
Скорость звука в воде c 1470 м/с
Плотность воды ρ 1000 кг/м3

Параметры дна
Скорость звука cb 350, 1600 м/с
Плотность ρb 1600 кг/м3

Коэффициент затухания βb 0.33 дБ/λ
Минимальная глубина Hmin 8 м
Максимальная глубина Hmax 38 м
Коэффициент α, определяющий 
профиль дна

От 0.6 до 0.006 
(rt от 50 до 5000 м)

Коэффициент β, определяющий 
профиль дна

От 27.6 до 0.276 
(rt от 50 до 5000 м)

Параметры излучателя
Глубина расположения zs 4 м
Частота излучаемого сигнала f 200, 400, 800 Гц
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При помощи компьютерного кода RAM най-
дем зависимость потерь при распространении TL
на выходе акустической трассы от горизонталь-
ного размера наклонного участка дна rt в различ-
ных условиях. Вначале приведем результаты рас-
чета для частоты 200 Гц. На рис. 3а и 4а показаны
зависимости TL(rt) для линейного и параболиче-
ского профилей и для двух скоростей звука в дне.
Результаты для двух типов профилей оказывают-
ся сходными: на всех кривых можно наблюдать
ярко выраженные глобальные максимумы, отве-
чающие минимуму потерь, а следовательно, и
“оптимальному” размеру наклонного участка.
Причем для линейного профиля и мягкого дна
полученное значение ( 185 м) близко к тому, ко-
торое было найдено аналитически ( 195 м) с по-
мощью формулы (9). Для мягкого дна приведен
также результат модовой фильтрации c использо-

≈
≈

ванием формулы (4), – рис. 3б и 4б. Заметим (см.
рис. 3б и 4б), что после значительных колебаний
в области наклонного дна амплитуда второй моды
действительно держится около минимальных
значений. Такое предположение было положено
в основу вывода формулы (9).

На рис. 5 приведены зависимости TL(rt) для
частот 200, 400 и 800 Гц. Видно, что с увеличени-
ем частоты максимум зависимостей смещается
вправо. Это также следует из формулы (9), кото-
рая предсказывает качественное поведение мак-
симума зависимости TL(rt) даже когда звуковое
поле формируется большим числом мод. Также
отметим, что для мягкого дна потери могут ме-
няться в очень широких пределах (~50 дБ для ча-
стоты 200 Гц) в зависимости от профиля нижней
границы волновода, чего не наблюдается для
жесткого дна. В первую очередь это обусловлено

Рис. 3. Профиль дна линейный, частота 200 Гц. (а) – Зависимость TL(rt): сплошная линия и пунктир соответствуют
скоростям звука в дне cb = 350 и cb = 1600 м/c соответственно, (б) – модальное распределение при cb = 350 м/с.
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отсутствием угла полного внутреннего отражения
при скоростях звука в дне меньших, чем в воде,
что приводит к сильному затуханию даже низших
мод. С увеличением частоты, по мере уменьше-
ния коэффициентов затухания мод (γm ~ 1/ω2),
этот эффект становится менее выражен.

На рис. 6 приведены зависимости TL(rt) для
частот 200, 400 и 800 Гц для случая, когда профиль
скорости звука имеет сильный отрицательный
градиент в области термоклина (рис. 6в). Видно,
что и при таких условиях может существовать
“оптимальный” размер наклонного участка дна.

Следует обратить внимание на то, что все при-
веденные на рис. 3–6 зависимости потерь TL от
размера наклонного участка rt носят осциллирую-
щий характер вплоть до значения rt  1500 м, ко-
торое соответствует углу наклона клина около 1°.
Наличие осцилляций свидетельствует о перекач-
ке энергии между различными волноводными мо-

≈

дами. Таким образом, для расчета звукового поля
при углах клина больше 1° учет взаимодействия мод
необходим. Данная оценка согласуется с результа-
тами, полученными ранее в работах [12, 13].

Отметим также, что изменение направления
акустической трассы в горизонтальной плоско-
сти от 0 до 45° относительно линии наибольшего
возрастания глубины (в этом диапазоне углов го-
ризонтальная рефракция выражена слабо) соот-
ветствует увеличению размера наклонного участ-
ка дна rt в 1.4 раза. При таком повороте средние
потери увеличиваются незначительно – до 2 дБ.

Вернемся к случаю постоянной по глубине
скорости звука и рассмотрим более подробно за-
висимость TL от частоты в диапазоне от 200 до
800 Гц для наклонного участка rt, отвечающего
минимуму потерь на частоте 400 Гц. Из рис. 7 сле-
дует, что спектр средних потерь не является мо-
нотонным, и в нем наблюдается характерная мо-

Рис. 4. То же, что и на рис. 3, но для параболического профиля.
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дуляция, обусловленная межмодовым взаимо-
действием. Глубина модуляции составляет около
2 дБ. Подобные вариации в спектре средней интен-
сивности могут служить индикатором межмодового
взаимодействия в натурном эксперименте [16].

Представленные выше результаты относятся к
акустической трассе фиксированной протяжен-
ности rmax. Выясним, как будет вести себя величи-
на TL по мере приближения излучателя к прием-
ной антенне. Будем полагать, что глубина источ-
ника при перемещении остается неизменной zs.
На рис. 8 изображены зависимости TL от гори-
зонтальной координаты излучателя относитель-
но начальной точки при различных условиях. За-
метим, что по мере приближения источника к
приемной антенне потери сначала возрастают
(кривая идет вниз), а по достижении конца на-
клонного участка снова начинают уменьшаться
(кривая идет вверх). Таким образом, на выходе
акустической трассы равные уровни средней ин-
тенсивности могут быть получены для источни-
ков, находящихся на существенно разных расстоя-
ниях от приемной системы. Разность расстояний
достигает нескольких километров. Причиной та-
кого поведения потерь является резкое изменение
коэффициента возбуждения первой моды C1 в на-

чальной точке трассы: при изменении толщины
водного слоя с 8 до 38 метров и фиксированной
глубине источника 4 м величина C1 снижается
примерно в 7 раз. Как и ранее, наиболее сильный
эффект достигается для акустически мягкого дна.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе аналитически и в рамках численного

эксперимента продемонстрирована возможность
существования такого размера наклонного участ-
ка дна, при котором потери энергии при распро-
странении звука будут минимальны при условии,
что глубина волновода в начальной и конечной
точках фиксирована и по трассе меняется моно-
тонно. Для маломодового режима распростране-
ния звука и линейного профиля акустически мяг-
кого дна аналитическая оценка этого размера,
полученная методом нормальных волн, совпала с
модельной оценкой методом широкоугольного
параболического уравнения. Обнаружено, что
наиболее сильные вариации средней по глубине
интенсивности звукового поля в зависимости от
профиля нижней границы волновода наблюда-
ются для акустически мягкого дна. Несмотря на
то, что для случая акустически жесткого дна и при
наличии градиентного профиля скорости звука
аналитические оценки не получены в явном виде,

Рис. 5. Зависимости TL(rt) для частот 200 Гц (сплошная линия), 400 Гц (крупный пунктир) и 800 Гц (штрихпунктир)
для линейного профиля дна при постоянной скорости звука в водном слое. (a) – cb = 350 м/с, (б) – cb = 1600 м/с.
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оптимальный профиль дна можно оценить мето-
дом численного моделирования, и само утвер-
ждение о наличии максимума в уровне принятого
сигнала (как функции длины наклонного участ-
ка) остается верным.

Приведенные оценки “оптимального” разме-
ра rt допускают обобщение на случай, когда после
наклонного участка, где заметно проявление

межмодового взаимодействия, следует участок не
с постоянной глубиной, а также наклонный, при
распространении над которым справедливо адиа-
батическое приближение (наклон менее 1°).

Полученные результаты могут быть использо-
ваны для определения линий уровня шумового
воздействия [17], а также при выборе оптималь-
ного расположения излучающих гидроакустиче-

Рис. 6. (a, б) – То же, что на рис. 5 для переменной по глубине скорости звука, (в) – профиль скорости звука.
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ских систем, работающих в мелководных при-
брежных областях.

Работа выполнена при поддержке РФФИ,
проект № 16-32-60194, и программы президиума
РАН № 5 “Фотонные технологии в зондировании
неоднородных сред и биообъектов”.
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