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Выявлено влияние микрополярности материала на распространение одномерной электроупругой
волны по разным срезам пьезокристалла класса 6mm. Показано, что микрополярность приводит к
дисперсии одномерной электроупругой волны и запрещает распространение высокочастотных
волн упругого сдвига. В случае нормально падающей электромагнитной волны на поверхность пье-
зоэлектрического полупространства по направлению оси поляризации пьезокристалла, в полупро-
странстве возникают три ветви локализованных у поверхности электроупругих волн. Из уравнения
дисперсии найден частотный интервал существования этих волн. Численно исследовано поведение
волновых характеристик и частотных зон в зависимости от микрополярности пьезоэлектрика.
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ВВЕДЕНИЕ

В рамках классической теории упругости осо-
бенности распространения волновой энергии в
средах с различными физическими свойствами
подробно изложены в монографиях [1–3]. Одна-
ко, между результатами классической теории
упругости и экспериментов во всех случаях появ-
ляется расхождение, когда изменения в микро-
структуре тела существенны. Такие расхождения
появляются также в случаях сыпучих сред и муль-
тимолекулярных структур, в которых существенна
микрополярность материала. Влияние микро-
структуры особенно очевидно в случае упругих ко-
лебаний высокой частоты и малой длины волны.

Полная теория асимметричной упругости бы-
ла разработана лишь в 1909 г. братьями Francois и
Eugene Cosserat [4]. На данный момент имеется
обширная литература по исследованию проблем
механики на основе микрополярной теории
упругости (на основе среды Коссера). Кроме
обобщающих работ [5–7], в ряде публикаций по-
следних лет дается обоснование эффективности
использования таких моделей обобщенных (не-
классических) континуумов (модель среды Кос-
сера специального вида) для описания физико-

механических свойств наноматериалов и метама-
териалов.

В публикации [8] рассматриваются результаты
самых последних научных статей: новые модели,
применение известных моделей для новых задач,
микро и макро-аспекты, возможности определе-
ния конститутивных уравнений, или старые про-
блемы с неудовлетворительными решениями, ос-
нованными на классических предположениях о
континууме. В публикациях [9, 10] внимание об-
ращено на статьи, описывающие микро- и макро-
поведение, новые теоремы существования и един-
ственности, формулировки многомасштабных
проблем. Основное внимание уделено вопросам
моделирования среды со значительной микро-
структурой и свойствам обобщенного континуума
в результате многомасштабных моделей. Книга
[11] представляет собой сборник материалов по
микрополярным, микроморфным и градиентным
средам. Основное внимание уделяется распро-
странению волн, проблемам стабильности, гомо-
генизации и отношениям между дискретными и
непрерывными моделями. В сборнике [12] рас-
смотрены нестандартные методы описания мате-
риалов (обобщенная модель). Темы варьируются
от микромеханических основ до инженерных при-
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ложений, фокусируясь на новых моделях и приме-
нениях известных моделей для новых задач.

В статье [13] утверждается, что пьезоэлектри-
ческие материалы обладают такой кристалличе-
ской структурой, которая требует учета степени
свободы вращения частиц. В согласии с этим, в
настоящей статье предлагается, в отличие от [13],
учесть микровращение на основе более простой
модели, позволяющей получить аналитические
результаты. При этом ограничиваемся рассмот-
рением некоторых модельных задач о распро-
странении волн в наиболее исследованных на
практике пьезоэлектриках класса 6mm гексаго-
нальной симметрии.

1. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
ДЛЯ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИКА КЛАССА 6mm 
С УЧЕТОМ УПРОЩЕННОЙ МОДЕЛИ 

СРЕДЫ КОССЕРА

В прямоугольной декартовой системе коорди-
нат  для упрощенной модели Коссера приме-
няются известные линейные уравнения движе-
ния классической теории упругости [14, 15]

(1)

В предположении, что пьезоэлектрический мате-
риал принадлежит к классу 6mm и поляризован
по направлению координатной оси  матери-
альные уравнения электромеханических осевых
напряжений запишутся в виде

(2)

С учетом микрополярности материала касатель-
ные напряжения уже не являются симметричны-
ми и определяются следующим обобщением ма-
териальных уравнений:

(3)
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В (3) к известным функциональным связям элек-
троупругости [14] добавлены слагаемые, обуслов-
ленные инерцией вращений частиц по упрощен-
ной модели Коссера [16, 17]. Здесь  – коэффици-
ент, характеризующий инерцию поворота частиц, а
связь линейных деформаций и поворотов через
компоненты вектора упругого перемещения сле-
дующая:

(4)

Наряду с линейными уравнениями движения
классической теории упругости, решаются также
уравнения электродинамики

(5)

Приведенные уравнения для пьезоэлектрика
класса 6mm связаны посредством материальных
соотношений электромагнитного поля

(6)

В приведенных соотношениях (1)–(6) фигуриру-
ют физико-механические постоянные:  – плот-
ность среды,  – модули упругости,  – пьезоэлек-
трические модули, коэффициенты  – диэлектриче-
ской и  – магнитной проницаемостей материала.
В дальнейшем для индексов будем пользоваться
также подобием i; j; k; m; n  

2. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ОДНОМЕРНЫХ 
ЭЛЕКТРОУПРУГИХ ВОЛН 

В МИКРОПОЛЯРНОМ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИКЕ 
КЛАССА 6mm С УПРОЩЕННОЙ 
СТРУКТУРОЙ СРЕДЫ КОССЕРА

Поскольку пьезоэлектрики – анизотропные
упругие среды, исследование распространения
одномерных волн для приведенной выше среды
приводит к различным случаям в зависимости от
выбора направления распространения и типа
(продольная или поперечная) волны.

Наиболее простой случай, когда требуется учет
влияния обоих эффектов, – это поперечная волна
(волна с единственной компонентой перемещения).
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2.1. Одномерная волна сдвига с вектором 
перемещения, параллельным оси поляризации 

пьезокристалла  распространяется 
в плоскости изотропии пьезокристалла по 

произвольной оси 0x
Пусть характеристики волногого поля не зави-

сят от остальных координат (  ).
При указанных ограничениях из системы уравне-
ний (1) и (5) с использованием материальных
уравнений (2), (3), (4) и (6) получается:

(7)

Из (7) следует, что при возбуждении упругих пе-
ремещений w(x, t) появляется сопутствующее
электрическое поле. В случае гармоничных коле-
баний из системы (7) можно вывести уравнение
для упругой сдвиговой волны

(8)

где  =  – коэффициент электромехани-
ческой связи материала.

Если решениe (8) представить в виде нормаль-
ной волны w(x, t) = Cexp i(ωt – kx), то для фазовой
скорости получится

(9)

где  =  – скорость упругой сдвиговой вол-
ны, β = J/ρ – параметр микрополярности.

Следовательно, учет пьезоэлектрического эф-
фекта материала приводит к увеличению фазовой
скорости, а учет микровращения частиц приво-
дит к дисперсии сдвиговой волны и уменьшению
ее скорости.

Из выражения (9) легко получить частотную
характеристику этой волны

(10)

здесь  = 
На рис. 1 приведены графики изменения дли-

ны волны упругого сдвига при учете и при неучете
микрополярности и/или пьезоэлектрического
эффекта материала. Приведенные кривые соот-
ветствуют следующим случаям: линия  – не
учитывается микрополярность среды, а коэффи-
циент электромеханической связи χ2 = 0.41; ли-
ния  – не учитываются и микрополярность,
и пьезоэлектрический эффект среды; линия

– учитываются и микрополярность, и пье-
зоэлектрический эффект среды, причем коэффи-
циент электромеханической связи χ2 = 0.41, а па-
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раметр микрополярности β = 1.0. Отсюда нахо-
дим зону допустимых частот для волновых
сигналов упругого сдвига

(11)
Результат, аналогичный (10)-(11), получается,

если волна распространяется по направлению ко-
ординаты  и   поскольку пье-
зоэлектрик класса 6mm трансверсально изотроп-
ная среда с плоскостью изотропии 0xy.

2.2. Одномерная волна сдвига с вектором 
перемещения, лежащим в плоскости изотропии 
пьезокристалла  распространяется 

по направлению оси поляризации пьезокристалла 0z
Наиболее общий случай получается, если по-

перечная волна распространяется по координат-
ной оси 0z:

(12)

Отыскиваем решение системы (12) в виде
плоских гармоничных волн
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Подставляя решения (13) в уравнения (12) и
приравнивая нулю детерминант полученной си-
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Рис. 1. Изменение длины одномерной волны упруго-
го сдвига  в пьезоэлектрике окиси цинка
ZnO: сt = 2.735 × 103 м/с, χ2 = 0.41, при разных значе-
ниях микрополярности материала: β1 = 0.35, β2 =
= 0.025, β3 = 1.0.
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стемы линейных алгебраических уравнений от-
носительно произвольных постоянных C, D, F,
получаем характеристическое уравнение

(14)

где  =  – скорость электромагнитных
волн в пьезоэлектрической среде, c10  3 × 108 м/с –
скорость света в вакууме, диэлектрическая про-
ницаемость вакуума ε10  8.8542 × 10–12 Ф/м, μ0 =
= 4π × 10–7 Гн/м – магнитная постоянная (магнитная
проницаемость вакуума),  – относительная и
μa = μ1μ0 – абсолютная магнитная проницаемо-
сти среды.

В квазистатическом приближении

 взаимодействие упругого сдвига с
сопутствующими электромагнитными колебани-
ями будет характеризоваться уравнением

(15)

откуда находим фазовую скорость V(ω) = ω/p =

=  Очевидно, что в квазистатиче-
ском приближении пьезоэлектрический эффект
на распространение одномерной сдвиговой вол-
ны не влияет. Однако, микрополярность матери-
ала приводит к возникновению дисперсии.
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В общем случае, из уравнения (14) получим две
пары корней для фазовой скорости 

(16)

(17)

Из полученных решений следует, что при неучете
микрополярности материала, когда  рас-
пространяются взаимосвязанные ветви упругого
сдвига и электромагнитной волны с фазовыми
скоростями. В квазистатическом приближении,
когда  и , эти ветви волн раз-
дельно распространяются со скоростями  =
=  и  =  соответственно. В
отличие от предыдущей задачи, здесь зоны за-
претных частот не существуют. Изменение фазо-
вой скорости одномерной волны упругого сдвига

 при разных значениях микрополярно-
сти материала показано на рис. 2.

Уравнения (12) также показывают, что падаю-
щая на тело из пьезоэлектрического микрополяр-
ного материала электромагнитная волна может
привести к появлению упругой сдвиговой волны.

3. БЕСКОНТАКТНОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ 
ВОЛНЫ УПРУГОГО СДВИГА

Пусть на полупространство из пьезоэлектри-
ческого микрополярного материала класса 6mm
падает нормальная электромагнитная волна

   в направлении коор-
динатной оси 0z. Согласно уравнениям электро-
динамики в вакууме, падающая нормальная элек-
тромагнитная волна определяется из

(18)

Уравнения волн, распространяющихся в среде
0 < z <  даются уравнением (12) при условиях на
границе раздела:
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Рис. 2. Изменение фазовой скорости одномерной
волны упругого сдвига  в пьезоэлектрике
окиси цинка ZnO: сt = 2.735 × 103 м/с, χ2 = 0.41, при
разных значениях микрополярности материала: β1 =
= 1.5, β2 = 0.25, β3 = 3.5.

2500

2000

1500

1000

500

3000

102 4 6 8
k

Vф (k)

V3ф (k)
V1ф (k)

V2ф (k)

{ ( , ),0,0}u z t



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 65  № 5  2019

ОБ УЧЕТЕ МИКРОВРАЩЕНИЙ ЧАСТИЦ 583

или вместо условия механически свободной по-
верхности  условие жесткой заделки
поверхности 

Согласно (18) падающая волна задается следу-
ющим образом:

(20)

где  =  – волновое число падающей вол-
ны. Соответствующие выражения для отражен-
ной электромагнитной волны будут

(21)

где амплитуда  подлежит определению.
Согласно решению системы (12) вида (13) и

значениям корней характеристического уравне-
ния (14) выражения для преломленных волн по-
лучаются в виде

(22)

(23)

Подстановка (20) и (23) в граничные условия
(19), с учетом структуры электромагнитного поля

(24)

приводит к системе уравнений относительно ис-
комых постоянных B, C1, C2:

(25)

В случае, когда граница полупространства за-
креплена  последнее уравнение из (25)
замещается уравнением

(26)
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Здесь, для примера, коэффициенты отраженной
 и преломленных  волн приведены для ва-

рианта закрепленного края

(27)

где

(28)

С учетом фазовых значений  и  из (28)
условие, при котором электромагнитная волна не
отражается,  приводится к виду

(29)

Аналогичное уравнение прозрачности среды
также получается в случае механически свобод-
ной поверхности раздела 

(30)

Значения волновых параметров  и
 определяются по (16) и (17) соответ-

ственно.
При падении на полупространство из пьезо-

электрического микрополярного материала клас-
са 6mm нормальной электромагнитной волны,
частотные зоны прозрачности материала опреде-
ляются коэфиициентом [s1(ω) – s2(ω)]/[s1(ω) +
+ s2(ω)]. Закономерность изменений этого коэф-
фициента приведена на рис. 3. Приведенные на
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Рис. 3. Поведение коэффициента прозрачности
 для разных пьезоматериалов с коэффици-

ентами электромеханической связи  = 0.11 и  = 0.41.
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рисунке графики показывают, что частотные зо-
ны прозрачности пьезоэлектрического материа-
ла, с учетом также его микрополярности для обо-
их случаев поверхностных условий σzx(0, t) = 0 и
u(0, t) = 0, отсутствуют.

4. УРАВНЕНИЯ ДВУМЕРНОЙ ЗАДАЧИ 
ПЬЕЗОЭЛЕКТРИКА С УЧЕТОМ 
МИКРОПОЛЯРНОСТИ СРЕДЫ

Из приведенных основных трехмерных соот-
ношений для пьезоэлектрика класса 6mm с уче-
том упрощенной модели среды Коссера, при
предположении независимости искомых вели-
чин волнового поля от координаты  
как и для классических задач теории упругости
изотропного тела [18], получаем разделенные
уравнения плоской и антиплоской деформаций.

Уравнение задачи плоской деформации:

(31)

Функциональные связи:

(32)

С учетом (32) первые два уравнения системы (41)
приводятся к уравнениям относительно переме-
щений u(x; y; t), (x; y; t) и компоненты электри-
ческого поля E3(x; y; t)

(33)
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Из остальных уравнений системы (31) можно ис-
ключить компоненты магнитного поля  и 
что дает

(34)

Таким образом, уравнения задачи плоской де-
формации cвелись к системе трех уравнений отно-
сительно трех искомых функций u(x, y, t), (x, y, t),
E3(x, y, t). При помощи преобразований Ламе [18]

(35)

система из уравнений (33)–(34) приводится к
следующему виду:

(36)

Из разделенных уравнений (36) следует, что учет
пьезоэлектрического эффекта материала приво-
дит к влиянию поперечного электрического поля
E3(x, y, t) на обе компоненты перемещения u(x, y, t)
и (x, y, t) посредством потенциальной функции
ϕ(x, y, t) Ламе. Учет же микровращения в матери-
але приводит к изменению обеих компонент пе-
ремещения u(x, y, t) и (x, y, t) посредством функ-
ции вращения ψ(x, y, t) Ламе.

Уравнения задачи антиплоской деформации:
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Функциональные связи:
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Подстановка (38) в уравнение (37) и исключение
компонент электрического поля E1(x, y, t) и E2(x, y, t)
из уравнений электродинамики приводит к

(39)

(40)

(41)

Из уравнений (41) следует уравнение

(42)

то есть уравнения относительно упругого сдвига
w(x, y, t) и дивергенции электрического поля

 +  разделяются. Для задач гармо-

нических колебаний  уравнение (42) упро-
щается

(43)

и уравнение (39) приводится к автономному виду

(44)

Таким образом, для гармонических колеба-
ний антиплоская задача приводится к решению
автономных уравнений (40) и (44) относительно
H3(x, y, t) и w(x, y, t).

5. ВОЛНА ГУЛЯЕВА–БЛЮСТЕЙНА 
В ПЬЕЗОЭЛЕКТРИКЕ КЛАССА 6mm 

С УЧЕТОМ УПРОЩЕННОЙ МОДЕЛИ 
СРЕДЫ КОССЕРА

На основе приведенных уравнений антиплоской
задачи можно рассмотреть задачу распространения
волн в полупространстве – аналог волн Гуляева–
Блюстейна [19]. Пусть полупространство из пьезо-
электрического материала класса 6mm занимает об-
ласть  < x <  0 ≤ y <   < z < 

Предполагается, что граница полупростран-
ства свободна от механических напряжений и за-
землена

(45)

Требуется найти решение уравнений антиплос-
кой задачи, удовлетворяющих условиям

(46)
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Решение уравнений (40) и (44) представляется
в виде

(47)

С учетом (47) из уравнений (41) получаются ком-
поненты электрического поля

(48)

Подстановка  из (47) в уравнение (44)
приводит к обыкновенному дифференциальному
уравнению относительно функции 

(49)
где
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В результате решения уравнений (49), (53),
удовлетворяющие условиям затухания, будут
иметь вид

(54)
Требование, чтобы решения (47)–(48) удовле-

творяли граничным условиям (45), приводит к
системе

(55)

Условие равенства нулю детерминанта этой си-
стемы приводит к уравнению, определяющему
приведенную фазовую скорость поверхностной
волны 

(56)

где  =  – приведенный коэффициент
электромеханической связи пьезоэлектрика,  =

=  – приведенная скорость объемных
сдвиговых волн в пьезоэлектрике.

Из уравнения дисперсии (56) очевидно, что
зона допустимых частот образуется согласно об-
ласти определения независимой переменной 

(57)

Из (57) очевидно, что при неучете микропо-
лярности материала  здесь, как и в квази-
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ного электроупругого поля получается решение
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При учете микрополярности материала 

в квазистатическом приближении  дис-
персионное уравнение (56) принимает вид

(58)

откуда получается влияние микрополярности
пьезоэлектрического материала на поверхност-
ную волну Гуляева–Блюстейна

(59)

Результаты сравнительного анализа фазового
поведения волнового поля при учете разных
свойств материала приведены на рис. 4. Из (59)
легко получаются как фазовые скорости предель-
ных волн (в случаях предельных значений харак-
терных коэффициентов материала)

так и фазовые скорости при ненулевых значениях
характерных коэффициентов пьезоэлектриче-
ского микрополярного материала

Если вместо граничных условий (45) рассмат-
ривать граничные условия

(60)

то получается, что поверхностная волна не суще-
ствует. В квазистатическом приближении усло-
вие  соответствует условию электри-
чески открытой границы  [20].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основе приведенных основных уравнений

электроупругости пьезоэлектрика класса 6mm с
учетом упрощенной модели среды Коссера изуче-
ны характерные явления при распространении
сдвиговых волн.

Рассматривается влияние микрополярности
на распространение одномерной электроупругой
волны сдвига в разных кристаллических срезах
пьезокристалла. Показывается, что микрополяр-
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Рис. 4. Приведенная фазовая скорость квазистатиче-
ской волны Гуляева–Блюстейна при разных значе-
ниях коэффициентов микрополярности и электроме-
ханической связи пьезоэлектрика класса 6mm.
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ность приводит к дисперсии и замедляет распро-
странение волны.

Изучено явление бесконтактного возмущения
электроупругой волны в пьезоэлектрике посред-
ством электромагнитной волны. Выявлен харак-
тер возбужденного волнового поля в пьезомате-
риале и влияние учета микрополярности на него.
Определены частотные зоны прозрачности мате-
риала.

Изучено влияние микрополярности материала
по упрощенной модели среды Коссера на суще-
ствование и распространениe электроупругой по-
верхностной волны Гуляева–Блюстейна. В слу-
чае нормально падающей магнитоупругой волны
на поверхность пьезоэлектрического полупро-
странства, по направлению оси поляризации пье-
зокристалла, в полупространстве возникают три
ветви локализованных у поверхности электро-
упругих волн. Из уравнения дисперсии найден
частотный интервал существования этих волн.

Найдены также зоны частот, при которых пье-
зоэлектрик становится прозрачным для данных
магнитоупругих волн.
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