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Построена теория оптических мод в эллиптическом микрорезонаторе при помощи функций Матье

в эллиптических координатах. Ключевым отличием от цилиндрического случая является расщепление

двукратно вырожденных мод. Проведен численный расчет расщепленных оптических мод и определена

их симметрия. Предложен метод подбора параметров резонатора для выделенной длины волны. Энергия

оптических мод в резонаторе с металлическими стенками и в диэлектрическом резонаторе не отличается

больше чем на ∼ 20 %. Дисперсионные зависимости оптических мод показывают возможность вырожде-

ния мод различной симметрии, что позволяет провести спектральную и поляризационную фильтрацию

излучения источников одиночных фотонов и создать источники многократно запутанных состояний.
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1. Введение. Одной из задач квантовой на-

нофотоники является создание высокоэффективных

источников одиночных фотонов (ИОФ), в которых

дипольными излучателями являются квантовые точ-

ки (КТ). Ключевым способом для усиления излу-

чения и его наиболее эффективного направленно-

го вывода от излучателей является использование

микрорезонаторных структур. Так, одними из наибо-

лее известных и перспективных вариантов конструк-

ций микрорезонаторов для ИОФ являются резонанс-

ные фотонные кристаллы [1, 2], а также цилиндри-

ческие вертикальные микрорезонаторы [3]. Напри-

мер, для реализации ИОФ в спектральном диапазоне

∼ 920 нм используют цилиндрические микрорезона-

торы радиусом 1–4 мкм c распределенными брэггов-

скими отражателями AlGaAs/GaAs над и под GaAs

активной областью c квантовыми точками на осно-

ве InGaAs/GaAs [4]. Резонатор построен таким об-

разом, что оптический переход реализуется вблизи

энергии вырожденной по поляризации волноводной

оптической моды типа HE11, а также расположен в

максимуме амплитуды реализуемой оптической мо-

ды. Это позволяет ускорить излучение КТ за счет

эффекта Парселла, а также эффективнее вывести

излучение наружу.

Однако при создании таких источников возника-

ет ряд проблем, описанных в обзоре [5], которые мо-

гут ухудшать оптические характеристики, например,

степень неразличимости фотонов. Одной из них яв-
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ляется накачка КТ высоко в зону проводимости с ее

дальнейшим рассеянием с непредсказуемым време-

нем излучения. Эту проблему удается обойти за счет

использования резонансной или квази-резонансной

накачки, что позволяет избежать потери в степе-

ни неразличимости за счет большей определенно-

сти времени жизни излучающего состояния. Одно-

временно с этим в эксперименте при детектировании

приходится бороться с рассеянным излучением ла-

зерной накачки: для резонасных фотонных волново-

дов излучение накачки и детектирование разделяют

пространственно [2], тогда как в случае с цилиндри-

ческими микрорезонаторами одним из способов яв-

ляется использование спектральной фильтрации по

поляризации [6]. Последний способ уменьшает эф-

фективность источника как минимум на 50 %, что

фундаментально ограничивает масштабирование та-

ких источников.

Одним из путей преодоления проблемы ухудше-

ния эффективности ИОФ является понижение сим-

метрии системы таким образом, что ранее двукратно

вырожденная фундаментальная оптическая мода ре-

зонатора расщепится по поляризации [7]. Этого мож-

но достигнуть, изменив геометрию цилиндрического

резонатора, перейдя от кругового сечения к эллип-

тическому [8, 9]. В результате такого расщепления в

дальнем поле излучение из резонатора оказывается

линейно поляризованным. Подбирая эксцентриситет,

можно добиться того, что две моды такого резонато-

ра окажутся почти вырожденными и при этом поля-

ризованными во взаимно перпендикулярном направ-
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лении в дальнем поле. Тогда, имея две оптических

моды с поляризацией V - и H-, появляется возмож-

ность возбуждать, например, V -моды внешним лазе-

ром, тогда как при малом межмодовом расстоянии

∆ω в резонаторе будет возбуждаться и H-мода, что

приведет к возбуждению ИОФ. Поскольку возбуж-

дающее излучение и испускаемые фотоны поляризо-

ваны во взаимно перпендикулярных направлениях,

то на выходе можно получить высокую эффектив-

ность вывода излучения – вплоть до 93 % по оценкам

авторов.

Для получения полупроводниковых цилиндриче-

ских и эллиптических наноколонн со вставкой из

квантовых излучателей в первую очередь использу-

ют метод молекулярно-пучковой эпитаксии (МПЭ).

Этот метод позволяет с атомарной точностью вы-

ращивать планарные брэгговские зеркала, а также

слои КТ с минимальным числом дефектов для по-

лучения близкой к единице квантовой эффективно-

сти КТ. В таких резонаторах можно достичь высоких

значений добротности порядка Q ∼ 104. Цилиндри-

ческая или эллиптическая форма наноколонн полу-

чается с помощью электронной литографии и после-

дующим ионным травлением [10]. Таким образом, те-

кущая технология позволяет получать практически

любые формы и размеры резонаторов.

Для контроля параметров резонатора требует-

ся предварительное численное моделирование. Как

правило, к нему относятся методы решения уравне-

ний Максвелла во временной или частотной области.

К сожалению, использование большого числа сло-

ев в структуре (например, в брэгговских зеркалах)

повышает вычислительную сложность задач: увели-

чивается требование по памяти, а также вычисли-

тельной мощности. Кроме того, использование па-

раметрических разверток по выделенному парамет-

ру для подбора идеального дизайна в значительной

степени увеличивает время выполнения заданного

алгоритма.

В этой работе мы представляем методику,

позволяющую быстро подбирать необходимые па-

раметры эллиптического резонатора, повышающие

эффективность ИОФ. Мы предлагаем метод по-

иска энергии оптических мод, а также расчет их

пространственного распределения в двумерном

металлическом резонаторе и представляем оценки

погрешности при переходе к диэлектрическому и

нульмерному резонатору с трехмерным квантова-

нием за счет брэгговских зеркал. Нами предложен

метод, с помощью которого можно возбуждать почти

вырожденные состояния для получения эффектив-

ного источника одиночных и запутанных фотонов.

2. Теоретическое описание оптических мод.

Для описания модовой структуры эллиптического

резонатора рассмотрим точно решаемую задачу об

эллиптическом резонаторе с идеальными металличе-

скими стенками. Эта задача частично рассмотрена в

книге [11]. Моды резонатора определяются уравне-

нием для z компоненты электрического (TM мода)

или магнитного (ТЕ) поля. Прочие компоненты че-

рез них выражаются. Уравнение для соответствую-

щей компоненты выглядит одинаково:

(
−n

2ω2

c2
−∆

)
A = 0, (1)

где A – Ez (Hz) для TM (ТE) моды, cоответственно,

n2 = εµ, c – скорость света в вакууме. Для метал-

лического резонатора переменные в уравнении (1)

делятся, поэтому оператор ∆ можно представить в

виде ∆ = ∆2 + ∂2

∂z2 , где ∆2 – двумерный оператор

Лапласа. Считая A = B(x, y)Z(z), получим

d2Z

dz2
= −k2zZ, (2)

∆2B = −k2‖B, (3)

где k|| – волновой вектор моды в плоскости слоя, kz –

поперечный волновой вектор, а k2‖ + k2z = n2ω2

c2 .

Введем эллиптические координаты в плоскости

резонатора. Пусть a и −a – положения фокусов эл-

липса на оси x. Тогда координаты x и y будут опи-

сываться как

x = a chµ cos ν,

y = a shµ sin ν,

где µ ≥ 0, а ν ∈ [0, 2π]. При такой замене переменных

линии уровня µ = const являются эллипсами, один

из которых должен совпасть с границей резонатора.

В каноническом уравнении эллипсов

x2

b21
+
y2

b22
= 1, (4)

параметры эллипса равны b21 = a2 ch 2µ и b22 =

a2 sh2 µ. Параметр µ в данном случае отвечает за

степень сплющенности эллипса и находится из со-

отношения µ = arcth b2
b1

. Так, в цилиндрическом слу-

чае µ = ∞, а при увеличении степени сплющенности

стремится к нулю. После такой замены переменных

уравнение (3) перейдет в

1

a2(sh2 µ+ sin2 ν)

(
∂2B

∂µ2
+
∂2B

∂ν2

)
+ k2‖B = 0. (5)
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Пример поиска оптических

мод двумерного эллиптического диэлектрического ре-

зонатора с металлическими стенками в TM поляри-

зации с использованием трансцендентного уравнения

(14) для двух произвольных угловых квантовых чисел

m = 1 (сверху) и m = 5 (снизу). Пересечение линий

с осью x отвечает за разные радиальные квантовые

числа r, начиная с r = 1, при первом пересечении на

больших длинах волн. Для каждой точки пересечения

показано двумерное пространственное распределение z

компоненты электрического поля

Вводя B = M(µ)N(ν) и воспользовавшись форму-

лой двойного угла 2 sin2 x = 1 − cos 2x и ее гипер-

болическим аналогом, после разделения переменных

получаем пару уравнений

N ′′ +

(
α−

k2‖a
2

2
cos 2ν

)
, N = 0 (6)

M ′′ −
(
α−

k2‖a
2

2
cosh 2µ

)
M = 0, (7)

где α – еще одна константа разделения. При этом

функция N должна быть 2π периодической, а для

функции M в металлическом резонаторе на границе

должно выполняться одно из следующих граничных

условий:

N(ν + 2π) = N(ν), (8)
{
M(µ0) = 0 для ТМ

M ′(µ0) = 0 для TE,
(9)

где µ0 – значение µ, при котором линия уровня µ

совпадает с границей резонатора. Уравнение (6) сов-

падает с уравнением Матье

y′′(z) + (α− 2q cos 2z)y(z) = 0, (10)

а уравнение (7) — с модифицированным уравнением

Матье, получающемся из (10) заменой z = iu

y′′(u)− (α− 2q cosh 2u)y(u) = 0,

где

q =
k2‖a

2

4
. (11)

Для того, чтобы найти константы α и k‖ и, тем са-

мым, спектр резонатора, необходимо воспользовать-

ся граничными условиями (8) и (9). Для этого необ-

ходимо отобрать 2π периодические решения уравне-

ния Матье и решения модифицированного уравне-

ния Матье, имеющие корень при заданном µ0. Про

уравнение Матье известно [12], что для пары зна-

чений (α, q), q 6= 0, может существовать не более

одного периодического решения периода π или 2π.

При фиксированном q существует дискретный набор

альф (αm), для которых решения периодичны. Ин-

декс m нумерует число корней функции на периоде.

Важным отличием от привычного цилиндра являет-

ся то, что эти альфы невырождены.

Для цилиндра q = 0 и каждому α > 0 соот-

ветствуют два периодических решения sin ν и cos ν

с одинаковой частотой моды. В эллипсе эти реше-

ния расщепляются по частоте. Появляется четное

решение как аналог косинуса – cem и нечетное реше-

ние как аналог синуса – sem, имеющие в общем слу-

чае разные частоты. Для модифицированных функ-

ций Матье вводятся соответствующие функции от

мнимого аргумента Cem(x) = cem(ix) и Sem =

= −i sem(ix), у которых индекс m привязан с чет-

ному или нечетному решению уравнения Матье.

Согласно [11], решение уравнения (5) выглядит

следующим образом:

Bzm = Cm ce(ν, qmr)Ce(µ, qmr) для ТM моды, (12)

Bzm = Cm se(ν, qmr)Se(µ, qmr) для ТE моды, (13)
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где Bz соответствует Ez (Hz) для ТМ (TE) моды.

Остальные комбинации типа cem(ν, qmr) Sem(µ, qmr)

запрещены условием непрерывности на отрезке, со-

единяющем точки −a и a. Индекс r нумерует корни

функции Cem или Sem. При заданной геометрии эл-

липса возникают две, в общем случае, невырожден-

ные частоты q
(i)
mr, которые определяются из условий

0 =

{
Ce(µ0, q

(1)
mr)

Se(µ0, q
(2)
mr)

для ТМ моды (14)

0 =

{
∂µ Ce(µ0, q

(1)
mr)

∂µ Se(µ0, q
(2)
mr)

для ТE моды.. (15)

2.1. Примеры оптических мод. Для сравнения

рассмотрим отличие цилиндрического резонатора от

эллиптического и ограничимся случаем ТМ моды.

Как известно, в цилиндре решение для Ez двукратно

вырожденно [13] и выглядит следующим образом:

Ez = CJm(qR)

{
cos(mϕ)

sin(mϕ)
,

гдe q2 = n2ω2

c2 − k2z . Собственная частота моды опре-

деляется из условия

Jm(qR) = 0, (16)

где R – радиус цилиндра. Для эллиптического же

случая в TM поляризации (12) вместо двукратно вы-

рожденной оптической моды (16) возникают два соб-

ственных числа q
(1)
mr и q

(2)
mr из (14). Собственная час-

тота определяется из условия

k
(i)
‖,mr =

√
4q

(i)
mr

a2
. (17)

На рисунке 1 показан пример поиска длины

волны оптических мод TM поляризации с заранее

заданными квантовыми числами (m, r) в двумер-

ном эллиптическом диэлектрическом микрорезона-

торе с металлическими стенками, заполненном GaAs

(nGaAs = 3.5) и kz = 0. Для этого решались трансцен-

дентные уравнения (14) с размерами b1 = 1000 нм,

b2 = 700 нм. Расщепленные моды TM(1) и TM(2) от-

личаются по симметрии относительно главной оси

эллипса; четные моды с одинаковыми квантовы-

ми числами (m, r) находятся ниже по энергии, чем

нечетные, по аналогии с уровнями квантования в

квантовой яме. Первое пересечение c y = 0 для мод

с (m = 1, r = 1) происходит при больших длинах

волн сопоставимых с главной осью эллипса λ(1) ≈
≈ 2b1nGaAs = 7000 нм для TM

(1)
11 , и λ(2) ≈ 2b2nGaAs =

= 4200 нм для TM
(2)
11 . Оптические моды с большими

(m > 1, r = 1) стремятся к границе эллипса и при

увеличении m длину волны обеих оптических мод

можно оценить как λ
(1,2)
m→∞ = nGaAsL/m, где L – пе-

риметр эллипса, а расстояние между этими модами

будет уменьшаться. Такой подход позволяет распо-

знать расщепленные оптические моды и определить

их квантовые числа (m, r), тогда как численный рас-

чет позволяет определить только энергию оптиче-

ских мод и картину распределения электромагнит-

ного поля.

2.2. Задача поиска степени сплющенности. Об-

ратная задача по поиску нужной геометрии (степе-

ни сплющенности) для оптической моды на выделен-

ной частоте показана на рис. 2. Цветом изображены

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость длины волны

симметричной оптической моды TM
(1)
mr для углового

момента m = 1 и нескольких радиальных квантовых

чисел r = 1−5 от степени сплющенности µ в трансцен-

дентном уравнении (14). Красными точками указаны

точки пересечения линий трансцендентного уравнения

с осью x для µ0 = 0.867, что соответствует b1 = 1000 нм

и b2 = 700 нм, показанным на рис. 1

значения модуля модифицированной функции Ма-

тье Ce = Ce(µ, λ) как функции двух переменных µ

и λ для частного случая симметричной оптической

моды TM(1)
rm и m = 1. Мы считаем, что kz = 0 и вы-

ражаем в (11) частоту ω через λ. Оптические моды с

квантовыми числами (m, r) в таком резонаторе соот-

ветствуют нулям функции Ce, которые для нагляд-

ности выделены тонкой белой линией для несколь-

ких первых мод. Красными точками отмечен част-

ный случай резонатора с b1 = 1000 нм и b2 = 700 нм,

по аналогии с рис. 1. Видно, что при уменьшении µ

энергия каждой оптической моды растет. При уве-

личении µ эллипс становится похожим на цилиндр и

дисперсионные кривые расщепленных мод стремят-

ся друг к другу. Таким образом, в эллиптическом
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резонаторе поле представляет из себя произведение

функции, зависящей от одной переменной µ (аналог

радиуса в цилиндрическом случае) и функцию, за-

висящей от второй переменной ν (аналог угла в ци-

линдрическом случае).

Сравнение с численными расчетами показывает,

что в диэлектрическом резонаторе в воздухе для по-

иска требуемой оптической моды нужно корректи-

ровать начальное значение частоты для моды с ма-

лыми (m, r) на 20–30 % относительно частоты тако-

го резонатора с металлическими стенками, либо де-

лать соответствующие поправки в диэлектрической

функции. Более того, описываемая процедура быст-

рого нахождения оптических мод становится верна

для диэлектрического резонатора с большим n, по-

скольку по известной теореме электродинамики ре-

шения уравнений Максвелла в диэлектрических сре-

дах переходят в решения с металлическими гранич-

ными условиями при стремлении разности показате-

лей преломления на границах к бесконечности.

2.3. Случай вырожденных частот. Для созда-

ния наиболее эффективного ИОФ при резонансной

накачке хорошим способом является использование

оптических мод при почти вырожденной частоте.

При таком подходе лазерная накачка может произ-

водиться через одну оптическую моду, а детектиро-

вание в силу небольшого перекрытия исследуемых

оптических мод, происходит через другую оптиче-

скую моду на сдвинутой частоте. Кроме того, ис-

пользование мод разной природы: TE− TM, Ce-Se

и прочие несимметричные комбинации при различ-

ных (m, r) позволяет естественным образом отфиль-

тровать свет по поляризации. На рисунке 3 пред-

ставлены для наглядности несколько дисперсионных

зависимостей оптических мод с малыми (m, r) раз-

личной поляризации в зависимости от геометрии эл-

липтического резонатора TM
(1)
mr и TM

(2)
mr. Энергия

оптических мод сильно зависит от степени сплющен-

ности резонатора. В частном случае при µ > 1 эл-

липс становится слабо отличим от окружности. От-

личие полуосей связано с отличием shx от chx, и это

оно становится малым при x > 1. Поэтому кривые,

соответствующие, например, TM
(1)
41 и TM

(2)
41 , плавно

подходят друг к другу при увеличении µ. Красны-

ми точками на рис. 3 отмечены области длин волн,

при которых ортогональные моды становятся дву-

кратно вырожденными. При создании ИОФ следует

теоретически находить области вырождения и слег-

ка отстраиваться от них в случае, если требуется со-

здать слабое перекрытие для, например, оптической

фильтрации. Также необходимо отметить, что в та-

ких структурах возникают близкие к трехкратному

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимости собственных

длин волн от сплющенности для выборочных (для на-

глядности) расщепленных мод TM
(1)
mr и TM

(2)
mr с кван-

товыми числами m = 1 − 4 и r = 1 для разной сте-

пени сплющенности µ диэлектрического резонатора с

металлическими стенками. µ = 0.9 соответствует сплю-

щенности в 20%. Красными точками показаны области

2х-кратного вырождения оптических мод. На вставке

показан случай 2х-кратного вырождения оптических

мод и близко расположенного третьего состояния

вырожденные состояния (двукратное вырожденное и

близкое третье). Так, на вставке показан пример об-

ласти, где близко по частоте одновременно могут су-

ществовать три попарно ортогональные оптические

моды друг другу (TE
(2)
51 , TE

(1)
61 , TM

(2)
11 ). Такие состоя-

ния можно использовать для оптической накачки че-

рез близко расположенную моду, возбуждая тем са-

мым двукратно вырожденное запутанное состояние.

3. Заключение. Таким образом, в представлен-

ной работе была построена теория оптических мод

в эллиптических микрорезонаторах на основе функ-

ций Матье в диэлектрических микрорезонаторах с

металлическими стенками и показано, что получен-

ные таким способом оценки могут быть использова-

ны в качестве нулевого приближения при расчете ди-

электрических резонаторов. Ключевым отличием от

классического цилиндрического резонатора являет-

ся расщепление двукратно вырожденных мод. Для

большой разницы показателей преломления резона-

тора и его окружения классификацию мод в метал-

лическом резонаторе можно приближенно использо-

вать для диэлектрических резонаторов, как это дела-

ется для круглых волноводов, где в первом прибли-

жении можно не учитывать гибридизацию мод. Мы

продемонстрировали способ подбора параметров ре-

зонатора для задач квантовой фотоники, такие как

близко вырожденные моды для ИОФ или многократ-

но запутанные состояния.
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Appl. Phys. Lett. 118, 061101 (2021).

9. X. Chen, R. Su, J. Liu, J. Li, and X.-H. Wang, Photonics

Research 10, 2066 (2022).

10. B. Gayral, J. M. Gérard, B. Legrand, E. Costard, and

V. Thierry-Mieg, Appl. Phys. Lett. 72, 1421 (1998).

11. N. McLachlan, Theory and Application of Mathieu

Functions, Oxford University Press, Oxford (1947).

12. М. Абрамовиц, И. Стиган, Справочник по специаль-

ным функциям, Наука, М. (1979).

13. Л.А. Вайнштейн, Электромагнитные волны, АСТ,

М. (1988), 440 с.

7 Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 5 – 6 2023


