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Математическая аналогия между параксиальной оптикой с двумя круговыми поляризациями света в

дефокусирующей Керровской среде с положительной дисперсией, бинарными бозе-конденсатами холод-

ных атомов в режиме разделения фаз, и гидродинамикой двух несмешивающихся сжимаемых жидко-

стей способна помочь в теоретических поисках ранее неизвестных трехмерных когерентных оптических

структур. В данной работе рассмотрены поперечно захваченные (плавным профилем показателя пре-

ломления) пучки света и приведены такие новые численные примеры, как “плавающая капля”, прецес-

сирующий продольный оптический вихрь с неоднородным профилем заполнения второй компонентой,

а также комбинация капли и вихревой нити. Кроме того, промоделированы поперечные по отношению

к оси пучка заполненные вихри, распространяющиеся на большие расстояния.
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Введение. Как известно, уравнения парак-

сиальной оптики, описывающие распространение

двух взаимодействующих круговых поляризаций

света в диэлектрике с Керровской нелинейностью

[1–4], в полностью дефокусирующем случае мате-

матически эквивалентны связанным уравнениям

Гросса–Питаевского для бинарного бозе-конденсата

в режиме пространственного разделения фаз [5–11].

В свою очередь, поведение бозе-конденсатов на

относительно больших масштабах во многом соот-

ветствует классической гидродинамике. В физике

ультра-холодных газовых смесей был теоретиче-

ски обнаружен ряд явлений, которые аналогичны

поведению несмешивающихся классических жид-

костей. В частности, благодаря эффективному

поверхностному натяжению [8, 12] возможны такие

“капиллярные” явления как динамика пузырей

[13], аналоги классических гидродинамических

неустойчивостей (Кельвина–Гельмгольца [14–16],

Рэлея–Тейлора [17–19], Плато–Рэлея [20]), пара-

метрическая неустойчивость капиллярных волн на

границе раздела фаз [21, 22], сложные текстуры

во вращающихся бинарных конденсатах [23–25],

трехмерные топологические структуры [26–29],

капиллярная плавучесть капель в захваченных

несмешивающихся бозе-конденсатах [30], вихри с

заполненной сердцевиной [7, 31–38], и т.д. Многое

из вышеперечисленного должно, по идее, осу-

ществляться и в нелинейной оптике, хотя пока еще
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далеко не все было обнаружено экспериментально

в оптических лабораториях. Но, по крайней мере,

домены поляризации света известны достаточно

давно (для случая встречных волн см. [39, 40], а для

сонаправленных волн – [41–45]).

Надо сказать, что концепция поверхностного на-

тяжения позволяет проводить качественный анализ

многих структур указанного типа, что особенно

ценно для трехмерных конфигураций. Эта концеп-

ция фактически соответствует режиму предельно

сильной нелинейности и оказывается в ряде случа-

ев незаменимым (и чуть ли не единственным) ин-

струментом исследования, помимо собственно гид-

родинамического приближения. В данной работе, на

основе недавних достижений в области холодных га-

зов и с привлечением присущего почти всякому че-

ловеку интуитивного понимания свойств капилляр-

ности (накопленного повседневным опытом), будут

рассмотрены некоторые важные аспекты таких ра-

нее известных двухкомпонентных объектов, как за-

полненные оптические вихри [43–47]. Кроме того, бу-

дут численно “сконструированы” три, по-видимому,

новые трехмерные капиллярные структуры в попе-

речно захваченных оптических пучках: простая пла-

вучая капля, прецессирующая плавучая капля с при-

соединенными к ней продольными вихревыми нитя-

ми, а также поперечные по отношению к оси пучка

заполненные вихри.

Модель. Необходимо сразу же отметить то несу-

щественное по большому счету отличие, что эво-

люционной переменной в оптике вместо времени t
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обычно служит дистанция ζ вдоль оси пучка, а

роль третьей “пространственной” координаты играет

“запаздывающее” время τ = t−ζ/vgr. Поэтому иногда

требуется некоторое усилие, чтобы осознать четы-

рехмерную картину явления. В частности, это заме-

чание касается движения квантованных вихрей, ко-

торые могут быть по-разному ориентированы в про-

странстве (x, y, τ).

Пусть имеется диэлектрическая среда с изотроп-

ным законом дисперсии линейных оптических волн

k(ω) =
√

ε(ω)ω/c и с дефокусирующей Керровской

нелинейностью. Будем полагать дисперсию группо-

вой скорости аномальной (то есть k′′(ω) < 0 в неко-

тором диапазоне). Зафиксируем несущую частоту ω,

соответствующее ей волновое число k0 и вторую про-

изводную k′′0 . Предположим также, что линейная по

электрическому полю часть диэлектрической прони-

цаемости в интересующей нас области пространства

слегка неоднородна и на частоте ω имеет приблизи-

тельно параболический двумерный профиль:

εlin = ε[1 + ν2(2− (x2 + κ2y2)/R2)], (1)

с малым безразмерным параметром ν ≪ 1 и от-

носительно большим параметром длины R ≫ 1/k0
(характерной шириной светового пучка). Коэффи-

циент κ задает поперечную геометрическую анизо-

тропию такого плавного волновода (для определен-

ности, κ ≥ 1). Подобная среда ранее была рассмотре-

на, например, в работе [48] (для одной поляризации

света).

Здесь исследуется оптический пучок при наличии

обеих поляризаций. В надлежащим образом обезраз-

меренных переменных мы имеем следующую систе-

му уравнений для медленных комплексных огибаю-

щих A1,2(x, y, τ, ζ), отвечающих правой и левой кру-

говым поляризациям света:

i
∂A1,2

∂ζ
=
[

− 1

2
∆+ V (x, y) + |A1,2|2 + g12|A2,1|2

]

A1,2,

(2)

где ∆ = ∂2x + ∂2y + ∂2τ — трехмерный оператор Лапла-

са в “координатном” пространстве (x, y, τ). Данные

уравнения легко выводятся по аналогии с парагра-

фом “Самофокусировка” в книге Ландау и Лифшица

“Электродинамика сплошных сред”, если в формулу

D(3) = α(ω)|E|2E+ β(ω)E2E∗ (3)

подставить выражение для электрического поля в

терминах круговых поляризаций,

E =
[

(ex + iey)A1 + (ex − iey)A2

]

/
√
2, (4)

а затем проделать все остальные выкладки (с уче-

том второй производной по времени) и произвести

следующее перемасштабирование: ζ = (ν/R) · ζold,
{x, y} =

√

νk0/R · {x, y}old, τ =
√

ν/(R|k′′0 |) · τold, а

также A1,2 =
√

k0R|α|/(2νε) ·A(old)
1,2 .

Заметим попутно, что если выбрать базис в виде

линейно (или эллиптически) поляризованных волн,

то в соответствующих уравнениях появятся дополни-

тельные члены с четырех-волновым смешением, что

менее удобно для исследования. Нелинейность явля-

ется дефокусирующей в случае отрицательных α и

β. Параметр перекрестной фазовой модуляции g12 =

= 1 + 2β/α зависит от вещества; в типичном случае

он равен 2. Дефокусирующий характер нелинейно-

сти и условие сильного перекрестного отталкивания

g12 > 1 подразумевают режим разделения фаз. Дру-

гими словами, при интенсивностях света |A1,2|2 ∼ I

в (x, y, τ)-пространстве на маштабах l ≫ 1/
√
I спон-

танно образуются домены с противоположными кру-

говыми поляризациями [41–45]. Начальной стадией

такого процесса часто является специфическая моду-

ляционная неустойчивость состояний с линейной или

эллиптической поляризацией. Геометрическая фор-

ма этих областей в общем случае эволюционирует

с увеличением ζ, чему в гидродинамической анало-

гии соответствует динамика во времени. Толщина

w ∼ 1/
√
I доменных стенок при этом оказывается

порядка обратной типичной амплитуды, а коэффи-

циент поверхностного натяжения σ ∼ I3/2.
Эффективный внешний потенциал V (x, y) в урав-

нениях (2) пропорционален (со знаком минус) откло-

нению ε̃(x, y) диэлектрической проницаемости от по-

стоянного значения. В нашем случае

V (x, y) = (x2 + κ2y2)/2− µ, µ = νk0R. (5)

Неоднородность ε̃ необходима для поперечного удер-

жания оптического пучка, подверженного дифрак-

ции и нелинейной расфокусировке. В принципе, по-

казатель преломления может зависеть и от ζ, но

только достаточно медленно для физической приме-

нимости рассматриваемого приближения. Если срав-

нивать с бозе-конденсатами, то там для справедливо-

сти аналогии с оптикой потенциал ловушки должен

зависеть не более чем от двух пространственных де-

картовых координат и (возможно) времени. Мы да-

лее сосредоточимся на чисто двумерном потенциаль-

ном “желобе” вида (5). В “равновесии”, когда функ-

ции A1,2 не зависят от ζ, протяженность светового

пучка по переменной τ оказывается таким образом

бесконечной. Кстати, это сразу же наводит на мысль,

что возможные двумерные решения (не зависящие от

τ) должны быть неустойчивыми — трудно себе вооб-

разить стабильную продольную доменную стенку в

такой ситуации; скорее представляются чередующи-
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еся вдоль оси τ домены с поперечными стенками. С

другой стороны, инкремент продольной неустойчи-

вости будет очень малым для длинноволновых воз-

мущений (т.е. имеющих малые частоты), и их ампли-

туды сильно вырастут только на достаточно больших

ζ, когда в двумерной динамике уже случится много

событий.

Параметр µ (в теории бозе-конденсатов это без-

размерный химический потенциал) будет у нас ха-

рактеризовать уровень нелинейности фонового со-

стояния оптического поля (I1 ∼ µ). Он будет пред-

полагаться достаточно большим, чтобы поперечный

размер пучка R⊥ ∼ √µ во много раз превышал ха-

рактерную толщину доменных стенок w и сердцеви-

ну ξ квантованных вихрей: w ∼ ξ ∼ 1/
√
µ. С дру-

гой стороны, слишком большие мощности на прак-

тике могут оказаться нежелательными. Поэтому в

численных примерах мы будем брать умеренную ве-

личину µ = 6.0.

Необходимо еще сказать, что малость параметра

ν призвана обеспечить условия применимости квази-

монохроматического приближения, поскольку в ис-

ходных размерных переменных характерная ширина

вихрей и доменных стенок по поперечным координа-

там оценивается как w⊥ ∼ (νk0)
−1 ≫ 1/k0, а по вре-

менной координате – как wτ ∼
√

|k′′0 |/k0/ν. Поэто-

му (аномальная) дисперсия не должна быть слиш-

ком слабой, чтобы соблюдалось условие wτ ≫ 1/ω.

Реалистическими выглядят значения параметров

ν ∼ 0.03 и k0R ∼ 200, что составляет около 30-

ти длин волн (на толщину вихрей и доменных сте-

нок тогда приходится около 5-ти длин волн). Ха-

рактерная дистанция вдоль пучка R/ν оказывает-

ся в районе тысячи длин волн, что составляет ве-

личину около миллиметра. Интервалу ζ в несколь-

ко сотен безразмерных единиц соответствуют де-

сятки сантиметров. В принципиальном отношении

рассматриваемая здесь система похожа на то, что

в английской терминологии называется graded-index

highly multimode optical fibers, хотя там пучки света,

как правило, не столь широкие — всего в несколь-

ко длин волн (см., например, [49, 50–53] и ссылки

там). Более важное отличие состоит в дефокусиру-

ющем характере нелинейности в нашем случае, то-

гда как обычные оптические волокна делают из ма-

териалов с фокусируюшей нелинейностью. По этой

причине быстро проверить предсказания нашей тео-

рии на эксперименте, скорее всего, не получится. По-

требуются специальные усилия на создание образца

с нужными свойствами. Важно, что нет принципи-

ального запрета на существование дефокусирующего

Керровского диэлектрика с аномальной дисперсией

и плавным профилем показателя преломления (см.,

например, [48]). А поскольку численные решения для

таких систем оказываются очень интересными, эти

теоретические результаты заслуживают серьезного

внимания.

Численный метод. Система уравнений (2) ре-

шалась численно в кубической области (4π)3 ≈
≈ (12.6)3 с периодическими граничными условия-

ми по переменным (x, y, τ) методом Фурье второго

порядка с расщепленным шагом по переменной ζ.

Точность вычислений контролировалась сохранени-

ем гамильтониана системы до 6-го десятичного зна-

ка. Близкие к стационару состояния при ζ = 0 приго-

товлялись методом распространения в мнимом вре-

мени (imaginary-time propagation). Другими слова-

ми, в левых частях уравнений (2) вместо i стави-

лась −1 и такая диссипативная динамика считалась

на определенном конечном псевдовременном интер-

вале. При этом добавлялась некоторая положитель-

ная поправка δµ2 к химическому потенциалу второй

компоненты. Величина этой добавки, а также затра-

вочные профили обеих волновых амплитуд подбира-

лись методом проб и ошибок до получения желаемой

“массы” второй компоненты. В результате такой дис-

сипативной процедуры жесткие возбуждения оказы-

вались сильно подавлены, тогда как интересующие

нас мягкие степени свободы не успевали отрелакси-

ровать. Только после этого запускался счет непосред-

ственно консервативной системы (2).

Далее будут представлены несколько содержа-

тельных численных примеров.

Плавающая капля. Начнем с простейшего слу-

чая, когда почти весь пучок (с параметром попереч-

ной анизотропии κ2 = 2) состоит из первой ком-

поненты, а на нем плавает капля второй компонен-

ты (см. пример на рис. 1, где доменная стенка вид-

на как провал суммарной интенсивности). Кванто-

ванные вихри отсутствуют. В результате релакса-

ции в мнимом времени на этапе приготовления ис-

ходного состояния получается близкая к статической

начальная конфигурация. Форма капли испытывает

небольшие колебания с течением условного “време-

ни” ζ. Такое ее поведение интуитивно понятно, так

как мы имеем здесь натуральную механическую си-

стему, в которой достигается минимум потенциаль-

ной энергии при заданных полных “массах” обеих

компонент, и совершаются малые колебания вблизи

этого минимума. Однако необходимо отметить, что

слишком массивная капля оказывается неустойчи-

вой, и в результате она заполняет собой все сечение

пучка на некотором его участке (такая простая ква-

зиодномерная структура здесь не показана).
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Численный пример светового

пучка с “плавающей каплей” при значении переменной

ζ = 300. Цветом показана суммарная нормированная

плотность ρ1 + ρ2 = (I1 + I2)/µ: (a) – в поперечном

сечении пучка плоскостью τ = 0; (b) – в продольном

сечении плоскостью y = 0.

Продольный вихрь с неоднородным запол-

нением. Весьма интересные численные решения по-

лучаются, если удерживающий потенциал осесим-

метричен (κ = 1), а при ζ = 0 имеется продольно ори-

ентированный (однократный) оптический вихрь с за-

полненной сердцевиной, расположенный на неболь-

шом расстоянии от оси пучка. При наличии малой

исходной неоднородности развивается так называе-

мая сосисочная неустойчивость, обусловленная по-

верхностным натяжением и приводящая к образова-

нию пузыря в форме веретена, с присоединенными

к нему двумя вихревыми нитями – входящей и вы-

ходящей (см. обсуждение этого явления в [36]). При

умеренном количестве второй компоненты формиро-

вание и распад пузыря могут повторяться несколько

раз. Вихрь при этом прецессирует вокруг оси пуч-

ка. Можно сразу запустить вихрь с более-менее под-

ходящим неоднородным заполнением, и тогда пу-

зырь примерно сохраняет свою форму, вращаясь во-

круг оси пучка (см. видео [54], где показана динами-

ка условной поверхности, определяющей сердцеви-

ну вихря; цвет соответствует x-координате). Таким

образом, сосисочная неустойчивость насыщается, и

формируется прецессирующий трехмерный вихрь-

солитонный комплекс, пример которого показан на

рис. 2. Видно, что протяженность второй компонен-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Световой пучок с прецесси-

рующим вихрь-солитонным комплексом при κ = 1 и

ζ = 228: (a) – поперечное сечение пучка плоскостью

τ = 0; (b) – поперечное сечение пучка плоскостью

τ = 2π; (c) – продольное сечение плоскостью x = 0

ты вдоль пучка практически конечна – она вся “вы-

давливается” поверхностным натяжением из остав-

шейся части вихря в пузырь. Поскольку в численном

эксперименте данный комплекс распространяется на

сотни единиц по переменной ζ и при этом подвер-
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гается действию “нестационарных” возмущений без

ущерба для своей целостности, можно сделать пред-

положение о его устойчивости. Впрочем, этот вопрос

требует дальнейшего исследования. Данный пример

представляет собой нетривиальное обобщение струк-

туры, ранее известной для однородной среды (без

удерживающего внешнего потенциала) [43–47].

Стоит еще упомянуть, что если при ζ = 0

придать второй компоненте некоторую продольную

“скорость” u (умножив A2 на exp(iuτ), что в действи-

тельности означает небольшое уменьшение частоты

второй компоненты), то солитон получается движу-

щимся, а вся структура в целом – несколько скру-

ченной (см. видео [55]).

Плавающая капля с присоединенными вих-

ревыми нитями. По иному сценарию происходит

эволюция при достаточно большом заполнении ис-

ходного вихря. В этом случае на вихре собирает-

ся массивный пузырь в форме лимона, а затем его

прецессия теряет устойчивость. Пузырь всплывает

на поверхность пучка и превращается в плавучую

каплю с присоединенными к ней двумя пустыми

вихревыми нитями. После переходных процессов си-

стема опять-таки выходит на почти стационарную

прецессию вокруг оси пучка (см. видео [56]). Соот-

ветствующий пример показан на рис. 3. Очевидно,

что никакими существующими аналитическими ме-

тодами построить такое сложное решение невозмож-

но. Однако будучи получено численно, оно выглядит

вполне естественно и убедительно.

Поперечные вихри с заполнением. Наконец,

используем ту возможность, что вихри могут быть

ориентированы, вообще говоря, произвольно в про-

странстве (x, y, τ), в том числе и поперек пучка. Вы-

числения показали, что подобные поперечные кон-

фигурации являются долгоживущими. На рисунке 4

в качестве примера представлена ситуация с дву-

мя противоположными поперечными вихрями; вто-

рой вихрь нужен, чтобы удовлетворить периодиче-

скому граничному условию по переменной τ . Один

из вихрей заполнен, а второй практически пустой.

В данном численном эксперименте расстояние меж-

ду вихрями периодически менялось, но их тесного

сближения не происходило (см. видео [57]). Кроме

того, поскольку сначала центр масс второй компо-

ненты находился выше плоскости y = 0, в процес-

се распространения имели место медленные колеба-

тельные движения второй компоненты вдоль оси y.

Эти вертикальные смещения видны на рис. 4.

Динамика при наличии большего числа таких

вихрей пока не моделировалась, поскольку тогда по-

требовалась бы достаточно длинная вычислительная

Рис. 3. (Цветной онлайн) Прецессирующая плавучая

капля с присоединенными вихревыми нитями при κ =

= 1 и ζ = 253: (a) – поперечное сечение пучка плоско-

стью τ = 0; (b) – поперечное сечение пучка плоскостью

τ = 2π; (c) – продольное сечение плоскостью x = 0

область по переменной τ . Эта задача остается в пла-

нах на будущее.

Интересно отметить, что последовательность по-

добных поперечных вихрей способна нести информа-

цию, так как заполнение каждого вихря сохраняет-

ся в течение долгого времени и может служить ос-

новой кодирования. Насколько это свойство может

оказаться пригодным с практической точки зрения,

пока не ясно.

Заключение. Таким образом, в этой работе

концепция поверхностного натяжения применена к
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Система двух поперечных

вихрей при κ2 = 2. Положительный и отрицательный

вихри ориентированы вдоль оси y, а их сердцевины от-

личаются количеством захваченной второй компонен-

ты. Показано продольное сечение пучка плоскостью

x = 0 при: (a) ζ = 291; (b) ζ = 300

нелинейным и нестационарным оптическим пучкам,

содержащим обе круговые поляризации. Найден чис-

ленно ряд новых, существенно трехмерных комби-

нированных когерентных структур, обусловленных

разделением фаз.

Данное направление исследований представляет-

ся довольно перспективным и многообещающим, по-

скольку чуть ли не каждая осмысленная начальная

конфигурация приводит к интересной последующей

динамике. Например, в планах на будущее остает-

ся моделирование взаимодействия двух плавучих ка-

пель, соединенных вихревой нитью, а также рассмот-

рение динамики доменов поляризации при наличии

поперечных вихрей на существенно непараболиче-

ском фоновом профиле интенсивности [в частности,

в двух-ямном потенциале V (x, y)].

Стоит отметить, что взаимодействие между дву-

мя поляризациями приводит к интересным структу-

рам также и в системах с более сложно устроенной

нелинейностью (см., например, [58, 59]).

Будут ли предсказанные здесь решения реализо-

ваны в эксперименте, покажет время. Как было от-

мечено выше, на уже существующих образцах это

вряд ли получится, и подходящий эксперименталь-

ный материал придется готовить “с нуля”.

Автор благодарит Е. А. Кузнецова за ценное за-

мечание, положившее начало этому исследованию.
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