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Данный обзор посвящен теории нематической сверхпроводимости в допированных топологических

изоляторах семейства Bi2Se3. Эксперимент показывает, что при переходе в сверхпроводящее состояние

в них возникает спонтанное нарушение вращательной симметрии. Такая сверхпроводимость называет-

ся нематической. Она хорошо описывается векторным триплетным параметром порядка. Мы изложим

основные положения микроскопической теории и теории Гинзбурга–Ландау для нематической сверхпро-

водимости. Обсудим конкуренцию возможных сверхпроводящих параметров порядка в топологических

изоляторах и покажем, что гексагональные искажения поверхности Ферми необходимы для реализа-

ции нематической фазы. Эта фаза весьма чувствительна к беспорядку, поскольку наличие заряженных

примесей уменьшает критическую температуру. Переход при допировании от закрытой к открытой

поверхности Ферми влияет на конкуренцию сверхпроводящих фаз. Обсуждаются поверхностные андре-

евские состояния в нематических сверхпроводниках. Из микроскопической теории выводится феномено-

логическая теория Гинзбурга–Ландау для двухкомпонентного параметра порядка. С помощью теории

Гинзбурга–Ландау показано, что основным состоянием является либо действительный нематический па-

раметр порядка со спонтанной деформацией решетки, либо комплексный хиральный параметр порядка

со спонтанной намагниченностью. Векторная структура параметра порядка вызывает необычную связь

сверхпроводимости с деформацией решетки и намагниченностью. Это приводит к сильной анизотропии

второго критического поля, возникновению спиновых вихрей (которые могут нести крамерсовские пары

фермионов Майораны), а также к необычному парамагнетизму Паули триплетных куперовских пар.
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1. Введение. Спонтанное нарушение симметрии

является фундаментальным понятием для теории

сверхпроводимости [1]. Так в обычной s-волновой

БКШ сверхпроводимости возникает спонтанное на-

рушение калибровочной симметрии U(1). Сверхпро-

водимость с дополнительными нарушениями сим-

метрии носит название необычной или экзотической.

Среди необычных сверхпроводящих фаз повышен-

ный интерес вызывает сверхпроводимость с триплет-

ным по спину спариванием [2, 3]. Такая сверхпро-

водимость, действительно, была обнаружена, напри-

мер, в рутенате стронция [4], системе с тяжелыми

фермионами UPt3 [5, 6] и др. [7]. В необычных сверх-

проводниках наблюдаются спонтанные нарушения и

других симметрий. Нарушение инвариантности от-

1)e-mail: dmitrii.a.khokhlov@gmail.com

носительно пространственной инверсии в системах

с центральной симметрией [8], нарушение симмет-

рии обращения времени [9–11], снижение симмет-

рии по отношению к вращению [12, 13]. Каждое та-

кое нарушение приводит к необычным физическим

эффектам. Например, нарушение симметрии обра-

щения времени может приводить к возникновению

спонтанной намагниченности при переходе в сверх-

проводящее состояние [14–16] и к возникновению хи-

ральных поверхностных состояний [17]. Нарушение

симметрии инверсии может приводить к сверхпро-

водимости с топологически защищенными бесщеле-

выми поверхностными состояниями [18]. Отметим,

что сложная зонная структура большинства экзоти-

ческих сверхпроводников затрудняет теоретический

анализ, а высокие требования к качеству образцов

затрудняют их экспериментальное исследование.
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Для реализации триплетной по спину сверх-

проводимости логично использовать материалы с

сильным спин-орбитальным взаимодействием, к ко-

торым относятся топологические изоляторы [12].

В топологических изоляторах Bi2Se3, Bi2Te3 спин-

орбитальное взаимодействие настолько велико, что

приводит к инверсии зон, обеспечивая нетривиаль-

ную топологию зонной структуры и наличие устой-

чивых бесщелевых поверхностных состояний [19].

Первоначальный интерес к сверхпроводимости в то-

пологических изоляторах был связан со сверхпрово-

димостью, наведенной на его поверхности из-за эф-

фекта близости [20, 21]. В такой системе могут су-

ществовать фермионы Майорана [20], которые пред-

ставляют интерес для топологически защищенных

квантовых вычислений [22, 23].

Допирование медью [24–27], стронцием [28–30]

или ниобием [31–34] переводит Bi2Se3 в металличе-

скую фазу, в которой при температуре ниже 3−3.5K

возникает сверхпроводимость. В работе [35] с помо-

щью точечной контактной спектроскопии была обна-

ружена сверхпроводящая щель в CuxBi2Se3. Отклик

на нулевой частоте в щели был отнесен авторами к

вкладу от поверхностных состояний с нетривиаль-

ной топологией. В то же время, исследования с помо-

щью сканирующего туннельного микроскопа (СТМ),

показали полную щель в спектре [36] без следов

поверхностных состояний. В работе [24] был изме-

рен сдвиг Найта в допированном медью Bi2Se3. На-

блюдение заметного сдвига Найта в сверхпроводнике

свидетельствует в пользу спин-триплетной сверхпро-

водимости. Более того, в этой работе было обнаруже-

но нарушение вращательной симметрии C3 кристал-

ла: при вращении магнитного поля в главной кри-

сталлической плоскости сдвиг Найта показывает C2

симметрию отклика. Стоит отметить, что измерения

сдвига Найта в сверхпроводящем состоянии доста-

точно сложны и наблюдаемые эффекты могут быть

интерпретированы разными способами. Тем не менее

аналогичное нарушение вращательной симметрии в

сверхпроводящем состоянии было обнаружено при

измерениях электронной теплоемкости в магнитном

поле [27] и наблюдении вихрей с помощью СТМ [25].

Весьма наглядно такое нарушение симметрии под-

тверждает сильная анизотропия второго критиче-

ского поля в главной кристаллической плоскости,

Hmax
c2 /Hmin

c2 ∼ 2− 8 [27, 37–40]. Важно, что направле-

ние анизотропии связано со знаком и направлением

деформации кристалла, которая возникает, напри-

мер, в процессе его роста. Несмотря на то, что эта

деформация обычно мала, uxx = δl/l ∼ 10−5 − 10−7,

ее влияние на свойства сверхпроводящего состояния

значительно. В работе [41] обнаружено, что переход

в сверхпроводящее состояние SrxBi2Se3 сопровожда-

ется изменением деформации решетки образца. Су-

ществуют и другие экспериментальные доказатель-

ства спонтанного нарушения вращательной симмет-

рии при переходе в сверхпроводящее состояние до-

пированных монокристаллов Bi2Se3.

Итак, экспериментальные данные указывают на

то, что в допированных топологических изоляторах

типа AxBi2Se3 (A = Sr, Cu, Nb) реализуется три-

плетная сверхпроводимость. Поскольку при перехо-

де в сверхпроводящее состояние возникает одноос-

ная анизотропия свойств в главной кристаллической

плоскости, то такую сверхпроводимость также назы-

вают нематической.

Интересным вопросом является возможность

спонтанного нарушения симметрии по обращению

ко времени в сверхпроводящем состоянии. В экс-

перименте [31] была обнаружена намагниченность

в сверхпроводящем состоянии NbxBi2Se3, которая

исчезала в нормальной фазе. Однако этот результат

не был опубликован в рецензируемом журнале, и он

противоречит работе [34], где в нулевом магнитном

поле такая система не имела магнитного момента.

Спонтанное нарушение симметрии обращения време-

ни наблюдалось в сверхпроводящей фазе Sr0.1Bi2Se3
в эксперименте по рассеянию мюонов [30].

Наблюдение осцилляций Шубникова–де Хааза

позволяет определить топологию поверхности Фер-

ми. В работе [42] показано, что при типичных кон-

центрациях допирования медью поверхность Фер-

ми Bi2Se3 имеет топологию цилиндра, достигающего

границ зоны Бриллюэна в направлении ΓZ. В рабо-

те [43] авторы пришли к аналогичному выводу при

допировании стронцием. В этих экспериментах бы-

ло отмечено, что сверхпроводимость возникала при

концентрациях носителей, соответствующих откры-

той поверхности Ферми.

Мы дадим краткий обзор современных теоретиче-

ских представлений о свойствах нематической сверх-

проводимости в допированных топологических изо-

ляторах. Мы проанализируем возможные сверхпро-

водящие фазы и покажем, что учет гексагональ-

ного искажения поверхности Ферми является необ-

ходимым условием для реализации нематической

фазы. Далее будут описаны поверхностные андре-

евские состояния. Затем мы получим функционал

Гинзбурга–Ландау (ГЛ) из микроскопической тео-

рии. Мы расскажем про эффекты, возникающие из-

за связи между сверхпроводимостью и магнетиз-

мом/деформацией, такие как анизотропия второго
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критического поля, спиновые вихри и парамагнетизм

Паули куперовских пар.

2. Нормальная фаза. Приведем краткий вы-

вод гамильтониана топологического изолятора в нор-

мальном состоянии [19, 44]. Элементарная кристал-

лическая ячейка Bi2Se3 состоит из двух слоев висму-

та и трех селена: Se-Bi-Se-Bi-Se. Такие пятислойки

слабо связаны между собой силами Ван-дер-Ваальса,

и взаимодействия внутри слоев (в плоскости (x, y))

являются наиболее сильными. Внешние орбитали Bi

(6s26p3) и Se (4s24p4) являются p-орбиталями, дру-

гие орбитали можно не рассматривать. Гибридиза-

ция орбиталей Bi и Se приводит к образованию ги-

бридизованных орбиталей висмута, Bi и Bi∗, и селена

Se, Se∗ и Se0.

Благодаря наличию симметрии инверсии

кристалла, удобно рассматривать связывающие

(bonding) и “разрыхляющие” (antibonding) со-

стояния с определенной четностью. Состояния

P1± = (Bi ± Bi∗)/
√
2 соответствуют связываю-

щему (четному +) или разрыхляющему (нечет-

ному −) состояниям орбиталей Bi, а состояния

P2± = (Se ± Se∗)/
√
2 соответствуют связывающему

(+) или разрыхляющему (−) состояниям орбиталей

Se с соответствующей четностью. Установлено,

что связывающее состояние P1+ и разрыхляющее

состояние P2− находятся ближе всего к уровню

Ферми. Кристалл имеет слоистую структуру вдоль

направления z. Кристаллическое поле приводит к

расщеплению энергии между pz и px, py орбиталями.

Если не учитывать спин-орбитальное взаимодей-

ствие, то pz-орбитали образовали бы зону проводимо-

сти P1+pz и валентную зону P2−pz вблизи уровня Фер-

ми. Однако сильное спин-орбитальное взаимодей-

ствие сдвигает энергию орбитали P1+pz вниз, а P2−pz
вверх. При некоторой величине спин-орбитального

взаимодействия орбитали с противоположной чет-

ностью пересекаются, т.е. происходит инверсия зон.

Инверсия зон и является основным признаком то-

пологического изолятора. Она приводит к появле-

нию устойчивых поверхностных состояний. В k-

пространстве инверсия происходит в инвариантной

относительно обращения времени Γ-точке, располо-

женной в центре зоны Бриллюэна.

В так называемом k · p-разложении по базису

(P1+pz , P2
−
pz) вблизи Γ-точки низкоэнергетический га-

мильтониан системы имеет вид (~ = 1) [19, 44]:

HN (k) = −µ+mσx + vσz(sxky − sykx) + vzkzσy. (1)

Здесь матрицы Паули si действуют в пространстве

спинов (↑, ↓), а матрицы Паули σi в пространстве

орбиталей (P1+pz , P2
−
pz), µ – химический потенциал

(при половинном заполнении µ = 0), 2m – электрон-

ная щель в объеме, v – скорость Ферми в плоскости

(ΓM,ΓK), которая параллельна плоскости (x, y) сло-

ев Bi и Se, vz – скорость Ферми вдоль направления

ΓZ (ось z), перпендикулярного слоям Bi и Se. Вда-

ли от точки Γ возникают дополнительные члены в

гамильтониане, что приводит к зависимости от им-

пульса его параметров: m→ m−M1(k
2
x+k

2
y)−M2k

2
z ,

µ → µ − C1(k
2
x + k2y) − C2k

2
z и возникновению гекса-

гональных искажений поверхности Ферми, которые

описываются дополнительными кубическими слага-

емыми в гамильтониане

Ĥw = λ1kx(k
2
x − 3k2y)szσz + λ2ky(k

2
y − 3k2x)σy . (2)

Гексагональные искажения играют важную роль

в описании физики топологических изоляторов

[45–48], в то время как квадратичные слагаемые

обычно не существенны. Стоит отметить, что линей-

ная дисперсия вдоль направления z хорошо работает

даже вдали от Γ-точки [19]. Для Bi2Se3 типичные

значения параметров составляют m ∼ −0.3 эВ,

v ∼ 3.3 эВ · Å, vz ∼ 2.3 эВ · Å, λ1 = 50.6 эВ · Å3
,

λ2 = −113.3 эВ · Å3
.

Введем обозначение Ĥ0 = ĤN + Ĥw. Важным

свойством нормального состояния является наличие

симметрии инверсии P̂ Ĥ0(k)P̂ = Ĥ0(−k), где опера-

тор P̂ = σx соответствует инверсии орбиталей. Га-

мильтониан ĤN инвариантен относительно враще-

ния вокруг оси z на произвольный угол. Однако при

учете слагаемого Ĥw гамильтониан нормального со-

стояния симметричен только при вращениях на угол

2π/3, что описывается оператором Ĉ3 = e−iszπ/3.

Зеркальное отражение x → −x определяется опера-

тором M̂ = −isx. Гамильтониан преобразуется как

M̂Ĥ0(kx, ky, kz)M̂
−1 = Ĥ0(−kx, ky, kz). Также, име-

ется глобальная симметрия обращения времени, где

T̂ Ĥ0(k)T̂
−1 = Ĥ0(−k), T̂ = isyK.

Низкоэнергетический спектр объемных состоя-

ний HN (k) без гексагональных искажений определя-

ется выражением

E(k) = −µ±
√
m2 + v2k2x + v2k2y + v2zk

2
z . (3)

Поверхность Ферми может быть закрытой или

открытой в зависимости от параметров систе-

мы (см. рис. 1). Если поверхность Ферми за-

крытая, то она имеет форму эллипсоида, вытя-

нутого вдоль направления z, так как vz < v.

Этот эллипсоид может быть параметризован в

эллиптических координатах (vkx, vky , vzkz) =

=
√
µ2 −m2(cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ). В случае

замкнутой поверхности Ферми ϕ ∈ [0, 2π) и θ ∈ [0, π].
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Поверхность Ферми до и по-

сле перехода Лифшица в безразмерных координатах.

Пунктирная синяя линия показывает границы первой

зоны Бриллюэна (белый фон) и второй зоны Бриллю-

эна (розовый фон). (a) – Серая кривая показывает за-

мкнутую поверхность Ферми при µ = 1.2m. (b) – Серая

линия показывает открытую поверхность Ферми при

µ = 1.4m

Переход Лифшица от закрытой поверхности Фер-

ми к открытой происходит, если размер зоны Брил-

люэна kc вдоль направления z становится меньше

фермиевского импульса vzkc <
√
µ2 −m2. В эллип-

тических координатах θ ∈ (θL, π − θL), где cos θL =

= min (1, vzkc/
√
µ2 −m2). Поверхность Ферми явля-

ется замкнутой при cos θL = 1. При cos θL < 1 поверх-

ность Ферми становится открытой. Случай cos θL =

= 0 соответствует цилиндрической поверхности Фер-

ми. Поверхность Ферми E(k) = 0 показана на рис. 1

для различных значений θL. Вид поверхности Фер-

ми на рис. 1 согласуется с результатами эксперимен-

та [42, 43] и расчета [43].

3. Микроскопическая теория. В подавляю-

щем большинстве работ по сверхпроводимости в до-

пированном Bi2Se3 считается, что спаривание элек-

тронов происходит из-за электрон-фононного взаи-

модействия [12, 49, 50]. В простейшей U−V модели

притяжение между электронами возникает в межор-

битальном и внутриорбитальном каналах

Hint = −U(n2
1 + n2

2)− 2V n1n2, (4)

где ni =
∑

k,s c
†
iksciks – плотность электронов на ор-

битали i, s – проекция спина. Константа U отвечает

за притяжение электронов внутри одной орбитали,

а константа V за притяжение между электронами с

разных орбиталей.

Симметрия нормальной фазы допускает суще-

ствование нескольких типов спаривания с различны-

ми спиновой и орбитальной структурами параметра

порядка ∆̂α [12] (индекс α нумерует возможный тип

такой структуры). Параметр порядка можно пред-

ставить в виде ∆̂α = Âα∆α, где ∆α – скалярная

величина, а Âα = σisj характеризует матричную

структуру параметра порядка в орбитальном и спи-

новом базисах. В таблице 1 выписаны допустимые

параметры порядка, их матричная структура, пре-

образования при инверсии, отражении относительно

плоскости (y, z) и вращении на угол π/3 вокруг оси

z. Также в табл. 1 указаны структуры аномальных

средних в терминах операторов вторичного кванто-

вания, классификация параметров порядка по спину

куперовской пары, а также параметр подобия ζα (см.

уравнение (6)).

В работе [51] были вычислены фононные спек-

тры Bi2Se3 и найдены константы связи электрон-

электронного притяжения. Оказалось, что наиболее

активно в спаривании участвуют фононы, распро-

страняющиеся вдоль направления ΓZ с малым им-

пульсом. Отметим, эксперимент по рассеянию ней-

тронов также установил, что такие фононы име-

ют наименьшее время жизни [49]. Таким образом,

этот эксперимент подтверждает, что данные фоно-

ны активно рассеиваются и, видимо, играют клю-

чевую роль в формировании куперовских пар. Ве-

роятно, такие фононы способствуют межорбиталь-

ному спариванию, и можно ожидать, что V > U в

гамильтониане взаимодействия (4). Учет реальных

фононных спектров для Bi2Se3 и кулоновского от-

талкивания показывает, что в рамках k · p модели

(1), наиболее выгодным типом спаривания являет-

ся псевдо-триплетный изотропный параметр поряд-

ка из представления A2u [51] (см. табл. 1). Из рабо-

ты [12] известно, что триплетное спаривание может

быть выгодным только при V > U . Таким образом,

из расчетов [51] можно предположить, что выполня-

ется соотношение V > U . В то же время нематиче-

ский параметр порядка из Eu представления оказы-

вается лишь немного менее выгодным [51].

В работе [12] была построена фазовая диаграмма

системы в зависимости от соотношений между кон-

стантами связи U/V и химическим потенциалом µ

без учета гексагональных искажений Ĥw. Оказалось,

что нематическая фаза всегда является менее выгод-

ной, чем скалярный спин-триплетный параметр по-

рядка ∆̂2, что противоречит эксперименту. Таким об-

разом, при описании сверхпроводимости необходимо
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Таблица 1. Возможные сверхпроводящие параметры порядка AxBi2Se3. Симметрия параметров порядка относительно инверсии
P̂ , отражения M̂ от плоскости (y, z) и вращения Ĉ3 вокруг оси z на угол 2π/3, см. работу [12]. Скобки 〈...〉 означают усреднение
по поверхности Ферми. Знаки + (−) означают четность (нечетность)

∆̂1 ∆̂2 ∆̂3 (∆̂4x, ∆̂4y)

Представление A1g A1u A2u Eu

Матричная структура Âα 1, σx σysz σz (σysx, σysy)

P̂ = σx + − − (−,−)

M̂ = −isx + − + (+,−)

Ĉ3 = e−iszπ/3 инвариантен инвариантен (x, y)

Структура спаривания
c1↑c1↓ + c2↑c2↓,

c1↑c2↓ − c1↓c2↑
c1↑c2↓ + c1↓c2↑ c1↑c1↓ − c2↑c2↓

(c1↑c2↑ + c1↓c2↓,

ic1↑c2↑ − ic1↓c2↓)

Спин куперовской пары 0 1 0 1

Параметр подобия ζα 1, 〈
v2(k2

x+k2
y)+R2

1

µ
〉 〈

v2(k2
x+k2

y)+v2
zk

2
z

µ
〉 〈m

µ
〉 (〈

v2k2
x+v2

zk
2
z+R2

1

µ
〉, 〈

v2k2
y+v2

zk
2
z+R2

1

µ
〉)

учитывать гексагональные искажения. Найдем фа-

зовую диаграмму системы. Для этого мы вычислим

критическую температуры каждой фазы. Основным

состоянием будет фаза с наибольшей критической

температурой Tc. Мы рассмотрим нематическую фа-

зу ∆̂4y, так как остальные ориентации нематика, оче-

видно, имеют такую же Tc.

Запишем линеаризованную аномаль-

ную функцию Грина в виде F̂
(1)
α (iω,k) =

= Ĝ0,e(iω,k)∆̂αĜ0,h(−iω,k), где G0,e(h) – элек-

тронная (дырочная) мацубаровская функция Грина

нормальной фазы, а индекс α указывает на тип

спаривания. Для нее мы решаем линеаризованное

уравнение Горькова:

∆̂α = gαT
∑

ω,k

F̂ (1)
α (iω,k). (5)

Константа gα = V для фаз ∆̂2 и ∆̂4, а для фазы ∆̂3

она равняется U . Для решения уравнения (5) удобно

домножить обе его части его на матричную струк-

туру левой части, взять след от результата и полу-

чить скалярное уравнение на амплитуду параметра

порядка ∆α = Tr(Âα∆̂α)/4. Откуда

∆α =
πTgαρ(µ)

4
ζα
∑

ω

∆α

|ω| , (6)

где ρ(µ) – плотность состояний в нормальной фазе,

а ζα = Tr 〈B̂†
αB̂α〉/4 – параметр подобия, который

выражается через проекцию матричной структуры

параметра порядка на волновые функции нормаль-

ного состояния B̂αij = 〈ψiN ÂαψjN 〉, ψiN соответству-

ют энергии Ферми. След берется по спиновым и ор-

битальным степеням свободы, усреднение 〈...〉 про-

изводится по поверхности Ферми. Если матрица Âα
коммутирует с гамильтонианом, [HN (k), Âα] = 0, то

ζα = 1 и уравнение на критическую температуру

совпадает с уравнением на Tc для однозонного син-

глетного сверхпроводника. Если [HN (k), Âα] 6= 0, то

ζα < 1 и Tc уменьшается при уменьшении параметра

подобия.

Отметим, что для четного синглетного параметра

порядка ∆̂1 спаривание происходит, как между элек-

тронами из одной зоны, так и между электронами из

разных зон [12, 52]. В результате критическая темпе-

ратура находится из условия совместимости следую-

щей системы уравнений:

∆1,0+∆1,xσx=T
∑

ω,k

[
UF̂

(1)
1,0 (iω,k)+V F̂

(1)
1,x (iω,k)

]
. (7)

Численный анализ уравнений (5) и (7) показыва-

ет, что фаза ∆̂3 всегда имеет меньшее значение Tc,

чем ∆̂1. В зависимости от параметров, основное со-

стояние системы может быть ∆̂1, ∆̂2 или ∆̂4. Для

некоторого набора параметров нами была вычисле-

на величина свободной энергии при нулевой темпера-

туре. Полученные результаты подтвердили правиль-

ность расчета фазовой диаграммы системы по вели-

чине Tc.

Интересно отметить, что свободная энергия

сверхпроводника зависит от ориентации нематично-

сти. Так, наименьшей энергией обладает фаза ∆̂4y,

которая имеет наибольшую щель в спектре. При

этом, разница в свободной энергии между ∆4y и ∆4x

намного меньше, чем типичная разница между сво-

бодными энергиями других фаз вдали от фазовых

границ. Это означает, в частности, что небольшая

деформация может изменить соотношение между

состояниями ∆4y и ∆4x. Нами была проанали-

зирована возможность существования хиральной

фазы с параметром порядка ∆4y ± i∆4x, который

спонтанно нарушает симметрию относительно об-

ращения времени. Эта фаза имеет ту же Tc, что

и ∆4y, но более высокую свободную энергию при
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нулевой температуре в случае закрытой поверхности

Ферми [53].

Полученная фазовая диаграмма системы на плос-

кости (U/V, µ/m) представлена на рис. 2. Синглетное

спаривание ∆̂1 является единственно возможным ти-

пом сверхпроводимости, если U > V . В отсутствие

гексагональных искажений основным состоянием яв-

ляется ∆̂1 или ∆̂2 в зависимости от химического по-

тенциала, т.е. допирования, рис. 2a. При наличии ис-

кажения поверхности Ферми нематическая фаза ∆̂4

становится основным состоянием при большом хими-

ческом потенциале, рис. 2b. Сильное межорбиталь-

ное притяжение V благоприятствует нематическому

упорядочению. Рост µ/m ведет к расширению обла-

сти нематической фазы ∆̂4. Фазы ∆̂4 и ∆̂2 имеют

одинаковый тип спаривания. Тогда для анализа их

конкуренции достаточно сравнить лишь параметры

подобия, что приводит к уравнению на переход меж-

ду фазами 〈λ1
2〉 = 〈v2k2x〉, где λ1 = λ1(k

3
x − 3kxk

2
y).

Приближенно считая гексагональное искажение ма-

лым, можно свести это равенство к условию λ1(µ
2 −

m2)/v3 = 1, что для рис. 2b дает µ/m = 3 для грани-

цы раздела между фазами ∆̂4 и ∆̂2.

4. Нематическая сверхпроводящая фаза.

Поскольку в большинстве экспериментов наблюда-

ется нематический параметр порядка ∆̂4, мы об-

судим его более подробно. Структура спаривания

изображена на рис. 3. Этот параметр порядка яв-

ляется векторным. При поворотах вокруг оси z

он преобразуется как вектор в плоскости (x, y).

Нематический параметр порядка может быть запи-

сан как ∆̂4 = (∆̂4x, ∆̂4y) = ∆4(n̂x, n̂y), где n̂ =

= (cosφsxσy , sinφsyσy).

Если разность фаз между компонентами пара-

метра порядка равна нулю, то это не нарушает сим-

метрию обращения времени. Появление ненулевой

разности фаз возможно например, при наличии на-

магниченности [54]. В некоторых случаях возможно,

что параметр порядка ∆x ± i∆y с разностью ком-

плексных фаз π/2 и с направлением φ = π/4 являет-

ся основным состоянием [55, 56]. Такой параметр по-

рядка, нарушающий симметрию обращения времени,

называется хиральным. Хиральный параметр поряд-

ка не нарушает симметрию вращения. Возможно хи-

ральная сверхпроводимость наблюдалась в экспери-

ментах [30, 31]. Как в нематической, так и в хираль-

ной фазах спариваются электроны с разных орбита-

лей, но с одинаковым спином. Следовательно, спин

куперовских пар равен единице [12]. В нематической

фазе доли пар со спином вверх и со спином вниз сов-

падают. Таким образом, плотность спина и магнит-

ный момент системы равны нулю. В хиральной фазе

Рис. 2. (Цветной онлайн) Фазовая диаграмма на плос-

кости (U/V, µ/m). Бирюзовая область соответству-

ет основному состоянию с параметром порядка ∆̂1

(представление A1u), зеленая область соответствует ∆̂2

(представление A2g), а синяя область соответствует

нематическому параметру порядка ∆̂4 (представление

Eu). (a) – λ1 = 0. (b) – λ1m
2/v3 = 0.5

спины всех пар сонаправлены и система является на-

магниченной.

Для описания сверхпроводящего состояния вос-

пользуемся Гамильтонианом Боголюбова–де-Жена в

базисе Намбу-II:

ĤBdG(k) = τzĤ0(k) + τ+∆̂ + τ−∆̂†, (8)

где матрицы Паули τ± = (τx ± iτy)/2 действуют в

электрон-дырочном пространстве. В отсутствии гек-

сагональных искажений спектр нематической фазы

имеет две нодальные точки, расположенные на оси,

перпендикулярной направлению вектора параметра
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Рис. 3. Схема формирования куперовских пар. Спари-

ваются электроны, имеющие одинаковый спин и раз-

личные орбитальные индексы. В нематической фазе

присутствуют как пары со спином вверх, так и пары

со спином вниз. В хиральной фазе есть только пары

с одним знаком поляризации. Каждая стрелка соот-

ветствует электрону. Расположение стрелок показыва-

ет, на какой орбитали находится электрон. Направле-

ние стрелок вверх и вниз соответствует проекции спина

электрона на Oz

порядка в k-пространстве. Например, для ориента-

ции ∆̂4y нодальные точки лежат на оси kx. Гекса-

гональное искажение λ1 (см. формулу (2)) откры-

вает полную щель в спектре нематического сверх-

проводника [57]. Наибольшая величина щели дости-

гается при ориентации направления параметра по-

рядка ∆̂4y. Однако для ориентации ∆̂4x остаются

точки нулей щели в спектре (нодальные) на пря-

мой kx = 0. На этой прямой гексагональное иска-

жение λ1 равно нулю и не может открыть щель.

Учет гексагонального искажения λ2 приводит к за-

мене vzkz → vzkz −λ2ky(k
2
x − 3k2y). При этом нодаль-

ные точки для ∆̂4x находятся вне (ΓM ; ΓK) плоско-

сти.

Сверхпроводимость с топологически нетривиаль-

ным спариванием зачастую разрушается слабым бес-

порядком [58, 59] в отличие от сверхпроводников с

тривиальным спариванием, для которых выполняет-

ся теорема Андерсона [60]. Для исследования вли-

яния точечного беспорядка на нематическую сверх-

проводимость в работе [61] было получено уравнение

на величину параметра порядка в виде:

∆α =
πTgαρ(µ)

4
ζα
∑

ω

∆α

|ω + (1− ζα)Γ|
, (9)

где Γ – феноменологическая амплитуда квазичастич-

ного рассеяния в нормальном состоянии из-за беспо-

рядка. Параметры gα и ζα определены под уравне-

ниями (6) и (5). С помощью этого уравнения можно

получить, что нематическая сверхпроводимость пол-

ностью подавляется точечными дефектами, Tc = 0,

если Γ > Γc = 0.88Tc0/(1− ζα) ∼ 2.6Tc0 [61–63]. Здесь

Tc0 – критическая температура в отсутствие беспо-

рядка.

5. Поверхностные андреевские состояния.

Туннельные измерения плотности состояний пока-

зывают наличие полной щели в спектре нематиче-

ского сверхпроводника [36]. Это, в частности, сви-

детельствует об отсутствии поверхностных андреев-

ских связанных состояний. Однако точечная кон-

тактная спектроскопия [35] и теоретические расче-

ты предсказывают наличие таких состояний [64–66].

Гамильтониан для поверхностных состояний можно

получить из низкоэнергетической части гамильтони-

ана (8) с помощью стандартной процедуры [19], из-

ложенной ниже. Итак, мы ищем состояния с нулевой

энергией, локализованные на границе образца. В ну-

левом порядке теории возмущений по kx и ky для

таких состояний из (8) получаем уравнение:

HBdG (kx = ky = 0, kz → −i∂z)φieλz = 0. (10)

В случае допированного Bi2Se3 на волновую функ-

цию накладываются граничные условия:

σzψ(z = 0) = ψ(z = 0), (11)

поскольку на поверхность выходит только одна ор-

биталь висмута [12, 64]. Решение данной задачи да-

ет λ = −
(
∆4 ± i

√
µ2 −m2

)
/vz. При удалении от

границы образца волновая функция экспоненциаль-

но затухает на длине когерентности и осциллирует

на масштабе порядка 1/kF . Отметим, что данная за-

дача может быть решена и для нулевых граничных

условий ψ(z = 0) = 0, как это сделано для поверх-

ностных состояний топологического изолятора в ра-

ботах [19, 44]. Для нашей задачи это выразится в

несущественной перенормировке параметров и двой-

ном вырождении спектра по орбитальному числу.

Добавка к гамильтониану за счет дисперсии

вдоль границы образца учитывается как возмущение

〈ψi|HBdG(kx, ky, kz) − HBdG(kx = 0, ky = 0, kz)|ψj〉,
которое добавляется в эффективный гамильтониан.

Подобно работе [64], мы получаем гамильтониан по-

верхностных состояний в главном приближении по

степеням ∆4:

Heff(k) =
m∆4

µ2

(
−λ1 vky

vky λ1

)
. (12)

В данном гамильтониане дисперсия вдоль kx пропор-

циональна k3x, в то время как дисперсия вдоль ky
линейная. Поверхностные состояния имеют эффек-

тивную скорость m∆4v/µ
2. Отметим, что гамильто-

ниан (12) записан в псевдоспиновом пространстве.

Включение произвольного скалярного потенциала в

гамильтониан (8) не влияет на гамильтониан по-

верхностных состояний (12). Следовательно, поверх-

ностные андреевские состояния не рассеиваются на

немагнитных (“скалярных”) примесях.

Мы рассчитали численно спектр поверхностных

состояний в приближении сильной связи. Для этого
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была рассмотрена система толщиной в 200 слоев, ко-

торые сложены вдоль направления Oz. Каждый слой

бесконечен в плоскости (x, y). На границе с вакуу-

мом (z = 0) поставлены нулевые граничные условия.

В вычислениях мы ввели поправку m → m −M2k
2
z ,

которая обеспечивает существование поверхностных

андреевских состояний при M2m < 0. Спектр изоб-

ражен на рис. 4. Дисперсия вдоль ky линейна при ма-

лых импульсах, что согласуется с аналитическим ре-

зультатом. Прямое вычисление спектра поверхност-

ных состояний показывает, что андреевский спектр

пересекает уровень Ферми не только при k = 0, но и

при конечном значении импульса. Подобный резуль-

тат был также получен в работах [64, 67] для системы

с триплетным изотропным параметром порядка ∆̂2.

6. Вывод функционала ГЛ. Здесь мы приве-

дем краткий вывод функционала ГЛ из микроскопи-

ческой теории. Более подробно данный вывод описан

в работах [68, 69]. Рассмотрим систему с гамильтони-

аном Ĥ0. В базисе Намбу Φ(k) = [ψ(k),−isyψ∗(−k)],
где k = (iω,k), функция Грина для нормального

состояния имеет блочно-диагональный вид Ĝ−1
0 =

= diag[iω − Ĥ0(k), iω + syĤ
∗
0 (−k)sy], где верхний

блок соответствует электронам, а нижний – дыркам.

Сверхпроводящая часть в данном базисе имеет сле-

дующую структуру, Σ̂∆ = ∆̂τ++∆̂†τ−, где ∆̂ – сверх-

проводящий параметр порядка, не зависящий от им-

пульса. Полное действие для сверхпроводящей систе-

мы записывается как:

2S = −
∑

ω,k,q

Φ†(k)Ĝ−1
0 Φ(k) +

+
∑

ω,k,q

Φ†
(
k +

q

2

)
Σ̂∆Φ

(
k − q

2

)
.

В данном действии импульс k связан с относитель-

ным положением куперовской пары в пространстве,

в то время как импульс q = (0,q) связан с движением

центра масс куперовской пары. Свободная энергия

такой системы может быть выражена через функци-

ональный интеграл относительно фермионных опе-

раторов ψ и ψ†

F = −T ln

∫
(DψDψ†)e−S[ψ,ψ

†]. (13)

После интегрирования по грассмановым переменным

ψ и ψ† получается стандартная формула для свобод-

ной энергии F = −T∑ ln detG−1 = −T∑Tr lnG−1,

где G−1 = G−1
0 −Σ̂∆ – это полная функция Грина си-

стемы. Логарифм от полной функции Грина можно

представить в виде T lnG−1 = F0 − T ln(1 − G0Σ̂∆),

где F0 = lnG−1
0 – это вклад нормальной части в сво-

бодную энергию. Вблизи критической температуры

Рис. 4. (Цветной онлайн) Энергия уровней нематиче-

ского сверхпроводника в модели сильной связи. Рас-

чет проведен для системы толщиной в 200 слоев вдоль

Oz. В плоскости Oxy система считалась бесконеч-

ной. Синим цветом выделены энергии состояний, ло-

кализованных на поверхности. Объемные состояния,

не локализованные на поверхности, выделены зеле-

ным цветом. Из-за конечной толщины пленки мож-

но наблюдать размерные эффекты в спектре объем-

ных состояний. При расчете считалось, что µ = 20∆4,

m = −10∆4, tz = 1, λ1m
2 = 0.3v3. Для расчетов ис-

пользован параметр M2 = 12∆4, см. [19]. На верхней

панели показан срез энергии вдоль kx, на нижней па-

нели дан срез вдоль ky. Расчеты проведены для ориен-

тации параметра порядка ∆̂4y

сверхпроводящая часть свободной энергии становит-

ся малой, что позволяет разложить логарифм по сте-

пеням Σ̂∆. Разложение функционала до O(Σ̂4
∆) при

q = 0 дает однородную часть свободной энергии:

F − F0 =
T

2

∑

ω,k

Tr [(G0(k)Σ̂∆)
2 + (G0(k)Σ̂∆)4]. (14)

Свободную энергию ГЛ (14) для топологического

сверхпроводника с независящим от координат век-
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торным параметром порядка ∆ = (∆4x,∆4y) =

= (∆x,∆y) удобно переписать в виде [68]:

Fh = F0 +A
(
|∆2

x|+ |∆2
y |
)
+B1

(
|∆2

x|+ |∆2
y|
)2

+

+B2

∣∣∆x∆
∗
y −∆∗

x∆y

∣∣2 , (15)

где A ∝ T − Tc < 0 и B1 > 0 – коэффициен-

ты ГЛ. Коэффициент B2 может быть как положи-

тельным, так и отрицательным [57, 69]. Из условия

минимума свободной энергии (15) следует, что при

B2 > 0 основное состояние соответствует действи-

тельному параметру порядка ∆ = ∆0(cosφ, sinφ),

непрерывно вырожденному по углу нематичности φ,

где ∆2
0 = −A/2B1. Такое состояние называется нема-

тическим. Если B2 < 0, то мы имеем так называ-

емое хиральное состояние. Минимуму функциона-

ла (15) соответствует комплексный параметр поряд-

ка ∆ = ∆ch(1,±i), где ∆2
ch = −A/2(B1 + B2). Для

устойчивости сверхпроводящего состояния необходи-

мо, чтобы сумма B1 +B2 была положительной.

Отметим, что уравнение (15) симметрично отно-

сительно вращения на произвольный угол вокруг оси

z. Наличие C3 симметрии учитывается дополнитель-

ным слагаемым F6 ∝ (∆∗
−∆+)

3 + (∆∗
+∆−)

3 в функ-

ционале ГЛ [57], где ∆± = ∆x ± i∆y. Данное слага-

емое понижает вращательную симметрию U1 до C3.

В результате в зависимости от значения параметров,

либо (∆x, 0), либо (0,∆y) становится наиболее выгод-

ным параметром порядка при B2 > 0.

Прямые вычисления в модели с закрытой эл-

липтической поверхностью Ферми показывают, что

B2 > 0 и основным состоянием является нематиче-

ская фаза [69, 70]. Мы нашли коэффициент B2 в мо-

дели без гексагональных искажений и показали его

на рис. 5. При низком уровне химического потенци-

ала поверхность Ферми является закрытой и коэф-

фициент B2 > 0. Увеличение химического потенциа-

ла приводит к переходу Лифшица, при котором по-

верхность Ферми становится открытой. Как видно из

рис. 5, нематическая фаза остается наиболее выгод-

ной при умеренных значениях химпотенциала. Даль-

нейшее увеличение химического потенциала приво-

дит к тому, что поверхность Ферми становится ци-

линдрической и коэффициент B2 становится отри-

цательным. Это означает, что происходит фазовый

переход из нематической в хиральную фазу [69–71].

В двумерной системе, где поверхность Ферми явля-

ется окружностью, хиральная фаза также выгоднее

нематической [55]. Напомним, что в реальном образ-

це поверхность Ферми, скорее всего, является откры-

той [42, 43].

Рис. 5. (Цветной онлайн) На рисунке показана зави-

симость коэффициента B2 от химического потенциа-

ла. Пунктирная оранжевая линия показывает зависи-

мость в модели с закрытой зоной Бриллюэна. Сплош-

ная оранжевая линия – в модели с открытой зоной

Бриллюэна. При µ/m ≈ 1.2 происходит переход Лиф-

шица. При µ/m ≈ 1.6 в модели с закрытой зоной Брил-

люэна коэффициент B2 меняет знак и система перехо-

дит из нематической фазы в хиральную

Чтобы учесть вклады в функционал ГЛ, связан-

ные с изменением параметра порядка в простран-

стве и влиянием электромагнитного поля, мы долж-

ны учесть члены порядка O(Σ̂2
∆q

2) и получить “гра-

диентный” вклад FD в свободную энергию ГЛ. Как

обычно, FD содержит калибровочно-инвариантные

градиенты Di = −i~∂i + (2e/c)Ai во втором порядке

(Ai – компоненты вектор-потенциала), которые раз-

решены симметрией кристалла. Поскольку кристал-

лы типа допированного Bi2Se3 имеют ось вращатель-

ной симметрии вдоль направления z и гексагональ-

ную симметрию в плоскости x, y, то выражение для

“неоднородной” части свободной энергии может быть

представлено в виде [68]:

FD = J1(Di∆a)
∗(Di∆a) + J2ǫijǫab(Di∆a)

∗(Dj∆b) +

+ J3(Dz∆a)
∗Dz∆a)− |(Dx∆y)|2 + J4[|(Dx∆x)|2 +

+ |(Dy∆y)|2 − |(Dy∆x)|2 − |(Dx∆y)|2 +
+ (Dx∆x)

∗(Dy∆y) + (Dy∆x)
∗(Dx∆y) +

+ (Dx∆y)
∗(Dy∆x) + (Dy∆y)

∗(Dx∆x)], (16)

где Ji – феноменологические коэффициенты разло-

жения, ǫij – символы Леви–Чивита, {a, b} ∈ {x, y},
{i, j} ∈ {x, y} и по повторяющимся индексам проис-

ходит суммирование. Полная свободная энергия ГЛ

F равна сумме F = Fh + FD. Варьируя эту сум-

му по компонентам параметра порядка и вектор-

потенциала, мы получаем систему уравнений ГЛ [68].

7. Связь сверхпроводимости с деформа-

цией и намагниченностью. Векторная природа

параметра порядка предполагает возможность
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возникновения так называемых дополнительных

(subsidiary) параметров порядка в теории ГЛ. Кри-

сталлическая решетка топологических изоляторов

типа Bi2Se3 обладает симметрией точечной группы

D3d. Эта группа имеет дополнительные симметрии

Eg и A2g, которым соответствуют билинейные

формы [69]:

Eg → (N1, N2) =
(
|∆x|2 − |∆y|2,∆x∆

∗
y +∆∗

x∆y

)
,

A2g →M0 = ∆x∆
∗
y −∆∗

x∆y. (17)

Нематической сверхпроводящей фазе с действитель-

ным параметром порядка соответствует двумерное

представление Eg группы D3d, в котором M0 = 0.

Хиральной фазе, у которой ∆x = ±i∆y, соответству-

ет представление A2g с N1,2 = 0. Как было указано

в работе [69], наличие таких дополнительных пара-

метров порядка приводит в рамках теории ГЛ к свя-

зи сверхпроводимости с тензором деформации uik в

плоскости (x, y) и поперечной зеемановской намагни-

ченностью Mz. Действительно, во втором порядке по

параметру порядка мы можем записать два дополни-

тельных вклада в функционал ГЛ, которые облада-

ют необходимыми симметриями:

Fu = gN (uxx − uyy)(|∆x|2 − |∆y|2) +
+ 2gNuxy(∆x∆

∗
y+∆∗

x∆y), (18)

FM = −2igMMz(∆x∆
∗
y −∆∗

x∆y). (19)

Здесь gN,M – соответствующие коэффициенты тео-

рии ГЛ. Полный функционал теории ГЛ имеет вид:

F = Fh + FD + Fu + FM . (20)

Итак, нематическая сверхпроводимость связана

с деформацией, а хиральная – с намагниченностью.

При переходе в сверхпроводящее состояние это при-

водит к возникновению спонтанной деформации и

намагниченности [54] соответственно. Энергия де-

формации в (x, y) плоскости для гексагонального

кристалла может быть записана в виде [72]: Fdef =

= κ1u
2 + κ2Tr2(uik), где u = (uxx − uyy, 2uxy) =

= u(cos 2β, sin 2β), Tr(uik) = uxx + uyy, κ1,2 – соот-

ветствующие упругие модули.

С микроскопической точки зрения, влияние де-

формации на сверхпроводящие свойства связано с

изменением поверхности Ферми нормального состо-

яния. Полная классификация возможных слагаемых

в гамильтониане нормального состояния, возникаю-

щих из-за слабой деформации решетки, дана в рабо-

те [73]. Одним из эффектов продольной деформации

uxx−uyy является появление выделенного направле-

ния. Появляются добавки к компонентам скорости

Ферми вдоль и поперек направления деформации

vkx → (v+δv)kx, vky → (v−δv)ky , где δv ∝ uxx−uyy.
Это означает, что электронная нематичность, кото-

рая возникла в нормальном состоянии из-за дефор-

мации решетки, определяет направление нематично-

сти сверхпроводящего состояния.

В нематической фазе FM = 0. Тогда, минимизи-

руя сумму Fh + Fu + Fdef, мы получим [54], что в

этой фазе возникает спонтанная деформация usp, а

параметр порядка перенормируется:

usp =
(−1)ngNA

4B1κ1 − g2N
, (21)

∆ =
−A

2(B1 − g2N/4κ1)
[cos (β − πn/2), sin (β − πn/2)] ,

где n ∈ Z. Вектор деформации u параллелен век-

тору нематичности, если gN > 0 и антипараллелен,

если gN < 0. Для устойчивости нематического состо-

яния необходимо, чтобы B1 − g2N/4 > 0. Спонтанная

деформация порядка 10−7 наблюдалась в сверхпро-

водящих образцах Bi2Se3, допированных ниобием и

медью [41]. Эта деформация уменьшалась с ростом

температуры и исчезала при переходе в нормальное

состояние, как это и предсказывает уравнение (21),

поскольку A ∝ T − Tc.

В хиральной фазе Fu = 0. Соответственно, в этом

случае не возникает спонтанной деформации, зато

появляется поперечная спонтанная намагниченность

Msp. Минимизируя сумму Fh + FM + aM2
z , полу-

чим [54]:

Msp =
gMA

2[(B1 +B2)a− g2M ]
. (22)

Для устойчивости хирального состояния необходи-

мо, чтобы (B1 + B2)a − g2M > 0. Хиральное состо-

яние вырождено по направлению намагниченности

и знаку хиральности ∆ = ∆(1,±i). Спонтанная на-

магниченность в сверхпроводящем состоянии в допи-

рованных стронцием образцах Bi2Se3 наблюдалась в

эксперименте [30]. Намагниченность пропадала при

переходе в нормальное состояние.

Выше мы полагали, что приложенное магнитное

поле равно нулю и образец не деформирован внеш-

ней силой. Легко понять, что приложенное магнит-

ное поле меняет фазу параметра порядка. Тогда ис-

ходно нематический сверхпроводник смещается в об-

ласть хирального состояния. Напротив, если дефор-

мировать исходно хиральный сверхпроводник, то на-

личие у параметра порядка большой фазы невыгод-

но. То есть, внешняя деформация должна смещать

исходно хиральную систему в область нематичности.
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Такие процессы подробно проанализированы в рабо-

те [54].

Очевидно, что внешняя деформация снимает вы-

рождение параметра порядка. Так, если gN (uxx −
− uyy) > 0, то из уравнения (18) видно, что в основ-

ном состоянии ∆ = ∆(0, 1). Если gN (uxx − uyy) < 0,

то ∆ = ∆(1, 0). Другими словами, смена знака де-

формации меняет направление нематичности на 90◦.

8. Деформация решетки и анизотропия

второго критического поля. Одним из ярких и

экспериментально наблюдаемых эффектов, возника-

ющих из-за связи нематической сверхпроводимости

и деформации, является анизотропия второго кри-

тического поля Hc2 в плоскости (x, y) в деформиро-

ванных образцах [37, 39, 68]. Интерес к этому эф-

фекту связан, во-первых, с тем, что эта анизотропия

весьма значительна, она достигает значения 4–5 да-

же при малых деформациях образца (uxx ∼ 10−4).

Во-вторых, ось анизотропии поворачивается на 90◦

при смене знака деформации, что можно считать яр-

ким подтверждением векторной природы сверхпро-

водящего параметра порядка.

Пусть образец однородно деформирован вдоль

оси x, а приложенное магнитное поле H составля-

ет угол θ с осью x. Найдем зависимость Hc2(θ).

Как обычно при вычислении Hc2, мы полагаем, что

поле в образце однородно и равно внешнему по-

лю. Тогда вектор-потенциал можно выбрать в виде

A = Hz(sin θ,− cos θ, 0), а в функционале ГЛ оста-

вить только слагаемые второго порядка по ∆. При

приближении магнитного поля к Hc2 в зависимо-

сти от параметров сверхпроводника, возможны два

варианта исчезновения нематической сверхпроводи-

мости: либо обе компоненты параметра порядка об-

ращаются в нуль в точке перехода [68], либо в силь-

ном поле выживает только одна компонента, кото-

рая обращается в нуль в точке перехода [37]. Соглас-

но результатам, приведенным в предыдущем разде-

ле, реализуется второй сценарий, если деформация

не мала. Более того, полученная в этом случае зави-

симость Hc2(θ) лучше описывает эксперимент. Если

gN (uxx−uyy) < 0, то согласно [37] имеем ∆ = (0,∆).

Проварьируем в рассматриваемой геометрии сумму

Fh+FD+Fu по ∆. В результате получим линеаризо-

ванное уравнение ГЛ, которое при учете деформации

имеет вид [37]:

− [A+ gN (uxx − uyy)] ∆ =

=
[
(J1 + J4 cos 2θ)(Dx sin θ −Dy cos θ)

2
]
∆. (23)

Если gN(uxx−uyy) > 0, то ∆ = (∆, 0), что, как можно

убедиться, соответствует замене θ → θ+π/2 в уравне-

нии (23). Как и в случае обычного сверхпроводника,

правую часть этого уравнения можно рассматривать

как гамильтониан для гармонического осциллятора,

а верхнее критическое поле может быть получено по

аналогии с его основным энергетическим уровнем. В

результате имеем [37]:

Hc2(θ) = Hc2(0)





1√
cos2 θ+Γ sin2 θ

gN(uxx − uyy) < 0

1√
sin2 θ+Γcos2 θ

gN(uxx − uyy) > 0,

(24)

где Hc2(0) = −c(A + gNuxx)/2e
√
J3(J1 + J4), Γ =

= (J1−J4)/(J1+J4). На рисунке 6 показана экспери-

ментально измеренная зависимость Hc2(θ), получен-

ная в работе [39]. Эксперимент и теоретическая зави-

симость (24) практически совпадают, если положить

Γ = 20. При этом ось анизотропии поля Hc2(θ) по-

ворачивается на 90◦ при смене деформации сжатия

на растяжение. Полученное в работе [68] выражение

для Hc2(θ) для случая, когда в нуль при переходе в

нормальное состояние обращаются одновременно обе

компоненты параметра порядка, отличается от (24).

Однако эти зависимости качественно схожи (см. си-

ний пунктир на рис. 6).

9. Спиновые вихри. Еще одной интересной осо-

бенностью нематических сверхпроводников, которая

связана со взаимодействием сверхпроводимости и де-

формации, является возможность наблюдения в них

так называемых спиновых вихрей [71]. Параметр по-

рядка в рассматриваемых здесь материалах, соответ-

ствует классу симметрии DIII, которой, например,

также обладает сверхтекучий гелий 3He в B-фазе.

Как показывают и эксперимент, и теория, в этой фа-

зе сверхтекучего гелия существуют спиновые вих-

ри [74–76]. Для простоты рассмотрим деформируе-

мый внешней силой цилиндрический образец. Тогда

в цилиндрических координатах r, ϕ, z тензор дефор-

мации можно представить в виде [72]: uxx − uyy =

= u(r, z) cosϕ и 2uxy = u(r, z) sinϕ. Характерный

масштаб изменения u порядка размера образца L,

а параметр порядка изменяется в пространстве на

длине когерентности ξ, которая, естественно, много

меньше L. Поэтому вдали от сердцевины вихря мы

можем считать, что параметр порядка зависит от ко-

ординат только параметрически, ∆[u(r, z)], а вбли-

зи сердцевины можем пренебречь вкладом деформа-

ции. Следуя стандартной процедуре, мы минимизи-

руем свободную энергию и получаем два уравнения

ГЛ на компоненты параметра порядка. Решая эти

уравнения, мы приходим к выводу, что в системе мо-

гут существовать спиновые вихри двух типов [71].

Вихрь типа I возникает, если gNu(r, z) > 0, и име-

ет структуру ∆I = ∆I(r, z)(cosϕ, sinϕ). Вихрь ти-
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Рис. 6. (Цветной онлайн) Сплошная линия – экспери-

ментально измеренная зависимость Hc2(θ) в полярных

координатах для двух монокристаллических образцов

SrxBi2Se3 из работы [39]. (а) – Образец с деформацией

сжатия, (b) – образец с деформацией растяжения. Де-

формация uxx ≈ 0.02% возникала в процессе роста об-

разцов и измерялась с помощью рентгеноструктурного

анализа. Пунктиром показана зависимость Hc2(θ), вы-

численная с помощью уравнения (15) из работы [68].

Расчет по формуле (24) при соответствующем выборе

параметра Γ практически совпадает с эксперименталь-

ной кривой

па II возникает, если gNu(r, z) < 0, и имеет структу-

ру ∆II = ∆II(r, z)(− sinϕ, cosϕ). Величина ∆I,II(r, z)

обращается линейно в нуль при r → 0. Тип спино-

вого вихря меняется в зависимости от знака дефор-

мации, т.е. при смене сжатия (u < 0) на растяжение

(u > 0). Так как параметр порядка является вектор-

ным полем, то для него можно вычислить параметр

завихренности P =
∮
C
n · dr/2π, где C – это замкну-

тый контур с единичным радиусом, охватывающий

центр вихря, dr = (dx, dy) – это приращение вдоль

контура, n = ∆i/∆i(r, z) – это направление парамет-

ра порядка. Для вихря типа I (рис. 7a) P = 0, в то

время как для вихря типа II (рис. 7b) P = 1 [71].

Рис. 7. (Цветной онлайн) На рисунке показано направ-

ление параметра порядка в спиновых вихрях разных

типов. (а) – структура параметра порядка для вихря I-

го типа. (b) – Структура параметра порядка для вихря

II-го типа

Из уравнений ГЛ можно получить, что в сердце-

вине спинового вихря параметр порядка обращает-

ся в нуль [71]. Следовательно, спиновый вихрь явля-

ется топологическим дефектом. На таких дефектах

в топологических сверхпроводниках могут локали-

зоваться фермионы Майораны [3]. Для того чтобы

проанализировать такую возможность – можно вос-

пользоваться уравнениями Боголюбова–де Жена (8),

в которых параметр порядка имеет координатную за-

висимость, соответствующую спиновому вихрю од-

ного из двух типов [71]. Спиновый вихрь можно

создать в уравнениях (8) с помощью преобразова-

ния [74, 77]

e−isz [ϕ+(ν−1)π/4]∆σysxτxe
isz [ϕ+(ν−1)π/4], (25)

где ν = 0 для спинового вихря типа I и ν = 1 для

типа II. Видно, что спиновый вихрь создает завихре-

ние в спиновом пространстве s, в то время как вихрь

Абрикосова создает завихренность в массовом про-

странстве (электроны и дырки) τ [74]. Решения на

нулевой энергии являются фермионами Майораны.

Решая уравнение HBdG(kj → −i∇j)ψMF (r, ϕ) = 0,

можно получить, что вблизи кора вихря типа I лока-

лизуются майорановские состояния. Поскольку наша

система инвариантна относительно обращения вре-

мени, то эти состояния образуют так называемые па-

ры Майораны–Крамерса. В случае вихря типа II та-

кие локализованные состояния отсутствуют.

Как мы сказали ранее, рассматриваемая система

принадлежит DIII классу симметрии, так как при-

сутствуют симметрии электрон-дырочного сопряже-

ния Ξ̂ = syτyK и по обращению ко времени T̂ = isyK.

В этом случае можно определить Z2, топологический

инвариант, который связан с симметрией по обраще-

нию времени [78, 77]
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Z2 =
∏

K

Pf [w(K)] /
√
detw(K), (26)

где Pf – это пфаффиан, элементы кососимметрич-

ной матрицы wij(k) = 〈ui(k)|T̂ |uj(k)〉 вычислены в

симметричных относительно симметрии по обраще-

нию времени точках K = (kx, ky) в усеченной зоне

Бриллюэна, ui(k) – это собственные вектора гамиль-

тониана (8) при kz = 0. Данный Z2 индекс принимает

следующие значения

Z2 = 1 для ν = 0, тип I,

Z2 = −1 для ν = 1, тип II. (27)

10. Связь сверхпроводимости и магнетиз-

ма. Парамагнетизм Паули куперовских пар.

Нетривиальная связь нематического параметра по-

рядка с магнетизмом определяет необычный отклик

такого сверхпроводника в магнитном поле. Рассмот-

рим сверхпроводник около критической температу-

ры во внешнем зеемановском поле H||Oz. Будем рас-

сматривать поле как возмущение ΣH = µBβHsz , где

µB – магнитон Бора, а β – g-фактор Ланде. Для про-

стоты мы опустим взаимодействие поля с электрон-

ной системой в антиферромагнитном канале [56]. Это

возмущение можно включить в функционал ГЛ по

процедуре, описанной в разделе 6. Мы можем найти

минимум свободной энергии Fh+FM (Mz → µBβH)−
−χ0(µBβH)2/2 в заданном внешнем поле H . Вторая

производная равновесной свободной энергии по полю

даст нам зеемановскую восприимчивость системы χ.

Данная восприимчивость в нематической и хираль-

ной фазах соответственно равна

χns = χ0 +
2g2M
B2

, χcs = χ0 +
g2M

4(B1 +B2)
. (28)

Здесь первый член описывает парамагнетизм Паули

нормальной фазы, а второй член описывает вклад в

восприимчивость от куперовских пар. В работе [56]

мы вычислили коэффициенты ГЛ из микроскопи-

ческой теории и нашли вклад в восприимчивость

от парамагнетизма куперовских пар. Для простоты

мы считали, что в системе нет гексагональных иска-

жений поверхности Ферми. Полученная зависимость

∆χ = χ−χ0 изображена на рис. 8. Падение восприим-

чивости до 0 при µ/m ≈ 1.4 происходит потому, что

в этой точке обращается в нуль коэффициент gM .

Около фазового перехода из нематической в хираль-

ную фазу коэффициент B2 оказывается малым, что

приводит к расходимости зеемановской восприимчи-

вости. Данная особенность может быть использована

для обнаружения фазового перехода. Отметим, что

в модели с бесконечной зоной Бриллюэна коэффици-

ент B2 > 0 и система всегда остается в нематической

фазе, а восприимчивость остается непрерывной.

Рис. 8. (Цветной онлайн) Скачок зеемановской воспри-

имчивости между сверхпроводящей и нормальной фа-

зами ∆χ = χ − χ0, нормированный на его значение

∆χLT в точке перехода Лифшица как функция безраз-

мерного химического потенциала µ/m в модели с фак-

тором Ланде β = −5.3, см. [19]. Сплошная оранжевая

кривая соответствует модели с конечной зоной Брил-

люэна (ЗБ) в нематической фазе. Сплошная красная

кривая соответствует модели с конечной зоной Брил-

люэна в хиральной фазе. Оранжевая пунктирная кри-

вая соответствует модели с бесконечной зоной Брил-

люэна. Зеленым кружком обозначен переход Лифши-

ца. Вертикальная синяя пунктирная линия показывает

переход между нематической и хиральной фазами, где

коэффициент B2 = 0

Плотность спина в системе выражается через

полную функцию Грина как Sz = −T∑ω,k

∫
Tr[Ĝsz].

Мы раскладываем функцию Грина Ĝ ≈ Ĝ0 +

+ Ĝ0∆̂4Ĝ0 + Ĝ0∆̂4Ĝ0∆̂4Ĝ0 по степеням сверхпрово-

дящего параметра порядка, и находим в главном по-

рядке: Sz = −2igM(∆∗
x∆y−∆x∆

∗
y). Параметр ∆∗

x∆y−
∆x∆

∗
y отвечает за спиновый дисбаланс куперовских

пар. Если параметр порядка действительный, то спи-

новая плотность равна нулю, а количество куперов-

ских пар со спином вверх и вниз одинаково. Прямые

вычисления [56] показывают, что при включении зее-

мановского поля параметр ∆∗
x∆y−∆x∆

∗
y ∝ H . Соот-

ветственно, спиновая плотность, возникающая из-за

дисбаланса между спинами куперовских, становит-

ся равной Sz = g2MµBH/2B2 ∼ k3Fβ
2(µBH/µ)(Tc/µ)

2.

Такой спиновый дисбаланс снижает энергию систе-

мы в магнитном поле аналогично парамагнетизму

Паули электронов. Поэтому мы называем этот эф-

фект парамагнетизмом Паули куперовских пар.

Как и обычные сверхпроводники, нематические

сверхпроводники в низких магнитных полях являют-
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ся диамагнетиками из-за эффекта Мейсснера [61, 79].

Мы ожидаем, что в массивных образцах мейсснеров-

ский диамагнетизм будет преобладать над парамаг-

нетизмом. Однако при определенных условиях пара-

магнитная часть магнитной восприимчивости может

доминировать.

Рассмотрим, например, тонкую вдоль оси Ox или

Oy пленку толщиной d ≪ λ, где λ ∼ 104 Å – лон-

доновская глубина проникновения [34], и пусть маг-

нитное поле направлено в плоскости пленки вдоль

оси Oz. Такая геометрия была использована для на-

хождения предела Клогстона [80, 81]. Диамагнит-

ную мейсснеровскую восприимчивость можно оце-

нить по обычной формуле χM = −d2/48πλ2. Тогда

парамагнетизм Паули куперовских пар будет наблю-

даем, если |χM/∆χns| = (B2/96πg
2
M)(d/λ)2 ≤ 1. По-

скольку толщина пленки d должна быть как ми-

нимум больше, чем постоянная решетки в плоско-

сти a = 4.14 Å [82], то коэффициент (d/λ)2 может

иметь величину до 10−6. Отметим, что в настоящее

время уже выращены высококачественные пленки

Bi2Se3 [83, 84].

В работе [34] сверхпроводящий порошок

Nb0.25Bi2Se3 был исследован методом рассеяния

мюонов (µ − SR). В отличие от эксперимента [31],

обнаружено, что система не имеет спонтанного

магнитного момента. Однако авторы работы [34]

показали, что в сверхпроводящей фазе появляется

дополнительный парамагнитный отклик. Возможно,

они наблюдали парамагнетизм Паули триплет-

ных куперовских пар. В то же время, измерения

магнитной восприимчивости массивного монокри-

сталла Nb0.25Bi2Se3 показали обычный сильный

диамагнитный отклик [34].
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