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В работе показано, что энергия электронной системы двумерной решетки Либа понижается в резуль-

тате смещений реберных атомов от центров вдоль ребер. Понижение электронной энергии приводит к

появлению мягких фононных мод, ангармонических фононов, и к неустойчивости решетки. При опреде-

ленных условиях понижение электронной энергии может превысить увеличение упругой энергии ионной

решетки, и в этих условиях зависимость полной энергии как функции смещений реберных атомов при-

обретает вид двухямного потенциала. В результате, при сильной неустойчивости, возникает частично

упорядоченная подрешетка реберных атомов с числом равновесных положений, вдвое превышающем их

число, а квантовое туннелирование реберных атомов между равновесными положениями приводит к по-

явлению квантовых туннельных мод. В работе обсуждаются возможные экспериментальные проявления

исследуемой неустойчивости и обобщения рассмотренной модели на трехмерные решетки.
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1. Введение. Решеткой Либа называется дву-

мерная, квадратная решетка атомов типа A, в сере-

динах связей которой находятся атомы типа B (см.

рис. 1). Решетка Либа является одной из самых про-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Исходная решетка Либа и

решетка Либа в результате развития неустойчивости

с указанием интегралов перескока. Синие кружки –

узельные атомы типа A, красные кружки – реберные

атомы типа B

стых бипартитных решеток, т.е. решеток, узлы ко-

торых могут быть разделены на два подмножества

A и B, причем ближайшими соседями узлов A яв-

ляются узлы B и наоборот. Свое имя она получила

благодаря знаменитой работе Либа, в которой бы-

ли доказаны строгие утверждения о модели Хаббар-

да на бипартитных решетках [1]. Широкую популяр-

ность решетка Либа получила благодаря наличию

1)e-mail: ryzhkin@issp.ac.ru

в ее электронном спектре плоских или бездисперси-

онных зон [2–5]. Отсутствие кинетической энергии

электронов в таких зонах приводит к определяющей

роли сколь угодно малого взаимодействия между ни-

ми и к реализации необычных коррелированных со-

стояний электронной системы. Смысл этого утвер-

ждения становится более понятным, если сравнить

физику плоских электронных зон с физикой плос-

ких зон двумерных электронов в сильном магнит-

ном поле. Экспериментальной реализацией решет-

ки Либа является подрешетка CuO2 в высокотемпе-

ратурных купратных сверхпроводниках, исследова-

нию которых также посвящено огромное число ра-

бот, смотри, например, [6–9]. Близкие структуры, ко-

торые можно назвать искаженными решетками Ли-

ба, реализуются в нано ограниченной воде [10, 11].

Реберно-центрированные кубические решетки, кото-

рые являются трехмерными обобщениями решетки

Либа, реализуются в высокотемпературных сверх-

проводниках на основе сероводорода [12, 13] и в ка-

честве трехмерных подрешеток в различных перов-

скитах [14–16].

Из перечисленного следует, что физика соедине-

ний с решеткой Либа является интересной и важной

темой исследований. Целью данной работы являет-

ся исследование еще одной особенности решетки Ли-

ба, а именно, ее электронной неустойчивости. Ана-

лизируя поведение электронной и решеточной энер-

гии, мы покажем, что электронная энергия умень-

шается в результате смещений реберных атомов от

центров связей, и при определенных условиях воз-
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растание упругой энергии не компенсирует уменьше-

ние электронной энергии, т.е. в этих условиях решет-

ка Либа становится неустойчивой. Вблизи неустой-

чивости для решеток такого типа характерны мяг-

кие моды и ангармонические фононы, а в результате

развития неустойчивости потенциал реберных ато-

мов, как функция смещений, приобретает двухям-

ный вид, удваивается число равновесных положе-

ний реберных атомов на связях и становится воз-

можным квантовое туннелирование реберных ато-

мов между равновесными положениями. При этом

возникают новые возбуждения, квантовые туннель-

ные моды, которые могут сильно взаимодействовать

с электронной системой.

Далее, в разделе 2, с использованием метода силь-

ной связи мы рассмотрим структуру электронного

спектра решетки Либа, ее зависимость от смещений

реберных атомов вдоль связей, и наличие плоской

зоны. В разделе 3 мы рассмотрим изменения элек-

тронной энергии и энергии ионной решетки в ре-

зультате смещений реберных атомов, и найдем усло-

вия возникновения неустойчивости решетки Либа. В

разделе 4 мы обсудим экспериментальные проявле-

ния исследуемой неустойчивости и ее зависимость от

параметров решетки. В этом же разделе мы обсу-

дим связь исследуемой неустойчивости с неустойчи-

востью Пайерлса [17] и связь рассмотренной модели с

одномерной моделью полиэтилена или моделью SSH

(Su–Schrieffer–Heeger) [18, 19].

2. Структура электронного спектра. Элек-

тронный спектр любого соединения определяется не

только структурой решетки, но валентными состоя-

ниями атомов, которые образуют решетку. Рассмот-

рим сначала простой случай, в котором атомы типа

A и атомы типа B имеют по одному валентному со-

стоянию ϕA
i , ϕB

j соответственно. Решение уравнения

Шредингера ищем методом сильной связи, т.е. в сле-

дующем виде:

ψ(r) =
∑

i∈A

aiϕ
A
i (r− ri) +

∑

j∈B

bjϕ
B
j (r− rj), (1)

где ai, bi – коэффициенты разложения, в первой сум-

ме суммирование идет по узлам квадратной решет-

ки, а во второй по ее ребрам. Учитывая интегра-

лы перескока только между ближайшими соседями,

для коэффициентов разложения получаем следую-

щую систему уравнений:

(εA − ε)ai +
4
∑

j=1

tijbj = 0, (2)

(εB − ε)bj +
2
∑

j=1

tijai = 0. (3)

В этих уравнениях суммы берутся по ближайшим со-

седям, εA, εB – узельные энергии, а интегралы пере-

скока отличны от нуля только для ближайших со-

седей tij = tji = t. Равенство всех интегралов пере-

скока имеет место только для неискаженной решет-

ки Либа с реберными атомами точно в серединах

связей. Так как наша задача заключается в иссле-

довании неустойчивости относительно смещений де-

корирующих атомов вдоль связей, то мы допускаем

одинаковые по абсолютной величине для всех атомов

смещения декорирующих атомов и введем два значе-

ния интегралов перескока tij = t1, t2 для укорочен-

ной и удлиненной связи, соответственно t1 > t2.

Решение уравнений (2), (3) начнем со значения

энергии ε = εB. В этом случае все уравнения (3) вы-

полняются, если положить ai = 0. При этом уравне-

ния (2) дают N условий на 2N переменных bj , т.е.

дадут N линейно независимых решений для bj. Та-

ким образом, значение энергии ε = εB является N -

кратно вырожденной зоной, т.е. плоской зоной. Ее

происхождение легко понять, если заметить, что при

условии ai = 0 в приближении сильной связи атомы

типа B являются эффективно изолированными.

Далее, если ε 6= εB, то с помощью уравнений (3)

можно исключить переменные bj и получить уравне-

ния только для переменных ai
(

εA +
γi

ε− εB
− ε
)

ai +
t1t2
ε− εB

∑

j∈i

aj = 0. (4)

Здесь суммирование во втором слагаемом идет по

ближайшим соседям i, величины γi определяются

суммами по связям, примыкающим к узлу i:

γi =
∑

j∈i

t2ij = αit
2
1 + β1t

2
2, (5)

где αi, βi – неотрицательные целые, удовлетворяю-

щие условию αi+βi = 4, т.е. в общем случае γi может

принимать различные значения случайным образом,

в зависимости от смещений декорирующих атомов.

Последнее означает, что мы имеем дело со слож-

ной задачей определения спектра неупорядоченной

системы. Однако, кажется логичным предположить,

что из атомов четырех связей два смещаются к рас-

сматриваемому узлу, а два других от узла. В каче-

стве обоснования такого предположения служит ана-

логия с физикой льда, в частности, первое прави-

ло льда: два протона вблизи иона кислорода, и два

других в удалении [4, 20, 21]. Физически это прави-

ло обусловлено уменьшением энергии кулоновского
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взаимодействия между ионами. При таком предполо-

жении все величиныγi принимают одинаковое значе-

ние 2t21+2t22, в результате мы приходим к более про-

стой задаче без неупорядоченности. По этой причине

далее мы примем это предположение о смещениях

декорированных атомов согласно правилу льда, т.е.

будем использовать условие γi = 2t21 + 2t22, и опреде-

лим электронный спектр. Отклонения от этого усло-

вия можно рассматривать как локальные возмуще-

ния узельной энергии, приводящие к образованию

локальных уровней в запрещенной зоне, которые бу-

дут рассмотрены в последующих работах.

При использовании приближения, основанного на

правилах льда, из уравнений (4) получаем следую-

щие выражения для двух дисперсионных зон энер-

гии

εc,v =
εB + εA

2
± (6)

±

√

(

εB − εA
2

)2

+ 2t21 + 2t22 + 2t1t2(cos kx + cos ky).

В формуле (6) мы предположили εA < εB, тогда

нижней или валентной зоне соответствует знак ми-

нус, а верхней зоне или зоне проводимости знак

плюс. Края зон определяются следующими выраже-

ниями

εc,v =
εB + εA

2
±

√

(

εB − εA
2

)2

+ 2(t1 − t2)2, (7)

а ширина запрещенной зоны равна

εg = 2

√

(

εB − εA
2

)2

+ 2(t1 − t2)2. (8)

При выбранном условии εA < εB плоская зона ε =

= εB, как нетрудно увидеть, находится в запрещен-

ной зоне, ближе ко дну зоны проводимости. Энергии

электронов как функции волнового вектора, и схема-

тично соответствующие плотности состояний изобра-

жены на рис. 2, 3. Отметим, что при условии t1 = t2,

т.е. в случае неискаженной решетки Либа, плоская

зона касается дна зоны проводимости. При дополни-

тельном условии εA → εB ширина запрещенной зо-

ны стремится к нулю, и мы получаем полуметалл с

плоской зоной при энергии касания валентной зоны

и зоны проводимости. Также можно показать, что

плоская зона в случае неискаженной решетки Либа

(t1 = t2) сохраняется, даже если учесть перескоки

между ближайшими соседями по подрешетке B (см.

интегралы t3 на рис. 1). В противном случае, т.е. при

условии t1 6= t2, в этой зоне появляется конечная дис-

персия.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Пример электронного спек-

тра решетки Либа. Щели уменьшаются с уменьшени-

ем разности энергий εB−εA и с уменьшением разности

прыжковых интегралов t1 − t2, дисперсия возрастает с

ростом прыжковых интегралов

Рис. 3. (Цветной онлайн) Плотность состояний, соот-

ветствующая спектру на рис. 2. Линия в запрещенной

зоне схематично изображает δ-функцию

3. Энергия электронной и ионной системы:

условия неустойчивости Из формул (6), (7) вид-

но, что уровни энергии валентной зоны понижаются

при смещении реберных атомов, т.е. при возникно-

вении неравенства t1 6= t2. Рассчитаем выигрыш в

энергии электронной системы в зависимости от сме-

щения реберных атомов. Предполагая, что все ато-

мы смещаются на одинаковые расстояния, и считая

смещения x малыми, используем для интегралов пе-

рескока выражения t1,2 = t∓ αx, где t, α > 0, x < 0.

Далее, в системе имеется 3N валентных электронов,

из них 2N полностью заполняют валентную зону и

N электронов наполовину заполняют плоскую зо-

ну. Выигрыш в электронной энергии на одну ячейку
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из-за ненулевого смещения реберных атомов можно

представить в виде удвоенного интеграла по занятой

зоне Бриллюэна от энергии валентной зоны εv(k).

Без разложения по x2 достаточно громоздких выра-

жений результат можно представить в следующем

виде

δE(x) = − 4

π2

π/2
∫

0

dqx

π/2
∫

0

dqy [(qx, qy, x)− f(qx, qy, 0)],

(9)

f(qx, qy, x) =
√

∆2+16t2(cos2 qx+cos2 qy)+16α2x2(sin2 qx+sin2 qy),

(10)

где ∆ = εB − εA. Разлагая выражение (10) по x2, мы

получаем для первого члена разложения следующие

формулы

δE1 = −Cx2, (11)

C(α,∆, t)=
32α2

π2

π/2
∫

0

π/2
∫

0

(sin2 qx + sin2 qy)dqxdqy
√

∆2+16t2(cos2 qx+cos2 qy)
.

Функция C(α,∆, t) может быть вычислена аналити-

чески в различных предельных случаях, а ее числен-

ное значение при произвольных значениях аргумен-

тов показано на рис. 4. Из формул (11) также видно,

Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость интеграла в

формуле (11) от параметров ∆ = εB − εA и t. Выде-

лена область максимальных значений интеграла

что изменение электронной энергии при смещении

реберных атомов всегда отрицательно, что соответ-

ствует электронной неустойчивости решетки Либа.

Выигрыш в электронной энергии растет с уменьше-

нием разности атомных энергий ∆ и с уменьшением

прыжкового интеграла t. Он также растет с ростом

величины α, которая характеризует зависимость ин-

теграла перекрытия от расстояния между атомами.

При расчетах выигрыша в электронной энергии

(11) были учтены кинетическая энергия электронов

и энергия взаимодействия электронов с ионным осто-

вом. Рассмотрим теперь изменение энергии ионной

системы, которая также изменяется при смещениях

реберных атомов. При этом мы ограничимся фено-

менологическим подходом, и запишем эту энергию в

виде следующего разложения по степеням смещений:

δE2(x) = Dx2 + Fx4. (12)

Здесь константа F положительна, что соответствует

отталкиванию ионов типа A и B на предельно малых

расстояниях между ними. Вопрос о знаке константы

D более сложен, и мы детально обсудим его ниже. Но

сначала мы предположим, что и D > 0. Эти предпо-

ложения означают устойчивость решетки Либа при

учете только энергии ионной системы. Тогда из фор-

мул (11), (12) мы получаем

δE = (D − C)x2 + Fx4, x± = ±
√

C −D
2F

. (13)

Первая из этих формул показывает, что решетка

будет неустойчива при условии C > D, а вторая

формула дает равновесные смещения реберных ато-

мов при возникновении неустойчивости, вызываемой

электронной подсистемой.

Выше мы сделали предположение, что константа

D > 0. Это предположение основано на учете куло-

новского взаимодействия реберного иона B только с

ближайшими соседями типа A. Однако кулоновское

взаимодействие медленно убывает с ростом рассто-

яния, и по этой причине следует учитывать и ку-

лоновское взаимодействие реберного иона B с более

удаленными соседями, что может изменить знак кон-

станты D. Действительно, в работе [22] было пока-

зано, что учет дальнодействующего взаимодействия

между реберными ионами сам по себе, без учета

электронной энергии, может привести к неустойчи-

вости решетки Либа, или решетки квадратного льда

по терминологии этой работы. Результаты работы

[22] можно интерпретировать и так, что учет даль-

нодействующего взаимодействия между ионами типа

B вносит отрицательный вклад в коэффициент перед

x2 в формуле (12). На наш взгляд, соотношение меж-

ду положительным вкладом взаимодействия меж-

ду ближайшими соседями и отрицательным вкладом

между удаленными соседями близок вопросу о вы-

рождении протонных конфигураций, удовлетворяю-

щих правилам льда [23–25].
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Суммируя сказанное, можно сделать вывод, что

учет дальнодействующего характера кулоновского

взаимодействия существенно уменьшает положи-

тельное значение константы D, полученное из

оценок взаимодействия между ближайшими соседя-

ми. При этом вклад в неустойчивость электронной

энергии может стать определяющим, особенно при

росте константы α и уменьшении констант t,∆. Та-

ким образом, учет дальнодействующего характера

кулоновского взаимодействия между ионами только

повышает вероятность возникновения неустойчиво-

сти решетки Либа.

4. Обсуждение результатов. В предыдущих

разделах мы описали неустойчивость решетки Либа,

вызванную понижением электронной энергии отно-

сительно смещений реберных атомов вдоль связей. В

этом разделе мы рассмотрим влияние этой неустой-

чивости на физические свойства реальных соедине-

ний, в которых в той или иной степени реализует-

ся решетка Либа, а также обсудим соотношение на-

шей модели с другими моделями и исследованиями,

в которых существенную роль играет электронная

неустойчивость.

Наиболее известной реализацией решетки Либа

является двумерная подрешетка CuO2 купратных

сверхпроводников, а наиболее распространенным

объяснением высокой температуры сверхпроводя-

щего перехода в этих соединениях является наличие

мягких фононных мод и ангармонических фононов,

обусловленных колебаниями атомов этой подрешет-

ки, см. работы [9, 26, 27]. В этих работах приведены

многочисленные ссылки на экспериментальное

исследование мягких фононных мод, ангармониче-

ских фононов, а также различные теоретические

интерпретации причин появления фононных особен-

ностей. Однако все теоретические интерпретации

отличаются от нашей модели, которая фактически

основана только на топологии решетки Либа.

Заметим, что практически все полученные нами

результаты могут быть применены и к трехмерно-

му обобщению решетки Либа, а именно к кубической

решетке ионов серы S в серединах ребер которой на-

ходятся протоны H, формула соединения H3S. Та-

кое соединение реализуется при высоком давлении

и переходит в сверхпроводящее состояние при тем-

пературах выше 200 К [12, 28]. Вероятно, и в этом

случае высокая температура сверхпроводящего пере-

хода обусловлена ангармоническими фононами. Бо-

лее того, в этом случае наблюдается и переход в со-

стояние с несимметричной водородной связью, т.е. к

состоянию со смещением протонов от середин свя-

зей [12]. Наличие несимметричной водородной связи

означает сильную неустойчивость решетки. В этом

случае возможна реализация квантовых туннель-

ных мод, обусловленных туннелированием протонов

вдоль связей, возникает интересная и важная задача

о взаимодействии туннельных мод с электронами и

их влияние на сверхпроводимость.

Сверхпроводимость не единственное явление, в

котором проявляется исследуемая неустойчивость.

Действительно, неустойчивость может проявлять-

ся не только в ангармонических фононах, она мо-

жет проявляться также в статических искажениях.

В этом отношении стоит обсудить связь исследуе-

мой неустойчивости с таким явлением, как ферро-

электричество. Ферроэлектрики принято делить на

два типа: ферроэлектрики типа смещения и типа

порядок-беспорядок. К первому типу относится ряд

соединений со структурой перовскита, например, ти-

танат бария BaTiO3, цирконат свинца PbZrO3 и так

далее. Эти соединения в качестве подрешеток содер-

жат трехмерные решетки TiO3, ZrO3, которые мож-

но рассматривать как трехмерные обобщения решет-

ки Либа, к которым наши результаты легко модифи-

цировать. В них также реализуется понижение энер-

гии при смещении ионов кислорода вдоль ребер, что

может интерпретироваться как движущая сила их

ферроэлектрических свойств. При сильной неустой-

чивости каждый реберный ион имеет два устойчивых

положения равновесия. Распределение ионов по этим

положениям можно описать псевдоспиновыми пере-

менными в рамках модели Изинга, в которой суще-

ствует переход порядок-беспорядок, или ферроэлек-

трический переход [29, 30].

Исследуемая электронная неустойчивость может

быть причиной несимметричности водородной связи

и существования неупорядоченности протонной под-

системы во многих трехмерных модификациях льда

[21]. Более того, в работах [10, 11] было показано,

что в нано ограниченном льде может реализовать-

ся квадратная модификация льда, которая близка

к решетке Либа. Отличие заключается в довольно

сильном отклонении протонов, т.е. реберных ионов,

от центров связей. Эти отклонения могут рассмат-

риваться как экспериментальное подтверждение ис-

следуемой неустойчивости.

Зададим теперь важный вопрос, при каких усло-

виях неустойчивость проявляется наиболее сильно?

Другими словами, при каких условиях связи явля-

ются несимметричными, а при каких условиях сим-

метричными? Как было указано в предыдущем раз-

деле, условие сильной неустойчивости или условие

двухямного потенциала имеет вид C > D, где D

определяется упругой энергией ионной решетки (в
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нашей работе феноменологическая константа), а ве-

личина C формулой (11). Из этой формулы сле-

дует, что величина C растет с уменьшением ∆, t.

Это означает, что роль электронной неустойчивости

будет выше в соединениях с близкими значениями

энергии валентных электронов (максимум при ра-

венстве энергий ∆ = 0). Величина t характеризует

интегралы перескока между ближайшими соседями

для неискаженной решетки. Соответственно она тем

меньше, чем больше расстояние между атомами, т.е.

постоянная решетки. Этот параметр может варьиро-

ваться двумя способами: конкретным выбором ато-

мов или внешним давлением. Во втором случае, ес-

ли при нулевом давлении неустойчивость настоль-

ко сильна, что связи являются несимметричными,

то с ростом давления постоянная решетки уменьша-

ется, соответственно растет t и уменьшается вели-

чина C. При достаточно высоком давлении можно

ожидать малого влияния неустойчивости и переход

в симметричную фазу с одним потенциальным мини-

мумом. Вблизи перехода двухямный/одноямный по-

тенциал высота потенциального барьера будет низ-

кой и можно ожидать квантового туннелирования

реберных атомов и образования туннельных мод. На

другом языке можно сказать, что соответствующие

колебания реберных атомов становятся ангармони-

ческими. Таким образом, давление является одним

из способов управлять величиной неустойчивости.

Следует также отметить следующий результат. С

уменьшением величины ∆ и с уменьшением расстоя-

ния между двумя минимумами потенциальной энер-

гии, т.е. с уменьшением t1 − t2 уменьшаются щели

между зонами на рис. 2. В предельном случае ∆ = 0,

t1 = t2 две зоны с сильной дисперсией будут касаться

плоской зоны. Если уровень Ферми системы лежит

при этой энергии, то вблизи уровня Ферми имеют-

ся два типа электронов: одни электроны с высокой

плотностью состояний, но с нулевой групповой ско-

ростью, и другие электроны с низкой плотностью со-

стояний, но с высокой групповой скоростью. Такая

ситуация представляет интерес как с точки зрения

обычной проводимости, так и с точки зрения образо-

вания сверхпроводящего состояния.

Далее, из рассмотрения в разделах 2, 3 становит-

ся очевидным, что рассматриваемая неустойчивость

очень напоминает неустойчивость Пайерлса [17], в

том смысле, что последнюю можно было бы изло-

жить в рамках рассмотренной модели. Фактически,

нашу модель можно рассматривать как обобщение

модели Пайерлса на двумерный случай. Также ин-

тересно отметить связь нашей модели с одномерной

моделью полиэтилена. В последней существуют две

фазы со смещением атомов влево и вправо, а на гра-

нице таких фаз существуют связанные электронные

состояния, переносящие ток при наложении электри-

ческого поля. В нашем случае при выполнении пра-

вил льда выполняется равенство γi = 2t21 + 2t22 (см.

раздел 2). При нарушении правила льда это равен-

ство нарушается, что можно рассматривать как ло-

кальное возмущение, приводящее к образованию свя-

занных состояний электронов в запрещенной зоне.

При перескоках реберных атомов вдоль связей (при

несимметричных связях) такой дефект вместе с элек-

троном будет перемещаться по образцу, т.е. может

быть носителем тока, аналогичным носителям тока

в физике льда [21]. С этой точки зрения такие носите-

ли можно рассматривать как двумерные обобщения

носителей тока в модели SSH [18].
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