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Представлена теория инерционного возвратно-поступательного броуновского мотора, приводимо-
го в движение детерминистическими дихотомными флуктуациями параметров броуновской частицы
и удерживающих потенциалов (которые могут быть реализованы оптическими методами). В случае
параболических потенциалов равновесные и неравновесные флуктуации оказываются не связанными
между собой, что позволяет свести решение уравнения Клейна–Крамерса к решению чисто механико-
динамической задачи. Учет инерционных эффектов приводит к немонотонной зависимости средней ско-
рости движения мотора (характеризующей эффективность преобразования поступающей энергии флук-
туаций потенциала в энергию возвратно-поступательного движения) от частоты флуктуаций, а в пределе
малого коэффициента трения – к резонансным процессам.
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Наноразмерный объект, направленное движение

которого возникает в асимметричной среде вслед-

ствие неравновесных флуктуаций параметров объек-

та или окружения и описывается в рамках диффу-

зионной динамики, принято называть броуновским

мотором [1–6]. Если флуктуации инициируются фо-

товозбуждением, то такой объект относят к броунов-

ским фотомоторам [7–10]. Направленное движение

нанообъекта может быть результатом преобразова-

ния возвратно-поступательного или вращательного

движения в поступательное подобно тому, как на-

правленное движение автомобиля возникает в ре-

зультате преобразования возвратно-поступательного

движения поршня в двигателе внутреннего сгорания

во вращательное движение колес, а затем в движе-

ние автомобиля как целого. Примером может слу-

жить направленное движение “четырехколесной” мо-

лекулы на металлической подложке, инициирован-

ное конформационными изменениями ее компонен-

тов при электронных и колебательных возбужде-

ниях [11]. Возвратно-поступательное движение двух

связанных белковых частиц вследствие особенностей

возникновения белкового трения (зависимости ко-

эффициента трения от скорости скольжения) мо-

жет быть преобразовано в поступательное движе-
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ние этих частиц вдоль поверхности [12–14]. Интерес

к анализу неравновесных процессов, вовлеченных в

возникновение возвратно-поступательного движения

частиц, связан также с изучением механизма опто-

механического превращения энергии в бистабиль-

ных фоточувствительных азобензолах [15], а также

особенностей функционирования молекулярных ма-

шин на основе супрамолекулярных соединений типа

“гость-хозяин”, состоящих из молекул органического

стирилового красителя и кавитанда кукурбитурила

[16–18].

Безынерционное рассмотрение возвратно-

поступательного броуновского мотора, функци-

онирующего за счет стохастического дихотомного

процесса, проводилось в работах [14, 19–21]. Ос-

новной характеристикой мотора, описывающей

интенсивность возникающего моторного эффекта,

является его средняя скорость. Без учета массы

частицы и для параболических потенциалов зависи-

мость средней скорости от частоты неравновесных

флуктуаций является монотонно возрастающей

функцией, выходящей на насыщение (принимающей

ненулевое значение) в высокочастотном пределе.

Этот результат является недостатком безынер-

ционного рассмотрения. Очевидно, что скорость

направленного движения, в которое может быть

преобразовано возвратно-поступательное, должна
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стремиться к нулю в высокочастотном пределе [1].

В данной статье мы устраняем этот недостаток

путем учета инерции частицы, претерпевающей

детерминистические дихотомные флуктуации ее

параметров, и выявляем ряд новых и интересных

закономерностей, характерных для инерционных

возвратно-поступательных броуновских моторов.

Проведем статистическое описание динамики

движения броуновской частицы, пребывающей в

двух периодически переключающихся состояниях,

обозначаемых далее символами “+” и “−” и име-

ющих длительности τ+ и τ−. Будем для общности

считать, что в каждом из состояний частица харак-

теризуется массой m±, коэффициентом трения ζ±
и потенциальной энергией U±(x). Обозначим через

p±(x, v, t) плотность вероятности найти частицу в

состояниях “+” или “−” с координатой x и скоростью

v в момент времени t. Тогда броуновская динамика

частицы описывается уравнением Клейна–Крамерса

[22]
∂

∂t
p±(x, v, t) = − ∂

∂x
vp±(x, v, t) +

+
1

m±

∂

∂v

(

ζ±v + U ′
±(x) +

ζ±kBT

m±

∂

∂v

)

p±(x, v, t), (1)

в котором kB – постоянная Больцмана, T – аб-

солютная температура. Учет переключения состоя-

ний предполагает наложение дополнительных усло-

вий, связывающих плотности вероятности p+(x, v, t)

и p−(x, v, t) в определенные моменты времени. Если

интересоваться только установившимся периодиче-

ским процессом, в котором зависимость от началь-

ных условий исчезает, то время t можно отсчиты-

вать от моментов переключений потенциалов, так

что t ∈ [0, τ+] в состоянии “+” и t ∈ [0, τ−] в состоянии

“−”. Тогда дополнительные условия на плотность

вероятности, являющейся периодической функцией

времени с периодом τ = τ+ + τ−, принимают вид:

p±(x, v, τ±) = p∓(x, v, 0). (2)

Вторым условием, налагаемым на плотность вероят-

ности, является условие нормировки:

∞
∫

−∞

dx

∞
∫

−∞

dvp±(x, v, t) = 1. (3)

Будем считать, что потенциальные энергии

U±(x) относятся к классу удерживающих потенциа-

лов (U+(±∞) → ∞, U−(±∞) → ∞). Тогда частица

не может уйти на бесконечность, и плотность веро-

ятности обращается в нуль как при v → ±∞, так

и при x → ±∞. С учетом этого факта результаты

почленного интегрирования левой и правой частей

уравнения (1) по скорости и по координате можно

записать в следующем виде:

∂

∂t

∞
∫

−∞

dvp±(x, v, t) = − ∂

∂x

∞
∫

−∞

dv v p±(x, v, t),

∂

∂t

∞
∫

−∞

dxp±(x, v, t) =
1

m±

∂

∂v
×

×
∞
∫

−∞

dx

(

ζ±v + U ′
±(x) +

ζ±kBT

m±

∂

∂v

)

p±(x, v, t) (4)

или, после почленного интегрирования первого урав-

нения дважды по координате, а второго дважды по

скорости, как

−∞
∫

−∞

dx

∞
∫

−∞

dv v p±(x, v, t) =

= − ∂

∂t

∞
∫

−∞

dv

−∞
∫

−∞

dx

x
∫

−∞

dy p±(y, v, t) =

=
∂

∂t

∞
∫

−∞

dv

∞
∫

−∞

dy y p±(y, v, t),

1

m±

∞
∫

−∞

dx

∞
∫

−∞

dv[ζ±v + U ′
±(x)]p±(x, v, t) =

=
∂

∂t

∞
∫

−∞

dx

∞
∫

−∞

dv

v
∫

−∞

dv′p±(x, v
′, t) =

= − ∂

∂t

∞
∫

−∞

dx

∞
∫

−∞

dv′v′p±(x, v
′, t). (5)

Введем далее операцию усреднения по “+” и “−”

состояниям

〈. . .〉± =

∞
∫

−∞

dx

∞
∫

−∞

dv . . . p±(x, v, t) (6)

и применим ее к уравнениям (5), что даст систему

уравнений, связывающих усредненные по “±” состо-

яниям координаты и скорости:

〈v〉± =
d

dt
〈x〉±,

1

m±
[ζ±〈v〉± + 〈U ′

±(x)〉±] = − d

dt
〈v〉±.

(7)

Средняя скорость возвратно-поступательного дви-

жения наночастицы (мотора) в состояниях “+” и “−”
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определяется соотношениями 〈v±〉 = (τ±/τ)〈v̄〉±, где

〈v̄〉± = τ−1
±

∫ τ±
0 dt〈v〉±, которую можно записать в

терминах величин 〈x〉± как

〈v±〉 = τ−1
(

〈x〉±|t=τ± − 〈x〉±|t=0

)

. (8)

С учетом (2) справедливо равенство 〈x〉±|t=τ± =

= 〈x〉∓|t=0, в силу которого сумма скоростей 〈v+〉 +
+ 〈v−〉 за период равна нулю, как и должно быть

для возвратно поступательного движения. С другой

стороны, абсолютное значение скорости V ≡ |〈v±〉|
обратно пропорционально периоду процесса и прямо

пропорционально разности средних значений коор-

динаты |〈x〉− − 〈x〉+| в моменты времени переклю-

чений состояний t = 0 или τ±, а потому увеличива-

ется симбатно поступающей в систему энергии, рас-

ходуемой в дальнейшем на диссипативные процес-

сы. Поэтому величина V может рассматриваться как

мера эффективности преобразования энергии час-

тицы, связанной с переключениями потенциалов, в

энергию возвратно-поступательного движения. Ана-

логично трактуется и безынерционная средняя ско-

рость возвратно-поступательного движения, иници-

ируемая стохастическим дихотомным процессом пе-

реключения состояний [14, 19–21].

Система дифференциальных уравнений (7) мо-

жет быть сведена к одному уравнению второго по-

рядка:

m±
d2

dt2
〈x〉± + ζ±

d

dt
〈x〉± + 〈U ′

±(x)〉± = 0, (9)

имеющему вид второго закона Ньютона для средних

величин. Для потенциальных энергий произвольно-

го вида величина 〈U ′
±(x)〉± может быть рассчита-

на только при известной функции плотности веро-

ятности p±(x, v, t) – решении уравнения (1). Поэто-

му представление (9), вообще говоря, не может быть

использовано для получения аналитических резуль-

татов и практически бесполезно для численного на-

хождения количественных характеристик в силу гро-

моздкости решения и сложности обработки исклю-

чительных случаев (например, скачков в функцио-

нальных зависимостях). Однако для параболических

потенциалов

U±(x) =
1

2
k±(x− a±)

2 (10)

в силу равенства 〈U ′
±(x)〉± = k±(〈x〉±−a±) уравнение

(9) становится замкнутым для определения закона

движения x±(t) ≡ 〈x〉±. Это означает, что в описании

движения в переключающихся параболических по-

тенциалах равновесные и неравновесные флуктуа-

ции оказываются не связанными между собой, тем

самым позволяя свести задачу решения уравнения

Клейна–Крамерса к чисто механико-динамической

задаче.

Упростим дальнейшее рассмотрение, перейдя к

наиболее интересному для приложений и наглядно-

му частному случаю, когда величины m±, ζ±, k± и

τ± одинаковы в каждом из двух состояний (обознача-

емые далее через m, ζ, k и τ/2), а изменяются толь-

ко положения минимумов параболических потенци-

алов – значения a± = ±a (см. вкладку на рис. 1). То-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Семейство временных зависи-
мостей координаты частицы, совершающей возвратно-
поступательное движение за счет детерминистического
переключения в моменты времени t = nτ/2 (n – целое)
сдвинутых на расстояние 2a параболических потенци-
альных профилей (верхняя вставка), для различных
значений инерционного параметра ε = 4km/ζ2 и фик-
сированном значении частоты переключения потенци-
алов γ ≡ τ−1 в единицах γ0 ≡ k/ζ

гда уравнение (9) и дополнительные условия к нему

записываются как

ẍ±(t) + 2λẋ±(t) + ω2
0 [x±(t)∓ a] = 0, t ∈ [0, τ/2],

x±(τ/2) = x∓(0), ẋ±(τ/2) = ẋ∓(0), (11)

где ẋ±(t) и ẍ±(t) обозначают первую и вторую про-

изводные функций x±(t) по времени, λ ≡ ζ/2m – ко-

эффициент затухания (половина обратного времени

релаксации скорости к распределению Максвелла),

ω2
0 ≡ k/m – квадрат частоты колебаний частицы

в параболическом потенциале в отсутствие трения.

Дифференциальное уравнение (11) описывает апери-

одические или затухающие колебания [23], и его об-

щее решение может быть представлено в виде следу-

ющей линейной комбинации двух функций времени,

обозначаемых далее c(t) и s(t):

x±(t) = ±a+ C±c(t) + S±s(t),
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c(t) ≡ e−λt cosh(λtδ), s(t) ≡ δ−1e−λt sinh(λtδ), (12)

δ ≡
√
1− ε, ε ≡ ω2

0/λ
2.

Безразмерный параметр ε пропорционален массе

частицы и описывает меру инерционности рассмат-

риваемого движения. При ε ≤ 1 функции c(t) и s(t)

вещественны, и имеет место так называемое апери-

одическое затухание, причем при ε = 1 реализует-

ся его особый случай с c(t) = e−λt и s(t) ≡ λte−λt.

При ε > 1 имеем δ = iδ̃, δ̃ ≡
√
ε− 1 и функции

c(t) и s(t) записываются в виде c(t) = e−λt cos(λtδ̃) и

s(t) = δ−1e−λt sin(λtδ̃), то есть описывают затухаю-

щие колебания. Произвольные коэффициенты C± и

S± можно найти с помощью приведенных в (11) до-

полнительных условий. Итоговое решение имеет вид:

x±(t) =
t∈[0,τ/2]

=
t∈[0,τ/2]

± a

[

1− 2
(1 + c− s)c(t) + (1 + c− sδ2)s(t)

1 + 2c+ e−λτ

]

,

c ≡ c(τ/2), s ≡ s(τ/2). (13)

Для того, чтобы наглядно представить измене-

ние координаты x(t) частицы со временем на пери-

оде τ процесса, примем x(t) = x−(t) при t ∈ [0, τ/2]

и x(t) = x+(t − τ/2) при t ∈ [τ/2, τ ]. Тогда из фор-

мулы (13) следует, что периодическая функция x(t)

характеризуется свойством x(t + τ/2) = −x(t), от-

носящим ее к классу функций, обладающих сдвиго-

вой симметрией [24] (суперсимметричным функциям

в терминологии работ [1, 25]). Характерные виды за-

конов движения x(t) при различных значениях па-

раметра ε изображены на рис. 1.

В отсутствие инерции (m = 0, ε = 0), что означает

режим сверхзатухания, c(t) = s(t) = e−γ0t/2 (t 6= 0)

и

x±(t) =
t∈[0,τ/2]

± a

(

1− 2
e−γ0t

1 + e−γ0τ/2

)

, γ0 ≡ k

ζ
. (14)

Отсюда следует, что наибольшие абсолютные зна-

чения координат x±(t) достигаются на границе:

x±(τ/2) = lim
t→0

x±(t) = ±a tanh(γ0τ/4), причем в гра-

ничных точках сама функция x(t) непрерывна, но ее

производная ẋ(t) претерпевает скачки – не соблюда-

ется дополнительное условие непрерывности скоро-

сти в режиме сверхзатухания.

При учете инерции граничные значения x±(0)

и x±(τ/2), по-прежнему не являясь экстремумами

функции c(t), перестают быть и ее наибольшими аб-

солютными значениями, поскольку именно инерция

ответственна за сохранение направления движения в

моменты переключения потенциалов. С ростом зна-

чения параметра ε абсолютные величины граничных

значений x±(0) и x±(τ/2) уменьшаются, амплитуда

экстремумов функции также уменьшается, а поло-

жения экстремумов сдвигаются к моментам времени

t = τ(1 + 2n)/4 (n – целое).

Средняя скорость возвратно-поступательного

движения, определенная из соотношения (8) как

V ≡ |〈v±〉|, равна:

V = 2τ−1|x±(0)| =
2a

τ
· 1− 2s− e−λτ

1 + 2c+ e−λτ
, (15)

где мы использовали равенства x±(0) = x∓(τ/2) =

= −x±(τ/2). Введем далее частоту γ переключения

потенциалов как величину, обратную периоду про-

цесса τ , и рассмотрим зависимость V (γ) (рис. 2). При

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость средней скоро-
сти возвратно-поступательного движения мотора V (в
единицах 2γ0a) для детерминистического (сплошные
кривые) и стохастического (пунктирные кривые) дихо-
томного процесса переключения потенциальных про-
филей от величины отношения частоты флуктуаций
параболического потенциала γ к параметру γ0 = k/ζ

при различных значениях инерционного параметра ε =

= 4km/ζ2. На вставке в увеличенном масштабе изобра-
жены кривые с ε = 12 в низкочастотной области

апериодическом затухании (ε ≤ 1) равновесное рас-

пределение по скоростям (распределение Максвел-

ла) устанавливается достаточно быстро, тогда как

равновесное распределение по координатам (распре-

деление Больцмана) устанавливается существенно

дольше – за время, характеризуемое параметром ре-

лаксации γ−1
0 = ζ/k. Величина γ0 – удобный есте-

ственный масштаб для задания частоты переклю-

чения потенциалов. При малых значениях безраз-

мерного частотного параметра γ/γ0 ≪ 1 в каждом
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из потенциальных профилей успевает установиться

термодинамическое равновесие, а среднее значение

координаты частицы совпадает со значением поло-

жения минимума потенциала (x±(τ/2) = ±a). Тогда

средняя скорость есть V = 2a/τ (что следует как из

общих соображений, так и из правой части формулы

(15)). Таким образом, низкочастотные асимптотики

функции V (γ) независимо от значения инерционного

параметра ε одинаковы и пропорциональны γ.

Высокочастотное поведение функции (15) разли-

чается при отсутствии (ε = 0) и учете (ε 6= 0)

инерции. В первом (безынерционном) случае V =

= 2aγ tanh(γ0/4γ), и средняя скорость, монотон-

но возрастая, выходит на насыщение V → aγ0/2

при γ → ∞. Аналогичный монотонный харак-

тер зависимости V (γ) отмечался и для возвратно-

поступательного мотора, функционирующего за счет

стохастических флуктуаций в режиме сверхзатуха-

ния [14, 19–21]. При ε 6= 0, разложение выраже-

ния (15) по малому параметру λτ = 2γ0/(εγ) дает

следующую высокочастотную асимптотику V (γ) ≈
≈ aγ30/(6ε

2γ2), которая демонстрирует стремление

скорости к нулю при γ → ∞. Таким образом,

стремление функции V (γ) к нулю как при малых

(γ → 0), так и при больших (γ → ∞) частотах

означает ее немонотонность. При апериодическом

затухании существует один максимум на частоте

γ/γ0 ∼ 1. При затухающих колебаниях из-за возник-

новения резонансных эффектов возможно существо-

вание нескольких максимумов функции V (γ). На-

пример, кривая, соответствующая ε = 12, кроме вы-

сокого пика на частоте γ/γ0 ≈ 0.09 имеет также и

низкий слабовыраженный пик при γ/γ0 ≈ 0.03 (см.

вставку на рис. 2).

Описание моторов, движимых стохастическим

дихотомным процессом переключения состояний, от-

личается от детерминистического случая тем, что в

уравнение Клейна–Крамерса (1) вводятся дополни-

тельные слагаемые, учитывающими скорости прихо-

да и ухода частицы, γ±, в одно состояние из дру-

гого (так называемые источники и стоки), так что

среднее время пребывания частицы в состоянии “±”

равно γ−1
± [26]. Для симметричного процесса γ+ =

= γ− = 2γ, где γ – частота флуктуаций, равная

обратному среднему периоду процесса τ . Аналогич-

но случаю детерминистического процесса, при сто-

хастическом процессе равновесные и неравновесные

флуктуации оказываются не связанными между со-

бой для параболических потенциалов, что облегчает

решение и приводит к следующему выражению для

средней скорости возвратно-поступательного движе-

ния: V = 2aγ[1+ 4(γ/γ0)(1 + εγ/γ0)]
−1. На рисунке 2

эти зависимости V (γ) изображены пунктирными ли-

ниями, которые при ε 6= 0 представляют собой ши-

рокие колоколообразные кривые с асимтотическим

поведением V (γ) ≈ aγ20/(2εγ) в области высоких час-

тот, которое отличается от высокочастотной асимп-

тотики для детерминистического случая. Слабовы-

раженный пик при γ/γ0 ≈ 0.03, наблюдавшийся в

детерминистической модели, в стохастической – от-

сутствует.

Для анализа резонансных процессов удобно из-

мерять частоту переключения потенциалов γ в еди-

ницах собственной частоты колебаний частицы ω0 ≡
≡

√

k/m. Тогда возникающие при ε ≫ 1 резонансы

будут хорошо видны на шкале γ/ω0 = (
√
ε/2)(γ/γ0)

(рис. 3). Положения и высоты пиков можно найти,

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость средней скоро-
сти возвратно-поступательного движения мотора V (в
единицах 2ω0a, ω0 =

√

k/m) для детерминистического
процесса переключения потенциальных профилей от
отношения частоты флуктуаций параболического по-
тенциала γ к параметру ω0 при ε = 100. На вставке —
закон движения при ε = 100 и γ/ω0 = 2 (γ/γ0 = 0.4)

получив асимптотику выражения (13), соответству-

ющую ε≫ 1. Приведем такой предельный результат

для системы, в которой отсутствует трение (ζ = 0,

λ = 0, ε→ ∞):

x±(t) =
t∈[0,τ/2]

± a

[

1− cosω0(t− τ/4)

cos(ω0τ/4)

]

. (16)

Значения частот, на которых возникает резонанс,

можно вычислить из условия обращения знаменате-

ля дроби (16) в нуль:

γ

ω0
=

1

2π(1 + 2n)
, n = 0, 1, . . . (17)

Подстановка этих значений частоты в выражение

для средней скорости возвратно-поступательногомо-
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тора (15) при ε ≫ 1 дает резонансное значение ско-

рости:

Vmax ≈ aω0

π(1 + 2n)
coth

π(1 + 2n)

2
√
ε

≈ 2aω0
√
ε

π2(1 + 2n)2
(18)

(второе приближенное равенство справедливо при

n ≪ √
ε). При ε → ∞ высоты резонансных пиков

Vmax стремятся к бесконечности, как и должно быть

для резонансных процессов в отсутствие диссипации

энергии. Отметим, что из соотношения (16) следу-

ет равенство x±(0) = x±(τ/2) = 0 (см. вставку на

рис. 3), следовательно, средняя скорость также равна

нулю в отсутствие трения. Справедливость этого ре-

зультата следует из того, что, поскольку величина V

характеризует эффективность преобразования энер-

гии частицы, получаемой от переключений потенци-

алов, в энергию возвратно-поступательного движе-

ния, а переключение потенциалов при x+(0) = x−(0)

и x+(τ/2) = x−(τ/2) не изменяет энергию частицы,

то V = 0.

В данной статье предложен общий подход,

позволяющий учитывать инерционные эффек-

ты при описании функционирования возвратно-

поступательных наномашин с детерминистическими

дихотомными флуктуациями параметров. В от-

личие от стохастических флуктуаций параметров

инерционного броуновского мотора [26], рассмот-

рение детерминистических флуктуаций позволяет

изучить особенности законов движения инерци-

онных частиц и резонансные явления, а также

является актуальным прежде всего для разработки

моделей искусственных наноустройств. Описание

допускает различные значения массы частицы и

коэффициента трения, а также параметров по-

тенциальной энергии частицы в двух состояниях,

переключающихся с произвольной частотой. Наибо-

лее просто такие модели переключения состояний

могут быть реализованы оптическими методами,

которые позволяют фиксировать положения час-

тиц удерживающими потенциалами (оптические

ловушки) [3, 27–29] или изменять их коэффициенты

трения путем изменения размера частиц [30–32].

Масса объектов, вовлеченных в движение, может

изменяться за счет химических реакций, происхо-

дящих на их поверхности в жидких средах [33–35].

Различие коэффициентов вязкого трения в двух

состояниях при возвратно-поступательном движе-

нии частицы в жидкой среде может приводить

к выпрямлению этого движения в направленное

(рэтчет-эффекту) [12–14]. Скорость поступатель-

ного движения такого рэтчета пропорциональна

скорости возвратно-поступательного движения,

а коэффициент пропорциональности зависит от

механизма выпрямления, в котором принципиально

важна асимметрия флуктуаций параметров частицы

(в частности, асимметрия флуктуаций трения, как

показано в работах [14, 19] для безынерционных

моторных систем). В высокочастотном пределе

скорость рэтчета должна стремиться к нулю [1],

поэтому скорость возвратно-поступательного движе-

ния в таких наномашинах должна демонстрировать

аналогичное высокочастотное поведение. Известные

модели возвратно-поступательных броуновских

моторов, функционирующих в режиме сверхзату-

хания, имеют ненулевой высокочастотный предел

скорости [14, 19]. Конечно, возможны модели, в

которых сам механизм, выпрямляющий возвратно-

поступательное движение (рэтчет-механизм), имеет

частотную зависимость флуктуаций параметров,

которая обратит скорость рэтчета в нуль в вы-

сокочастотном пределе. Однако представляют

интерес более стандартные модели, в которых са-

ма скорость возвратно-поступательного движения

имеет правильный предел, что позволяет понизить

требования к характеристикам выпрямляющих

механизмов. Модель, обладающая указанным свой-

ством, предложена и исследована в настоящей

статье. Получено, что правильный высокочастотный

предел реализуется именно за счет учета инерции

частицы, поскольку при высоких частотах период

флуктуаций потенциала становится сравнимым

с характерным временем релаксации в фазовом

пространстве скоростей, стремящемся к нулю при

уменьшении инерционного вклада.

Для иллюстрации деталей инерционно-

обусловленного поведения возвратно-

поступательных моторных систем, была выбрана

простая модель, в которой параболический потенци-

ал испытывал исключительно флуктуации сдвига.

Параболическая форма потенциалов обеспечила

отсутствие связи равновесных и неравновесных

флуктуаций, что существенно упростило результа-

ты, поскольку отсутствовал вклад теплового шума

в среднюю скорость возвратно-поступательного

движения частицы. В безынерционном режиме

(сверхзатухания) в законе движения частицы в

моменты сдвигов потенциала возникали нефизи-

ческие скачки скорости, а средняя скорость ее

возвратно-поступательного движения была моно-

тонно возрастающей функцией частоты, с которой

происходили сдвиги. Описание с учетом конечности

массы частицы позволило получить непрерывную

зависимость скорости частицы от времени и немо-

нотонную частотную зависимость средней скорости

Письма в ЖЭТФ том 116 вып. 11 – 12 2022



Инерционный возвратно-поступательный фотомотор 869

возвратно-поступательного движения с правильной

(нулевой) высокочастотной асимптотикой (рис. 1

и 2).

Отметим, что выбор параболической формы по-

тенциальной энергии наночастицы оправдан в той

же степени, в какой параболические профили ис-

пользуются в моделях многих физических процессов:

малые колебания вблизи минимумов гладких потен-

циальных рельефов хорошо аппроксимируются гар-

моническими колебаниями, допускающими получе-

ние аналитического решения многочисленных моде-

лей различных систем. В то же время, при отличии

формы потенциалов от параболической часть полу-

ченных результатов должна быть модифицирована.

Например, в работе [21] рассматривались сдвиговые

флуктуации потенциальных энергий U±(x), которые

при больших x вели себя как xα. Было показано,

что в зависимости от значения параметра α теп-

ловой шум может как увеличивать (при α > 2),

так и уменьшать (при α < 2) скорость возвратно-

поступательного безынерционного броуновского мо-

тора, т.е. играть конструктивную или деструктивную

роль, соответственно. Естественно ожидать, что та-

кие же закономерности сохранятся и при учете инер-

ции. При α = 2 тепловой шум играл нейтральную

роль, как и в рассмотренном в данной статье приме-

ре инерционного мотора с флуктуирующим парабо-

лическим потенциалом.

Переход от детерминистических к стохастиче-

ским сдвиговым флуктуациям параболического

потенциального профиля не изменяет вывода

о том, что учет инерции приводит к переходу

от монотонной зависимости скорости возвратно-

поступательного движения к немонотонному.

Отличие состоит только в том, что стохастические

зависимости описываются более широкими колоко-

лообразными кривыми и спадают с ростом частоты

флуктуаций γ гораздо медленнее (как γ−1, а не как

γ−2, см. рис. 2).

Учет инерции при детерминистическом дихо-

томном процессе позволил также выявить резонан-

сы в частотной зависимости скорости возвратно-

поступательного движения, возможные при малых

значениях коэффициента трения (рис. 3). В случае

параболических потенциалов с силовой постоянной

k, минимумы которых периодически сдвигаются на

расстояние a, возмущение представляет собой пери-

одическое изменение величины внешней силы ±ka,
которая резонирует на частоте переключения и ее

нечетных кратных с гармоническим осциллятором.

В общем случае возвратно-поступательной нанома-

шины, описываемой уравнениями (1)–(3), (6)–(9),

со временем могут изменяться и другие парамет-

ры частицы (масса, коэффициент трения, параметры

потенциальной энергии), что может приводить к па-

раметрическому резонансу [23, 36]. Отметим, что су-

ществование резонансов является интересной и важ-

ной особенностью этих наномашин, поскольку имен-

но в резонансном режиме интенсивность возвратно-

поступательного движения мотора наибольшая.

Работа была поддержана субсидией Мини-

стерства науки и высшего образования Рос-

сийской Федерации в рамках государственного

задания # 122040500071-0 и Российским фон-

дом фундаментальных исследований (Проект

# 21-57-52006_MNT_а).
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