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На основе алгоритма Ванга–Ландау методом Монте-Карло выполнены исследования фазовых пере-

ходов и магнитных структур основного состояния двумерной модели Поттса с числом состояний спина

q = 4 на треугольной решетке с конкурирующими обменными взаимодействиями первых J1 и вторых J2
ближайших соседей. Построена фазовая диаграмма зависимости критической температуры от величины

J2. Установлено, что переход из ферромагнитной фазы в парамагнитную является фазовым переходом

второго рода, в то время как переход из страйповой и страйпово-триплетной фаз в парамагнитную

фазу – первого рода. Получены магнитные структуры основного состояния, соответствующие разным

областям фазовой диаграммы. Обнаружено, что в интервале −1.2 ≤ J2 ≤ −0.9 конкуренция обменных

взаимодействий приводит к сильной фрустрации и нарушению магнитного упорядочения.
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1. Введение. С момента своего появления мо-

дель Поттса сыграла значительную роль в стати-

стической физике [1–3] и в приложениях к раз-

личным системам конденсированного состояния [4].

Большинство имеющихся результатов получены для

двумерной модели Поттса с числом состояний спина

q = 2 и q = 3 [5–8]. В зависимости от числа состоя-

ний спина q и пространственной размерности модель

Поттса демонстрирует температурный фазовый пе-

реход (ФП) первого или второго рода. Критические

свойства и фазовая диаграмма ферромагнитной мо-

дели Поттса достаточно хорошо изучены в двумер-

ном случае [4, 9]: при q > 4 система демонстрирует

ФП первого порядка, в то время как при q ≤ 4 пе-

реход непрерывен. Поведение антиферромагнитной

модели Поттса считается более сложным, поскольку

сильно зависит от микроструктуры решетки. Анти-

ферромагнитная модель Поттса с числом состояний

спина q = 3 на треугольной решетке демонстрирует

слабый переход первого рода при нулевой температу-

ре [10, 11], обычную конечно-температурную крити-

ческую точку на решетке кагоме [12]; на квадратной

решетке она имеет критическую точку при нулевой

температуре и разупорядочена при любой положи-

тельной температуре [13–16]; на наборе плоских че-

тырехугольных решеток, модель либо имеет крити-

ческую точку при нулевой температуре, либо имеет
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три упорядоченные сосуществующие фазы, в зави-

симости от того, является ли четырехугольник са-

модвойственным или нет [17].

Таким образом, можно сказать, что ферромаг-

нитные модели Поттса достаточно хорошо изучены

благодаря их универсальности; для антиферромаг-

нитных моделей, ввиду большого разнообразия кри-

тического поведения системы, многие вопросы долж-

ны быть исследованы в каждом конкретном случае

отдельно.

Мы проводим исследования двумерной модели

Поттса с числом состояний спина q = 4, поскольку

она довольно уникальна и до сих пор мало изучена.

Эта модель может быть использована для описания

поведения некоторых классов адсорбированных га-

зов на графите [18]. Данная модель интересна и тем,

что значение q = 4 является граничным значением

интервала q ≤ 4, где наблюдается ФП второго ро-

да и области значений q > 4, в котором ФП проис-

ходит как переход первого рода [4]. Кроме того, в

рассматриваемой модели было обнаружено неодно-

значное псевдокритическое поведение [6].

Результаты, полученные для двумерной модели

Поттса с числом состояний спина q = 3 и q = 4

на разных типах решеток с конкурирующими об-

менными взаимодействиями, показывают, что мно-

гие физические свойства модели Поттса также за-

висят от величины взаимодействия вторых соседей

J2 [11, 19–26]. В зависимости от геометрии решетки,
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при определенных значениях J2 модель становится

фрустрированной [25, 26]. Для модели Поттса на гек-

сагональной решетке фрустрации наблюдаются в ин-

тервале −0.6 ≤ J2 ≤ −0.3 [25], а на решетке кагоме –

при J2 = −0.5 [26]. Подобные исследования для дву-

мерной модели Поттса с q = 4 на треугольной решет-

ке до сих пор не проводились.

Исследование модели Поттса с числом состояний

спина q = 4 на треугольной решетке с конкуриру-

ющими обменными взаимодействиями в литературе

практически не встречается. Конкуренция обменно-

го взаимодействия в данной модели может приве-

сти к фрустрации, вырождению основного состоя-

ния, появлению различных фаз и ФП, а также вли-

ять на его термодинамические, магнитные и крити-

ческие свойства. В связи с этим в данной работе нами

предпринята попытка на основе алгоритма Ванга–

Ландау (F. Wang and D. P. Landau) метода Монте-

Карло (МК) провести исследование ФП, магнитных

структур основного состояния и термодинамических

свойств этой модели в широком диапазоне величины

J2. Исследования проводятся на основе современных

методов и идей, что позволит получить ответ на ряд

вопросов, связанных с природой ФП и термодинами-

ческим поведением фрустрированных спиновых си-

стем и систем с конкурирующими обменными взаи-

модействиями.

2. Модель и метод исследования. Гамильто-

ниан модели Поттса с числом состояний спина q = 4

с учетом взаимодействий первых и вторых ближай-

ших соседей может быть представлен в следующем

виде:

H = −J
∑

〈i,j〉,i6=j

SiSj

∑

〈i,k〉,i6=k

SiSk =

= −J1
∑

〈i,j〉,i6=j

cos θi,j − J2
∑

〈i,k〉,i6=k

cos θi,k, (1)

где J1 и J2 – параметры обменных ферро- (J1 > 0)

и антиферромагнитного (J2 < 0) взаимодействия со-

ответственно для первых и вторых ближайших со-

седей, θi,j , θi,k – углы между взаимодействующими

спинами Si−Sj и Si −Sk. Величина взаимодействия

вторых соседей менялась в интервале −2.0 ≤ J2 ≤
≤ 0.0.

Схематическое описание данной модели пред-

ставлено на рис. 1. На вставке приведены направ-

ления для каждого из 4 значений спина и соответ-

ствующее цветовое представление. На рисунке также

представлены взаимодействия между первыми и вто-

рыми ближайшими соседями. Направления спинов

заданы таким образом, что выполняется равенство:

θi,j =

{

0, если Si = Sj

109.47◦, если Si 6= Sj

,

cos θi,j =

{

1, если Si = Sj

−1/3, если Si 6= Sj

. (2)

Согласно уравнению (2) для двух спинов Si и Sj

энергия парного обменного взаимодействия Ei,j =

= −J1, если Si = Sj . В случае, когда Si 6= Sj, энергия

Ei,j = J1/3. Таким образом, энергия парного взаимо-

действия спинов равна одной величине при их оди-

наковом направлении, и принимает другое значение

при не совпадении направлений спинов. Для модели

Поттса с числом состояний спина q = 4 в трехмерном

пространстве такое возможно только при ориентации

спинов, как показано на рис. 1.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Модель Поттса с числом со-

стояний спина q = 4

В настоящее время такие системы на основе мик-

роскопических гамильтонианов успешно изучаются

на основе метода МК [27–30]. В последнее время раз-

работано много новых вариантов алгоритмов метода

МК. Одним из наиболее эффективных для исследо-

вания подобных систем является алгоритм Ванга–

Ландау [31, 32], особенно в низкотемпературной об-

ласти.

Алгоритм Ванга–Ландау является реализацией

метода энтропийного моделирования и позволяет

вычислить функцию плотности состояний системы.

Данный алгоритм основан на том, что совершая слу-

чайное блуждание в пространстве энергий с вероят-

ностями, обратно пропорциональными плотности со-

стояний g(E), мы получаем равномерное распределе-

ние по энергиям. Подобрав вероятности перехода та-

кими, что посещение всех энергетических состояний
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стало бы равномерным, можно получить изначально

неизвестную плотность состояний g(E), зная кото-

рую, можно вычислить значения необходимых тер-

модинамических параметров при любой температу-

ре. Так как плотность состояний g(E) очень быстро

растет с увеличением размеров исследуемых систем,

для удобства хранения и обработки больших чисел

пользуются величиной ln g(E).

Алгоритм Ванга–Ландау был использован нами в

следующем виде:

Задается произвольная начальная конфигурация

спинов. Стартовые значения плотности состояний

g(E) = 1, гистограммы распределений по энерги-

ям H(E) = 0, стартовый модификационный фак-

тор f = f0 = e1 ≈ 2.71828. Многократно соверша-

ем шаги в фазовом пространстве, пока не получим

относительно плоскую гистограмму H(E) (т.е. пока

не будут посещены примерно одинаковое количество

раз все возможные энергетические состояния систе-

мы). При этом вероятность перехода из состояния с

энергией E1 в состояние с энергией E2 определяется

по формуле p = g(E1)/g(E2). Если переход в состоя-

ние с энергией E2 состоялся, то g(E2) → f × g(E2),

H(E2) → H(E2) + 1, иначе g(E1) → f × g(E1),

H(E1) → H(E1) + 1. Если гистограмма стала “плос-

кой”, то обнуляем гистограмму H(E) → 0, умень-

шаем модификационный фактор f →
√
f и продол-

жаем снова, пока f ≥ fmin. Гистограмма считается

достаточно плоской, если в ней значение для всех

возможных энергетических состояний принимают не

менее 90 % от общего среднего значения. В нашем

случае было принято fmin = 1.0000000001, что до-

стигается на 34 шаге итерации (модификационный

фактор при этом принимает значение f = e2
−34 ≈

1.0000000000582). В стандартный алгоритм Ванга–

Ландау нами внесены дополнения, которые позволя-

ют получить магнитную структуру основного состо-

яния системы. При достижении состояния с мини-

мальной энергией (предположительно, основного со-

стояния системы) магнитная структура сохраняется

в памяти в виде строки, содержащей значения всех

спинов. К примеру, ферромагнитные конфигурации,

в которых все спины направлены вдоль одного из че-

тырех направлений, будут представлены как 11111...,

22222..., 33333... или 44444.... При добавлении новой

строки она сравнивается с уже имеющимися стро-

ками на уникальность. Так как энергетический ми-

нимум системы заранее не известен и не будет до-

стигнут на начальных шагах итераций, данная про-

цедура запускается только после 15 итераций. Если

в ходе дальнейших расчетов обнаруживается состо-

яние с более низкой энергией, то данное состояние

принимается за основное и массив строк очищается

полностью от предыдущих данных. Для экономии

вычислительных ресурсов хранятся не более 1000

строк уникальных конфигураций. Процедура явля-

ется достаточно трудозатратной и эффективна толь-

ко для систем малых размеров. При моделировании

частиц больших размеров данная функция отклю-

чается. После завершения расчетов сравнивается ко-

личество строк Nstring и округленное до целого зна-

чение плотности состояний NGS = Round(g(Emin)).

Если основное состояние сильно не вырождено, то

мы получим, что NGS = Nstring. В случае сильно-

го вырождения основного состояния, пример кото-

рого приведен на рис. 2b, где для L = 120 мы име-

ем NGS ≈ 103000, данная процедура также полезна,

так как показывает сильное вырождение основно-

го состояния и позволяет отображать некоторые из

огромного числа всевозможных конфигураций.

Определив плотность состояний системы, мож-

но рассчитать значения термодинамических пара-

метров при любой температуре. В частности, внут-

реннюю энергию U , свободную энергию F , удельную

теплоемкость C и энтропию S можно вычислить, ис-

пользуя следующие выражения:

U(T ) =

∑

E

Eg(E)e−E/kBT

∑

E

g(E)e−E/kBT
≡ 〈E〉T , (3)

F (T ) = −kBT ln

(
∑

E

g(E)e−E/kBT

)

, (4)

C =

(
(|J1|/kBT )2

N

)
(
〈U2〉 − 〈U〉2

)
, (5)

S(T ) =
U(T )− F (T )

T
, (6)

где N – число частиц, T – температура (здесь и да-

лее температура дана в единицах |J1|/kB). Расчеты

проводились для систем с периодическими гранич-

ными условиями и линейными размерами L×L = N ,

L = 12÷ 120.

3. Результаты моделирования. Алгоритм

Ванга–Ландау является эффективным методом для

расчета плотности состояния энергии. Преимуще-

ство алгоритма заключается в том, что плотность

состояний g(E) в системе не зависит от темпера-

туры. Зная плотность состояний системы, можно

рассчитать температурную зависимость любого

интересующего нас термодинамического параметра.

На рисунке 2a приведены плотности состояний

g(E) системы для разных величин обменного вза-

имодействия J2 (здесь и далее статистическая по-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Плотность состояний g(E) для различных значений J2; (b) – плотность состояний g(E)

для J2 = −1.0 при различных линейных размерах L

грешность не превышает размеров символов, исполь-

зованных для построения зависимостей). Плотность

состояний имеет куполообразную форму. В интерва-

ле −1.2 ≤ J2 ≤ −0.9 наблюдается сильное вырожде-

ние основного состояния, система становится фруст-

рированной (область, в которой конкуренция обмен-

ных взаимодействий приводит к полному нарушению

упорядочения основного состояния). Плотности со-

стояния g(E) фрустрированной области (J2 = −1.0)

при различных линейных размерах системы приве-

дены на рис. 2b. С увеличением линейных размеров

системы, плотность состояний g(E) значительно воз-

растает, что обусловлено вырождением основного со-

стояния.

Для анализа порядка ФП и определения критиче-

ской температуры из данных, полученных на основе

алгоритма Ванга–Ландау в последние годы успешно

используют метод, основанный на разности плотно-

сти состояний (DOS) [33–35]:

∆ ln g(E)

∆E
=

ln g(E +∆E)− ln g(E)

∆E
. (7)

Системы, демонстрирующие переход первого ро-

да, имеют S-подобную структуру разности DOS. На

рисунке 3 видно, что производная от плотности со-

стояний имеет поведение, характерное для ФП пер-

вого рода. Температуру перехода TC = 1/βC , как и в

термодинамике, можно определить по правилу Макс-

велла. Линия βC разделяет разницу DOS в двух зо-

нах с одинаковыми площадями βC = 3.1058 (рис. 3).

Значение критической температуры, определенное

из рис. 3, имеет высокую точность и дает такое же

значение, что и другие методы (TC = 1/βC = 0.3219).

Для анализа порядка ФП нами также был ис-

пользован гистограммный анализ данных метода

МК. Гистограммный анализ – один из наиболее

Рис. 3. (Цветной онлайн) Производная от плотности со-

стояний для J2 = −0.6 при L = 60. Горизонтальная ли-

ния βC = 3.1058 соответствует обратной критической

температуре, полученной с помощью правила равных

площадей Максвелла TC = 1/βC = 0.3219

точных методов, позволяющих установить род ФП

[29, 30]. На рисунке 4 представлены гистограммы

распределения энергии для системы с линейными

размерами L = 60. Графики построены при различ-

ных температурах, близких к критической темпера-

туре. Видно, что в зависимости вероятности W от

энергии E/N при критической температуре TC =

0.3219 и в ее окрестности наблюдаются два макси-

мума. Наличие двойного пика на гистограммах рас-

пределения энергии является характерным призна-

ком ФП первого рода. Отметим, что двойные пики

на гистограммах распределения для исследуемой мо-

дели наблюдаются в интервалах −0.8 ≤ J2 ≤ 0.0 и

−2.0 ≤ J2 ≤ −1.3.

Однако наличие двойных пиков на гистограм-

мах распределения энергии не является достаточным
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Гистограмма распределения

энергии для J2 = −0.6 при L = 60

Рис. 5. (Цветной онлайн) Гистограмма распределения

энергии для J2 = 0.0 при различных L

условием существования ФП первого рода. На рисун-

ке 5 представлены гистограммы распределения энер-

гии для систем с линейными размерами L = 48; 72;

96 и 120 при J2 = 0.0. Видно, что с увеличением

линейных размеров системы расстояние между пи-

ками на гистограмме уменьшается и два пика схо-

дятся в один. Такое поведение характерно для си-

стем, в которых наблюдаются фазовые переходы вто-

рого рода с признаками переходов первого рода, ис-

чезающие в термодинамическом пределе. Аналогич-

ное поведение на гистограммах распределения энер-

гии наблюдается в интервале −0.5 < J2 ≤ 0.0. Дан-

ные, полученные в ходе исследования, показывают,

что расстояние между перегибами функции плотно-

сти состояний в этом интервале также уменьшается

с ростом линейных размеров решетки. На гистограм-

мах, полученных для интервалов −0.8 ≤ J2 ≤ −0.5 и

−2.0 ≤ J2 ≤ −1.3 с увеличением линейных размеров

пики не сливаются в один, а наоборот, становятся

более ярко выраженными, что характерно для ФП

первого рода. Таким образом, для исследуемой мо-

дели в интервале −0.5 < J2 ≤ 0.0 наблюдается ФП

второго рода с признаками перехода первого рода, а

в интервалах −0.8 ≤ J2 ≤ −0.5 и −2.0 ≤ J2 ≤ −1.3

наблюдается ФП первого рода.

Фазовая диаграмма зависимости критической

температуры от величины взаимодействия вто-

рых ближайших соседей приведена на рис. 6. На

Рис. 6. (Цветной онлайн) Фазовая диаграмма четырех-

вершинной модели Поттса на треугольной решетке с

взаимодействиями вторых ближайших соседей J2

диаграмме наблюдаются несколько различных

фаз: ферромагнитная (FM), парамагнитная (PM),

страйповая (в интервале −0.8 ≤ J2 ≤ −0.5), фруст-

рированная (в интервале −1.2 ≤ J2 ≤ −0.9) и Phase

1 (страйпово-триплетная). В интервале значений

−1.2 ≤ J2 ≤ −0.9 критическая температура равна

нулю и ФП отсутствует. Это объясняется тем, что

конкуренция обменных взаимодействий первых и

вторых ближайших соседей в данном интервале

приводит к возникновению сильной фрустрации.

Фрустрации нарушают порядок в системе и при-

водят к исчезновению ФП. Анализ порядка ФП,

проведенный для всего рассмотренного интерва-

ла J2, показывает, что ФП из ферромагнитной

фазы в парамагнитную фазу является переходом

второго рода, а переход страйповой и страйпово-

триплетной фаз в парамагнитную фазу – первого

рода. Значения J2, при которых система становится

фрустрированной, полученные в данном исследо-

вании, не совпадают со значениями, полученными

для аналогичной модели на гексагональной решет-

ке (−0.6 ≤ J2 ≤ −0.3) [25] и на решетке кагоме

(J2 = −0.5) [26]. Это позволяет говорить, что в дву-

мерной модели Поттса с q = 4 области, в которых
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возникают фрустрированные состояния зависят от

типа решетки.

На рисунке 7 представлены магнитные структу-

ры основного состояния, соответствующие различ-

Рис. 7. (Цветной онлайн) Магнитные структуры основ-

ного состояния, реализуемые в системе при J1 = 1 и

различных значениях J2: (a) – −0.4 ≤ J2 ≤ 0.0; (b),

(c) – −0.8 ≤ J2 ≤ −0.5; (d) – −1.2 ≤ J2 ≤ −0.9; (e), (f) –

−2.0 ≤ J2 ≤ −1.3

ным областям фазовой диаграммы. Спины, обозна-

ченные кружками одного и того же цвета, имеют

одинаковое направление. На рисунке 7а представле-

ны магнитные структуры основного состояния для

J2 = 0.0. Основное состояние является ферромаг-

нитным, в котором все спины ориентированы вдоль

одного из четырех направлений – система четырех-

кратно вырождена (для систем любых линейных раз-

меровNGS = 4). Такая картина наблюдается в интер-

вале значений −0.5 < J2 ≤ 0.0. На рисунках 7b и c

приведены магнитные структуры основного состоя-

ния для случаев J2 = −0.5 и J2 = −0.7. Происходит

нарушение ферромагнитного упорядочения. Наблю-

дается полосовая структура, причем ширина, цвет и

направление полос может быть произвольным. Коли-

чество состояний пропорционально ln(NGS) ∝ L. Для

J2 = −1.0 (рис. 7d) учет антиферромагнитных взаи-

модействий вторых ближайших соседей приводит к

полному нарушению магнитного упорядочения. Сте-

пень вырождения основного состояния в данном слу-

чае ln(NGS) ∝ L2. Аналогичная картина наблюдает-

ся в диапазоне −1.2 ≤ J2 ≤ −0.9. Выше этой области

в интервале −2.0 ≤ J2 ≤ −1.3 (рис. 7e, f) в систе-

ме возникают триплетные и страйпово-триплетные

структуры. Количество состояний пропорционально

ln(NGS) ∝ L.

Таким образом, в зависимости от величины об-

менного взаимодействия J2, с понижением темпера-

туры в системе возможны несколько сценариев упо-

рядочения:

1. Триплетное или смешанное страйпово-

триплетное состояние (рис. 7e, f) в интервале

−2.0 ≤ J2 ≤ −1.3.

2. Фрустрированное неупорядоченное состояние

(рис. 7d) в интервале −1.2 ≤ J2 ≤ −0.9.

3. Страйповое состояние (рис. 7b и c) в интервале

−0.8 ≤ J2 ≤ −0.5.

4. Упорядоченное ферромагнитное состояние

(рис. 7a) при J2 > −0.5.

4. Заключение. Исследование фазовых перехо-

дов, магнитных структур основного состояния и тер-

модинамических свойств двумерной модели Поттса

с числом состояний спина q = 4 на треугольной ре-

шетке с конкуренцией обменных взаимодействий вы-

полнено с использованием алгоритма Ванга–Ландау

метода Монте-Карло. Построена фазовая диаграм-

ма зависимости критической температуры от вели-

чины взаимодействия вторых ближайших соседей.

Используя метод разности плотности состояний и ги-

стограммный метод, проведен анализ порядка фа-

зовых переходов. Установлено, что переход из фер-

ромагнитной фазы в парамагнитную фазу является

переходом второго рода, а переход из страйповой и

страйпово-триплетной фаз в парамагнитную фазу –

первого рода. В интервале −1.2 ≤ J2 ≤ −0.9 наблю-

даются сильные эффекты фрустрации, что приводит

к нарушению магнитного упорядочения.

Определены магнитные структуры основного

состояния, соответствующие различным областям

фазовой диаграммы: триплетное или смешан-

ное страйпово-триплетное состояние для фазы 1,

неупорядоченное сильно вырожденное состояние

для фрустрированной фазы, многослойное слабо

вырожденное состояние для страйповой фазы и

упорядоченное феррромагнитное состояние для

ферромагнитной фазы. Показано, что в зависи-

мости от соотношений обменных взаимодействий

между первыми и вторыми ближайшими соседями,

основное состояние системы может быть как сильно

вырожденным, что свидетельствует о наличии

фрустрации в системе, так и слабо вырожденным.
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12. R. Kotecký, J. Salas, and A.D. Sokal, Phys. Rev. Lett.

101, 030601 (2008).

13. J.K. Burton Jr. and C. L. Henley, J. Phys. A: Math.

Gen. 30, 8385 (1997).

14. J. Kolafa, J. Phys. A: Math. Gen. 17, L777 (1984).

15. M.P.M. den Nijs, M. P. Nightingale, and M. Schick,

Phys. Rev. B 26, 2490 (1982).

16. J. Salas and A.D. Sokal, J. Stat. Phys. 92, 729 (1998).

17. J. P. Lv, Y. Deng, J. L. Jacobsen, and J. Salas, J. Phys.

A: Math. Theor. 51, 365001 (2018).

18. E. Domany, M. Schick, and J. S. Walker, Phys. Rev.

Lett. 38, 1148 (1977).

19. F.A. Kassan-Ogly and A. I. Proshkin, Phys. Solid State

60, 1090 (2018).

20. Y. Panov and O. Rojas, Phys. Rev. E 103, 062107

(2021).

21. H.T. Diep, Frustrated Spin Systems, World Scientific

Publishing Co. Pte. Ltd., Singapore (2004), p. 624.

22. Д.Р. Курбанова, А.К. Муртазаев, М. К. Рамазанов,

М.А. Магомедов, Т.А. Тааев, ЖЭТФ 158, 1095

(2020).

23. А.К. Муртазаев, М.К. Рамазанов, М.К. Мазагаева,

М. А. Магомедов, ЖЭТФ 156, 502 (2019).

24. М. К. Рамазанов, А.К. Муртазаев, М.А. Магомедов,

М. К. Мазагаева, ФТТ 62, 442 (2020).

25. А.К. Муртазаев, М.К. Мазагаева, М. К. Рамазанов,

М. А. Магомедов, А.А. Муртазаева, ФТТ 63, 622

(2021).

26. M. K. Ramazanov, A.K. Murtazaev, M.A. Magomedov,

T. R. Rizvanova, and A.A. Murtazaeva, Low Temp.

Phys. 47, 396 (2021).

27. Л.Е. Свистов, А.И. Смирнов, Л.А. Прозорова,

О.А. Петренко, А.Я. Шапиро, Л.Н. Демьянец,

Письма в ЖЭТФ 80, 231 (2004).

28. А.О. Сорокин, Письма в ЖЭТФ 109, 423 (2019).

29. А.О. Сорокин, Письма в ЖЭТФ 111, 34 (2020).

30. D.P. Landau and K. Binder, Monte Carlo Simulations

in Statistical Physics, Cambridge University Press,

Cambridge (2000).

31. F. Wang and D.P. Landau, Phys. Rev. E 64, 056101

(2001).

32. C. Zhou and R.N. Bhatt, Phys. Rev. E 72, 025701

(2005).

33. F. Wang and D.P. Landau, Phys. Rev. Lett. 86, 2050

(2001).

34. F. Wang and D.P. Landau, Phys. Rev. E 64, 056101

(2001).

35. Y. Komura and Y. Okabe, Phys. Rev. E 85, 010102

(2012).

Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 7 – 8 2022


