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Теоретически исследованы векторные солитоны на неустойчивом постоянном фоне (векторные бри-

зеры) в рамках фокусирующего двух-компонентного нелинейного уравнения Шредингера. На основе

упрощенной версии метода обратной задачи рассеяния – схемы “одевания” – получены точные решения,

описывающие резонансное взаимодействие векторных бризеров. Резонанс представляет трех-бризерный

процесс, т.е. слияние двух бризеров в один, либо распад одного бризера на два. Процесс происходит

таким образом, что для соответствующих бризерам волновых чисел и частот выполняются условия ре-

зонанса.
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Введение. Одномерное нелинейное уравнение
Шредингера (НУШ) представляет одну из наиболее
универсальных и фундаментальных моделей нели-
нейной физики при описании распространения узко-
полосного волнового пакета в слабо нелинейной сре-
де [1–3]. С. В. Манаков изучил двух-компонентный
(векторный) аналог НУШ, который в настоящее вре-
мя известен как система Манакова [4]. В данной ра-
боте мы исследуем систему Манакова с фокусирую-
щей нелинейностью в присутствии постоянного мо-
дуляционно неустойчивого фона (конденсата). В без-
размерных переменных система Манакова имеет вид:

iψ1t −
1

2
ψ1xx − (|ψ1|2 + |ψ2|2 −A2)ψ1 = 0, (1)

iψ2t −
1

2
ψ2xx − (|ψ1|2 + |ψ2|2 −A2)ψ2 = 0.

Здесь t – время, x – пространственная координа-
та; ψ1,2 – компоненты комплексного волнового по-
ля; A1,2 = const представляют вещественные ампли-
туды конденсата; A =

√
A2

1 +A2
2. Наличие конден-

сата в модели (1) приводит к граничным условиям:
|ψ1,2|2 → A2

1,2 при x→ ±∞.
Система (1) широко используется в нелинейной

оптике как модель распространения света в двулуче-
преломляющем оптоволокне [3]. В этом случае ком-
поненты ψ1, ψ2 отвечают различным световым поля-

1)e-mail: agelash@gmail.com

ризациям, взаимодействие которых продуцирует бо-
гатый набор нелинейных явлений [1].

Система Манакова, как и скалярное НУШ, от-
носится к классу уравнений, интегрируемых мето-
дом обратной задачи рассеяния (МОЗР), что позво-
ляет построить ее точные многосолитонные решения
[5, 4]. Ключевую роль в построении МОЗР для си-
стемы Манакова играет вспомогательная линейная
система 3× 3 для матричной волновой функции Йо-
ста. Согласно теории МОЗР, каждый солитон волно-
вого поля характеризуется определенным комплекс-
ным собственным числом λ вспомогательной систе-
мы. Величина λ задает форму и скорость движения
солитона. Взаимодействие поляризованных солито-
нов впервые изучено С. В. Манаковым [4]. На настоя-
щее время векторным солитонам посвящено большое
число работ, см., например, [6, 3].

При наличии фона решения скалярного НУШ
трансформируются в осциллирующие волновые
структуры – бризеры. Фундаментальными состав-
ляющими семейства бризеров скалярного НУШ
служат солитоны Кузнецова [7], Ахмедиева [8],
Перегрина [9] и Таджири–Ватанабе [10]. Бризерные
решения могут аналитически описывать формиро-
вание волн-убийц [11] и развитие модуляционной
неустойчивости [8, 12]. Бризеры и их взаимодей-
ствие интенсивно исследуются в эксперименте, см.
[13–15]. В [16] представлены векторные аналоги
бризеров Кузнецова, Ахмедиева и Перегрина. В
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работе [17] в рамках МОЗР проведен детальный
анализ начально-краевой задачи для системы (1) на
основе задачи Римана и дана общая классификация
типов векторных бризеров на основе аналитических
свойств функций Йоста. Согласно этой классифика-
ции, векторные бризеры системы Манакова делятся
на три типа: I, II и III, причем солитоны II и III не
имеют аналогов в скалярном фокусирующем НУШ.

В интегрируемых моделях солитоны (бризеры)
обычно взаимодействуют упруго, а число взаимодей-
ствующих солитонов не меняется со временем. Одна-
ко, как показано В. Е. Захаровым и С. В. Манаковым
[18] (см. также работу Д. Дж. Каупа [19]), взаимодей-
ствие солитонов в интегрируемой системе трех волн
может приводить к их слиянию, либо распаду. Позже
нетривиальные взаимодействия солитонов были об-
наружены в двумерной теории поля [20]. Подобный
нелинейный волновой процесс запрещен для скаляр-
ного НУШ и системы Манакова с нулевыми гранич-
ными условиями. Тем не менее, при добавлении в
систему Манакова постоянного фона слияние либо
распад различных когерентных структур оказывает-
ся возможным [21, 22].

В данной работе мы представляем точное реше-
ние системы (1), описывающее резонансное взаимо-
действие бризеров типов I, II и III. Под резонансным
взаимодействием мы понимаем трех-бризерный про-
цесс, т. е. слияние двух бризеров в третий или распад
одного бризера на два. Участвующие во взаимодей-
ствии бризеры имеют каждый свой тип: I, II или III.
Мы установили, что волновые вектора kI, kII, kIII и
частоты ωI, ωII, ωIII удовлетворяют типичному усло-
вию резонанса.

Метод “одевания” для векторных бризе-

ров. Для построения бризерных решений систе-
мы Манакова мы используем процедуру “одевания”.
Данный метод, известный также как схема одевания
Дарбу, в различных вариантах служит популярным
средством построения точных решений интегрируе-
мых нелинейных моделей, см. [5, 23–25]. Мы исполь-
зуем векторный аналог метода одевания, развитого
ранее для скалярного НУШ в работе [26].

В этом разделе мы кратко опишем метод “одева-
ния”, позволяющий построить точные бризерные ре-
шения системы Манакова (1) при наличии постоян-
ного фона. Рассмотрим вспомогательную линейную
систему для 3 × 3 матричной волновой функции Φ,
зависящей от x, t и от комплексного спектрального
параметра λ:

Φx = UΦ, (2)

Φt = VΦ = −(λU + iW/2)Φ. (3)

Здесь U и W представляют собой следующие 3 × 3

матрицы:

U =




−iλ ψ1 ψ2

−ψ∗
1 iλ 0

−ψ∗
2 0 iλ


 , (4)

W =


|ψ1|2 + |ψ2|2 −A2 ψ1x ψ2x

ψ∗
1x −|ψ1|2 +A2 −ψ∗

1ψ2

ψ∗
2x −ψ1ψ

∗
2 −|ψ2|2 +A2


 .

Система Манакова (1) служит условием совместно-
сти уравнений (2) и (3):

Φxt = Φtx.

Из уравнений (2), (3) также следуют дополнитель-
ные соотношения для функций Φ−1 и Φ†:

Φ−1
x = −Φ−1U, Φ−1

t = −Φ−1V, (5)

Φ†
x = Φ†U†, Φ

†
t = Φ†V†. (6)

Здесь знак † означает эрмитово сопряжение. Сравни-
вая (5) и (2), из условий симметрии U†(λ∗) = −U(λ),
V†(λ∗) = −V(λ), находим, что функция Φ удовле-
творяет редукции:

Φ†(λ∗) = Φ−1(λ). (7)

На первом этапе процедуры “одевания” мы нахо-
дим решение Φc системы (2), (3) на фоне конденсата
ψ1,2 = A1,2:

Φc(x, t, λ) =




0, eϕ, −i re−ϕ

−A2

A e−ϕ0 , −A1

A i reϕ, A1

A e−ϕ

A1

A e−ϕ0, −A2

A i reϕ, A2

A e−ϕ


 ,

(8)
где

ϕ0 = −iλx+
i

2

(
λ2 + ζ2

)
t, ϕ = −iζ x+ iλ ζ t,

и

r = A/(λ+ ζ), ζ =
√
λ2 +A2.

Решение Φc(x, t, λ) удовлетворяет вспомогатель-
ной системе:

Φc x = UcΦ, Φc t = VcΦ, (9)

где Vc = −(λUc + iWc), и
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Uc =




−iλ A1 A2

−A1 iλ 0

−A2 0 iλ


 ,

Wc =
1
2




0 0 0

0 A2
2 −A1A2

0 −A1A2 A2
1


 .

Затем мы вводим “одевающую” функцию

χ = ΦΦ−1
0 , (10)

удовлетворяющую асимптотическим условиям:

χ(λ) → E+
χ̃

λ
+O(λ−2) при |λ| → ∞, (11)

где χ̃ – постоянная матрица (независящая от λ), E –
единичная матрица. Из (7) находим, что функция
χ(x, t, λ) удовлетворяет редукции:

χ†(λ∗) = χ−1(λ). (12)

Из (2), (3), (5), (2) получаем уравнения:

χ−1
x = −χ−1U+Ucχ

−1, (13)

χ−1
t = −χ−1V +Vcχ

−1.

Затем, выбирая χ так, чтобы матрицы U и V были
мероморфны в λ-плоскости, получаем новое реше-
ние уравнений (2), (3). Подставляя разложение (11)
в уравнение (13), получаем окончательную формулу
для вычисления компонент ψ1,2:

ψ1 = A1 + 2iχ̃12, ψ2 = A2 + 2iχ̃13. (14)

Предположим, что функция χ имеет единствен-
ный полюс λ = λ1:

χ = E+
N

λ− λ1
, (15)

где N – постоянная матрица. Тогда из (12) получаем,
что:

χ−1 = E+
N†

λ− λ∗1
. (16)

Из условия χχ−1 = E находим:

χ(λ1)N
†(λ1) = 0. (17)

Отсюда следует, что матрицы N, N† вырождены и
их можно выразить через трех-компонентные векто-
ры p и q:

Nαβ = pαqβ , N† = q∗αp
∗
β , α, β = 1, 2, 3.

Для устранения в выражении (13) лишнего полюса в
точке λ = λ∗1 мы должны наложить на вектор q(x, t)

условие,
∂xq

∗ −Uc(x, t, λ
∗
1)q

∗ = 0.

Отсюда мы находим вектор q в виде

q(x, t) = Φ∗
c(x, t, λ

∗
1)C, (18)

где C – произвольный трех-компонентный комплекс-
ный вектор. Окончательно из (17) получаем вектор
p в виде:

p =
q∗

|q|2 (λ1 − λ∗1).

Таким образом, однополюсная функция χ(x, t, λ)

(15) полностью определена. Используя формулу (14),
получаем компоненты ψ1,2 соответствующего (15)
однополюсного решения системы Манакова (1) на
фоне конденсата:

ψ1 = A1 +
2 i (λ− λ∗) q∗1q2

|q|2 , (19)

ψ2 = A2 +
2 i (λ− λ∗) q∗1q3

|q|2 .

Данное решение параметризуется комплексным
собственным числом λ и содержит произволь-
ный комплексный трех-компонентный вектор
C = (C0, C1, C2)

T (здесь символ T означает транспо-
нирование). Здесь и далее мы полагаем λ1 ≡ λ. Мы
используем обозначения

ζ =
√
λ2 +A2, r = A/(λ+ ζ). (20)

Компоненты вектора q = (q1, q2, q3)
T , см. уравне-

ние (18), можно записать в следующем виде:

q1 = e−ϕC1 + i reϕ C2, (21)

q2 =
1

A

[
−A2e

ϕ0C0 +A1

(
i re−ϕC1 + eϕC2

)]
,

q3 =
1

A

[
A1e

ϕ0C0 +A2

(
i re−ϕC1 + eϕC2

)]
,

где функции ϕ0 и ϕ определяются так:

ϕ0 = −iλx+
i

2

(
λ2 + ζ2

)
t = u0 − iv0, (22)

ϕ = −iζ x+ iλ ζ t = u− iv,

с помощью функций u, v, u0, v0:

u0 = Im[λ]x− 1

2
Im[λ2 + ζ2]t, (23)

v0 = Re[λ]x − 1

2
Re[λ2 + ζ2]t,

u = Im[ζ]x − Im[λζ]t,

v = Re[ζ]x− Re[λζ]t.
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Здесь и далее, Re и Im означают вещественную и
мнимую части комплексного числа.

Отметим, что преобразования

qn → cqn, (24)

где c – произвольная комплексная константа, не ме-
няют решения (19). Это значит, что при произволь-
ном выборе вектора C решение содержит четыре ве-
щественных свободных параметра. Отметим также,
что система Манакова имеет нетривиальные реше-
ния, только когда вектор C содержит по крайней
мере две ненулевые компоненты. Далее мы обсудим
физический смысл параметров решения (19) и раз-
личные возможности выбора вектора C.

Бризеры типов I, II и III. В этом разделе
мы исследуем простейшие пространственно локали-
зованные бризеры системы Манакова. В работе [17]
предложена классификация, согласно которой они
названы бризерами типов I, II и III. Мы покажем, что
все они описываются формулой (19) в случаях, когда
одна из компонент вектора C обращается в нуль. Мы
также используем следующую параметризацию для
спектрального параметра λ и связанных с ним функ-
ций (детали см. в [26]):

λ = A sinh(ξ + iα),

ζ = A cosh(ξ + iα),

r = e−ξ−iα.

Мы начнем со случая C0 = 0. Ему соответству-
ет бризер типа I – простое векторное обобщение ре-
шения скалярного НУШ, в котором две компоненты
системы Манакова не взаимодействуют и удовлетво-
ряют соотношению

ψ2 = (A2/A1)ψ1. (25)

Другими словами, каждая компонента волнового
поля представляет хорошо известный бризер скаляр-
ного НУШ, см., например, [27]. Соотношение (24) по-
казывает, что вектор C теперь содержит лишь один
независимый комплексный параметр. Это позволяет
записать его компоненты в виде:

C0 = 0, C1 = C−1
2 = eIm[ζ]δ+iθ/2, (26)

где δ и θ – вещественные параметры, определяющие
положение центра бризера и его фазу. Исходя из об-
щего решения (19), вещественную и мнимую части
волнового поля для бризера типа I можно записать
как:

ReψI
1,2 = A1,2 − (27)

−2A1,2 sinα cosh ξ [cos(2vI) cosh ξ + cosh(2uI) sinα]

cosh ξ cosh(2uI) + sinα cos(2vI)
,

ImψI
1,2 =

=
2A1,2 sinα cosh ξ [sinh (2uI) cosα+ sin (2vI) sinh ξ]

cosh ξ cosh(2uI) + sinα cos(2vI)
,

где

uI =
l−1
I (x− VIt− δ)

2
, vI =

kIx− ωIt+ θ

2
, (28)

содержат характерную ширину бризера lI, его груп-
повую скорость VI, характерный волновой вектор kI
и характерную частоту ωI:

lI = (2Im[ζ])−1 = (2A sinα sinh ξ)−1,

VI =
Im[λζ]

Im[ζ]
=
A cosα cosh 2ξ

sinh ξ
,

kI = 2Re[ζ] = 2A cosα cosh ξ,

ωI = 2Re[λζ] = A2 cos 2α sinh 2ξ. (29)

Бризер типа I имеет асимптотики

ψI
1,2 → A1,2 e

±2 iα; x→ ±∞, (30)

так что полный сдвиг фазы постоянного фона состав-
ляет 4α. Рисунок 1 демонстрирует пример бризера
типа I, движущегося с ненулевой скоростью. В этой

Рис. 1. (Цветной онлайн) |ψ1| (сплошная синия линия)

и Arg[ψ1] (штрихованная зеленая линия) для вектор-

ного бризера типа I, где Arg обозначает комплексную

фазу. Параметры решения определены в (31). Горизон-

тальные черные штриховые линии отмечают асимпто-

тики (30). Стрелка в верхнем углу рисунка показывает

направление движения бризера. Компонента ψ2 не по-

казана, так как отличается от ψ1 только масштабным

преобразованием (25)

работе для иллюстраций мы всегда выбираем значе-
ния (выбор обусловлен наглядностью рисунков):
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A1 = 1, A2 = 2; (31)

α = π/5, ξ = 1/4, θ = 0, δ = 0;

t1 = −4.4, t2 = 4.5.

При C1 = 0 мы получим другое нетривиальное
решение системы Манакова, которое мы называем
бризером типа II, опять же согласно классификации
[17]. Записав компоненты C в виде

C0 = e−Im[λ]δ+iθ/2, C1 = 0, C2 = e−Im[ζ]δ−iθ/2, (32)

из (19) получим:

ψII
1 = A1 +

4 i eiα sinα cosh ξ(A1 − A2e
uII−ivII)

e2uII+ξ + 2 cosh ξ
,

ψII
2 = A2 +

4 i eiα sinα cosh ξ(A2 + A1e
uII−ivII)

e2uII+ξ + 2 cosh ξ
, (33)

где

uII =
l−1
II (x − VIIt− δ)

2
, vII = kIIx− ωIIt− θ. (34)

Физические характеристики бризера типа II:

lII = (2(Im[λ]− Im[ζ]))−1 = (2Ae−ξ sinα)−1, (35)

VII =
Im[λ2 + ζ2]/2− Im[λζ]

Im[λ]− Im[ζ]
= −A cosαe−ξ,

kII = Re[λ]− Re[ζ] = −A cosα e−ξ,

ωII =
1
2Re[λ

2 + ζ2]− Re[λζ] = A2

2 e
−2ξ cos 2α.

Бризер типа II имеет асимптотики:

ψII
1,2 → A1,2e

2 iα; x→ −∞, (36)

ψII
1,2 → A1,2; x→ +∞.

Рисунок 2 демонстрирует пример бризера типа II,
движущегося с ненулевой скоростью.

При C2 = 0 получаем бризер типа III. Записывая
C в виде:

C0 = e−Im[λ]δ−iθ/2, (37)

irC1 = eIm[ζ]δ+iθ/2, C2 = 0,

из (19) находим:

ψIII
1 = A1 − 4i sinαe−iα cosh ξ

A1 +A2e
uIII−ivIII

e2uIII+ξ + 2 cosh ξ
, (38)

ψIII
2 = A2 − 4i sinαe−iα cosh ξ

A2 −A1e
uIII−ivIII

e2uIII+ξ + 2 cosh ξ
, (39)

где

uIII =
l−1
III (x − VIIIt− δ)

2
, vIII = kIIIx− ωIIIt+ θ. (40)

Рис. 2. (Цветной онлайн) |ψ1,2| (сплошная синяя линия)

и Arg[ψ1,2] (штрихованная зеленая линия) для вектор-

ного бризера типа II. Параметры решения определены

в (31). Горизонтальными черными штриховыми линия-

ми показаны асимптотики (36). Стрелка в верхнем углу

рисунков указывает направление движения бризера

Физические характеристики бризера III:

lIII = (2(Im[λ] + Im[ζ]))−1 = (2Aeξ sinα)−1, (41)

VIII =
Im[λ2 + ζ2]/2 + Im[λζ]

Im[λ] + Im[ζ]
= Aeξ cosα,

kIII = Re[λ] + Re[ζ] = Aeξ cosα,

ωIII =
1

2
Re[λ2 + ζ2] + Re[λζ] =

A2

2
e2ξ cos 2α.

Бризер III имеет асимптотики:

ψIII
1,2 → A1,2e

−2 iα; x→ −∞, (42)

ψIII
1,2 → A1,2; x→ +∞.

Рисунок 3 демонстирует пример бризера типа III,
движущегося с ненулевой скоростью. Частные слу-
чаи бризеров I, II и III с параметрами α = π/2, ξ > 0

и α < π/2, ξ = 0 требуют отдельного рассмотрения,
которое в данной работе мы не приводим.

Резонансное взаимодействие векторных

бризеров. Рассмотрим общее решение (19) в слу-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Аналог рис. 2 для бризера ти-

па III

чае, когда все константы C0, C1, C2 отличны от
нуля. Решение имеет асимптотики:

ψ1,2 → A1,2e
−2 iα; x→ −∞, (43)

ψ1,2 → A1,2; x→ +∞.

Для определенности, положим α ∈ (0, π/2). То-
гда решение (19) описывает слияние бризеров I и II
в бризер III, см. рис. 4 и 5. Для подтверждения этого
поочередно перейдем в системы отсчета:

u = const, (44)

u0 − u = const, (45)

при t→ −∞ и

u0 + u = const (46)

при t→ ∞. Напомним, что u и u0 определены в (23).
Условия (44), (45) и (46) означают, что в выра-

жениях (21) eϕ0 → 0, e−ϕ → 0 и eϕ → 0 соответ-
ственно. Тогда в каждой из указанных систем отсче-
та мы получим в точности бризерные решения (27),
(33) и (39). Данное утверждение иллюстрируют при-
веденные ранее рис. 1–4, которые построены в оди-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Резонасное слияние вектор-

ных бризеров I + II → III в моменты времени t = t1
(верхний рисунок) и t = t2 (нижний рисунок). Сплош-

ная синяя линия демонстрирует |ψ1|, а штрихованная

зеленая линия – это Arg[ψ1]. Параметры решения опре-

делены в (31). Горизонтальными черными штриховыми

линиями показаны асимптотики (43)

наковые моменты времени t1 и t2, что позволяет со-
поставить асимптотические состояния резонансных
бризеров (рис. 4) и одиночные бризеры (рис. 1, 2 и 3).
Из явных выражений (29), (35) и (41) для волновых
векторов и частот бризеров мы находим, что бризеры
сливаются резонасным образом – так, что:

kI + kII = kIII, (47)

ωI + ωII = ωIII. (48)

Обсуждение и заключение. В данной работе
мы показали, что векторные бризеры модели Мана-
кова типов I, II и III могут участвовать в слиянии
либо распаде так, что их волновые векторы и час-
тоты удовлетворяют условиям резонанса. Мы пола-
гаем, что аналогичный результат можно получить,
исходя из двухполюсного решения системы Манако-
ва. В таком случае, за каждый бризер типа I и II/III
отвечает свое собственное число. При этом слияние
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Рис. 5. Пространственно-временные портреты |ψ1|

(верхний рисунок) и |ψ2| (нижний рисунок) для резо-

насного слияния векторных бризеров I + II → III

этих собственных чисел приводит к резонансному
взаимодействию бризеров, аналогично случаю трех-
компонентных солитонов [18]. Подобное резонансное
взаимодействие солитонов/бризеров обычно наблю-
дается в трех- (и более) компонентных системах без
дисперсии, таких как модель трех волн [18, 19]. В
нашем случае резонансное взаимодействие оказалось
возможным в двух-компонентной системе с диспер-
сией благодаря наличию конденсата.

Мы полагаем, что полученный результат вносит
ощутимый вклад в исследование векторных бризе-
ров, особенно значимый ввиду недавнего прогресса
в теоретическом и экспериментальном исследовании
многокомпонентных моделей в гидродинамике и оп-
тике [28–30].

Мы благодарны Е. А. Кузнецову за плодотворное
обсуждение результатов работы.
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