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Теоретически исследованы электронные процессы с участием заряженной примеси в монослое ди-

халькогенидов переходных металлов (ДХПМ) и в графене со щелью (gapped graphene). В рамках ми-

нимальной двухзонной модели найден спектр связанных состояний, транспортное сечение рассеяния

электронов на заряженном донорном центре и вероятность фотоионизации донора. Последнее обладает

существенной долинной селективностью.
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Введение. Специфическая зонная структура мо-

нослоев ДХПМ привлекла к этим объектам большое

внимание и стала причиной их интенсивных экспе-

риментальных и теоретических исследований [1–8].

Ряд интересных и необычных физических явлений

возможен в этих двумерных полупроводниках. бла-

годаря наличию двух неэквивалентных долин, в ко-

торых состояния электронов при одинаковой энер-

гии имеют противоположные по знаку и равные по

абсолютной величине средние моменты количества

движения. Это приводит к так называемой долинной

селективности оптического поглощения циркулярно

поляризованного света [6]. С этим же связана соб-

ственная (intrinsic) намагниченность ДХПМ [6–8].

Представляется интересным проследить влияние

упомянутой особенности зонной структуры на про-

цессы электрон-примесного взаимодействия. В дан-

ной работе мы рассматриваем кулоновский примес-

ный центр в монослое ДХПМ в рамках принятой для

таких материалов модели с гамильтонианом [8]:

H =

[

∆c

2 0

0 −∆v

2

]

+ γστ p̂, (1)

где ∆c = ∆ + 2λcστ , ∆v = ∆ − 2λvστ , ∆ – энер-

гетическая щель, λc, λv – параметры спинового рас-

щепления зоны проводимости (c) и валентной зоны

(v), соответственно, γ – межзонная скорость (пара-

метр материала), στ = (τσx, σy), σ – матрицы Па-

ули, τ = ±1 – долинный индекс, σ = ±1 – знак
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проекции спина, p̂ – оператор двумерного импуль-

са. Присутствие кулоновского центра с потенциалом

U(r) = −α/r (α > 0 в случае притяжения) приводит

нас к двумерному варианту задачи о релятивистском

атоме водорода, но множитель τ перед σx в гамиль-

тониане и асимметрия щели из-за ∆c 6= ∆v вносят

некоторые изменения в детали вычислений (ср. [9]).

Двумерная задача о связанных состояниях на куло-

новском центре и о резерфордовском рассеянии для

дираковских электронов уже рассматривалась в ли-

тературе. Работа [10] содержит подробное изложение

решения задачи о связанных состояниях двумерно-

го атома водорода. В работах [11, 12] на примере

графена исследуется поляризация вакуума безмас-

совых дираковских электронов и экранировка точеч-

ного заряда, в том числе при его сверхкритической

величине. Рассеяние на кулоновском потенциале дву-

мерных электронов с релятивистским законом дис-

персии, помимо этих же работ [11, 12], рассматри-

валось в [13, 14]. В этих четырех статьях сечение

представлено в виде ряда по угловым гармоникам,

а в [14] авторы в области применимости теории воз-

мущений в кулоновском поле приводят замкнутую

формулу, содержащую релятивистские поправки по-

рядка (v/c)2 к результату шредингеровской теории.

Кулоновский центр в графене со щелью исследован

в [15].

Во всех перечисленных работах авторы ведут

вычисления для гамильтониана, не учитывающего

асимметрию щели и либо вообще не пишут долин-

ный индекс τ , либо приводят результаты лишь для

τ = 1 (что по сути одно и тоже). Но в случае ДХПМ
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неэквивалентность долин в некоторых случаях при-

водит к реальным физическим следствиям, которые

мы проследим в данной работе.

Волновые функции и спектр связанных

состояний. Гамильтониан (1) приводит к системе

уравнений для компонент ψ1, ψ2 спинорной волно-

вой функции, которые из-за асимметрии щели (∆c 6=
6= ∆v) лишь постоянными коэффициентами отли-

чаются от хорошо известных уравнений трехмерной

задачи (см., например, [9]). Их решения имеют вид

(~ = 1):

ψ1 = rxj− 1

2 e−λr

√

∆v

2
+ E

K1 +K2

2i
ei(j−

τ
2 )ϕ, (2)

ψ2 = τrxj− 1

2 e−λr

√

∆c

2
− E

K1 −K2

2
ei(j+

τ
2 )ϕ.

Функции K1 и K2 определяются формулами

K1 = AF

(

1− τ

2
+ xj − y, 1 + 2xj ; 2λr

)

,

K2 = BF

(

1 + τ

2
+ xj − y, 1 + 2xj ; 2λr

)

, (3)

где xj =
√

j2 − α2

γ2 , y = α(δ+4E)
4γ2λ , δ = ∆v −∆c.

Здесь r и ϕ – цилиндрические координаты, j =

= ±1/2,±3/2 . . ., α = e2/εeff, где εeff – эффективная

диэлектрическая постоянная, зависящая от конкрет-

ной структуры: монослой ДХПМ может лежать на

диэлектрической подложке или находиться в струк-

туре типа “сэндвича”.

Уровни энергии получаются из условия xj − y =

= −nr, где nr = 0, 1, 2 . . ., и даются формулой

E(nr, j) = − δ
4
+

+
∆c +∆v

4






1 +

α2

γ2
(

nr +
√

j2 − α2

γ2

)2







− 1

2

. (4)

Известное из 3D задачи ограничение на состояния

с нулевым радиальным числом здесь несколько ви-

доизменяется: при nr = 0 должно быть jτ > 0, т.е.

j > 0 в долине τ = +1 и j < 0 в другой долине. Ниже

будет показано, что это оказывается существенным

для оптических переходов из состояний nr = 0.

Как видно из (4), энергия зависит только от j2 =

= (m + τ/2)2. Отсюда следует, что совпадают уров-

ни с противоположными орбитальными моментами

m лишь для разных долин E+
m = E−

m, что отличает

ДХПМ от обычных полупроводников, где выполня-

ется Em = E−m. Далее, в разных долинах совпада-

ют уровни с соседними значениями m: E+
m = E−

m+1

и E−
m = E+

m−1, где верхний знак отвечает значению

τ . Это вырождение вполне аналогично совпадению

уровней ns1/2 и np1/2, np3/2 и nd3/2 и т.д. в тонкой

структуре атома водорода, только здесь роль спина

играет номер долины.

Известно, что формула типа (4) для дираковско-

го электрона в поле заряда Z имеет смысл в своей

точной форме при Ze2/~c ∼ 1 и неприменима для

Z > 137. В нашем случае роль скорости света играет

параметр γ. Для соединения MoS2 γ = 5.6 · 107см/с,
т.е. уже при единичном заряде донорного центра ра-

дикал в (4) становится мнимым для некоторых зна-

чений j. Описание таких состояний требует учета от-

клонения поля от кулоновского на малых расстояни-

ях. Это хорошо известная проблема сверхтяжелых

атомов в теории Дирака. Ее принципиальное реше-

ние дано в работе [16], а полный обзор проблемы

с библиографией вопроса содержится в обзоре [17].

Показано, что при обрезании кулоновского потен-

циала на некотором радиусе R0 исчезает корневая

сингулярность в спектре энергий и уровень энергии

E(nr, j), пройдя точку j = α/γ, продолжает опус-

каться, пока не дойдет до границы нижнего конти-

ниума – в нашем случае это потолок валентной зо-

ны. Результат, однако, теряет универсальность и су-

щественно зависит от способа обрезки закона 1/r,

т.е. не только от радиуса R0, но и от деталей по-

ведения потенциала при r < R0. В рассматривае-

мой нами задаче граница применимости кулоновско-

го потенциала R0 определяется не радиусом заря-

женного донора, а диэлектрическим экранировани-

ем. Оно является следствием различия диэлектриче-

ских постоянных (ДП) в трехслойной структуре: мо-

нослой ДХПМ (вклад его поляризуемости в измене-

ние электростатического поля можно охарактеризо-

вать некоторой эффективной толщиной и ДП ε [18])

и два окружающих монослой полупространства – ε1
и ε2. Область существенного отклонения потенциа-

ла от кулоновского становится важной при сильном

диэлектрическом контрасте ε ≫ ε1, ε2. Тогда фурье-

образ потенциала имеет вид 4πe/(εk2a+ (ε1 + ε2)k),

где a – толщина промежуточного слоя, а сам по-

тенциал логарифмически зависит от расстояния (см.

[19–21]). При малой толщине “a” первое слагаемое в

знаменателе, ответственное за отклонение от закона

Кулона, становится существенным, если расстояние

r ∼ 1/k < aε/(ε1 + ε2) = R0. ДП объемного MoS2 по-

рядка 10, a ∼ 5 Å, поэтому для сэндвич-структуры

R0 = 6 Å, а для монослоя на подложке R0 = 10 Å.

Радиус связанного состояния 〈rj〉 при nr = 0

для момента j, вычисленный с функциями (2), ра-

вен |j|(2xj + 1)γ2/α∆ = 2.5|j|(2xj + 1) Å для пара-
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метров MoS2; при εeff = 4 (сэндвич) отношение α/γ

равно 0.98, а в монослое на подложке – 1.56. Отсюда

видно, что состояния с j = 1/2, 3/2 не могут быть

описаны кулоновскими решениями по двум причи-

нам: сверхкритический “заряд ядра” и отклонение

поля от кулоновского из-за диэлектрического экра-

нирования. Применимость изложенного выше расче-

та при nr = 0 начинается с j = 5/2 (с ростом nr поро-

говое j уменьшается). Для графена на подложке SiC

(ε = 7, γ = 108 см/с, ∆ = 0.26 эВ) имеем: R0 практи-

чески такое же, как для MoS2, 〈rj〉 = 46|j|(2xj+1) Å,

α/γ = 0.55, поэтому кулоновскими являются состоя-

ния, начиная с j = 3/2.

Резерфордовское рассеяние. В непрерывном

спектре параметр λ становится чисто мнимым: λ =

= −ip, где γp = [(E −∆c/2) (E +∆v/2)]
1/2

, в вол-

новой функции вклады K1 и K2 меняются местами

при перемене знака τ . Поэтому связь констант A и

B можно представить в виде (тильдой отмечены ве-

личины, относящиеся к непрерывному спектру):

A

B
=

[

xj − iỹ

jτ + iz̃

]τ

= e−2iθj , (5)

ỹ =
α (δ + 4E)

4γ2p
, z̃ =

α (∆c +∆v)

4γ2p
.

Падающая волна с единичным потоком вдоль оси x

описывается спинором

χ0 =
eipx√
2γ







(

E+∆v/2
E−∆c/2

)1/4

τ
(

E−∆c/2
E+∆v/2

)1/4






. (6)

Разлагая эту функцию по цилиндрическим волнам

свободного движения и обычным образом исклю-

чая сходящиеся волны, найдем спинорную амплиту-

ду рассеяния:

f(ϕ) =

[

f1(ϕ)

f2(ϕ)

]

=
e−iπ/4

2
√
πγp

∑

j

(

e2iΦj+iπj − 1
)

×

×







(

E+∆v/2
E−∆c/2

)1/4

ei(j−
τ
2
)ϕ

τ
(

E−∆c/2
E+∆v/2

)1/4

ei(j+
τ
2
)ϕ






. (7)

Здесь фаза Φj определена соотношением:

e2iΦj = e−iπxj+iθj Γ (1 + xj − iy)

Γ (1 + xj + iy)
. (8)

(Мы не выписываем в Φj кулоновский логарифм ра-

диуса r, так как он сокращается в формуле для се-

чения).

Ток рассеянных частиц 〈ur〉 находится как сред-

нее значение радиальной компоненты оператора

ûr = γστnr = γ(σxτ cosϕ + σy sinϕ). В билиней-

ных комбинациях f1f
∗
2 и f∗

1 f2, входящих в 〈ur〉,
исчезает зависимость от τ , так что рассеяние не

обладает долинной селективностью. Полное сече-

ние σtot =
∫

〈ur〉rdϕ расходится, как и “положено”

при рассеянии на неэкранированном кулоновском

центре. Однако транспортное сечение за счет

множителя (1 − cosϕ) оказывается конечным без

учета экранирования – хорошо известное свойство

двумерного резерфордовского рассеяния, описыва-

емого обычным уравнением Шредингера. Для его

нахождения, как и в 3D случае, исключаем вклад

рассеяния вперед, т.е. опускаем единицу в скобках

формулы (7). Интересуясь здесь только сечением,

можно не производить обычную регуляризацию

кулоновской фазы, вычитая из всех Φj некоторое

Φj0, поскольку в сечение входят лишь разности

фаз, из которых этот вклад вместе с кулоновским

логарифмом выпадает. “Транспортный” множитель

(1− cosϕ) после интегрирования 〈ur〉 по ϕ оставляет

в двойной сумме по j и j′ лишь 3 члена: j = j′,
j = j′ − 1 и j = j′ + 1, причем третий вклад сво-

дится ко второму сдвигом индекса суммирования.

Окончательно получаем:

σtr =
2

p

′
∑

j

cos2 (Φj − Φj+1) . (9)

Разность Φj−Φj+1 при j → ∞ асимптотически стре-

мится (в зависимости от знака j) к ±π/2 + o(1/j2).

Таким образом, далекие члены суммы в (9) убыва-

ют как 1/j4, и ряд быстро сходится. Штрих у зна-

ка суммы означает, что в нее не включены вклады

от моментов j = ±1/2,±3/2. Как уже было сказа-

но, эти состояния в ДХПМ не являются чисто ку-

лоновскими, и их надо описывать с учетом “обреза-

ния” закона Кулона на малых расстояниях. Очень

близкая к данной нерелятивистская задача о резо-

нансном рассеянии заряженных частиц рассмотрена

в учебнике Ландау и Лифшица [14] (в рассматрива-

емом нами случае резонансного усиления рассеяния

нет, так как отсутствует близкий к дну зоны про-

водимости уровень энергии в запрещенной зоне). В

амплитуде рассеяния изменение потенциала в обла-

сти r < R0 ∼ 10−7 см приведет к изменению фаз

для j = ±1/2,±3/2. Вклад этих значений момента в

сумму по j не может, очевидно, превышать 4, тогда

как в наиболее актуальной области энергий, в кото-

рой мы провели численное суммирование (темпера-

тура электронов не выше 0.1 эВ) сумма всего ряда

значительно больше. Соответствующий график при-

веден на рис. 1. Зависимость транспортного сечения
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Рис. 1. Транспортное сечение рассеяния электрона на

однократно заряженном центре для MoS2 в сендвич-

структуре; ∆c = 1.66 эВ, ∆v = 1.36 эВ, γ = 5.6·107 см/с,

ǫeff = 4, E в электрон-вольтах. Степенная аппроксима-

ция изображена сплошной линией, точки – численное

суммирование ряда в (9)

от энергии, отсчитанной от дна зоны проводимости

хорошо спрямляется в логарифмических координа-

тах и дает закон 9.88 · 10−8 см/E1.002, E в электрон-

вольтах. Это очень близко соответствует точному ре-

зультату нерелятивистского резерфордовского рас-

сеяния в квазиклассическом пределе (e2/ǫeffhv ≫ 1):

σtr = πe2/ǫeffE (см. [13]). Такого совпадения и следо-

вало ожидать, так как вблизи экстремумов зон закон

дисперсии элементарных возбуждений в двухзонной

модели совпадает с таковым для обычного гамиль-

тониана уравнения Шредингера, а параметры ∆ и γ

таковы, что выполняется условие квазиклассичности

в той же области энергий. В качестве другого при-

мера мы рассчитали то же сечение для графена на

подложке SiC (∆ = 0.26 эВ, γ = 108 см/с, ǫeff = 4

в случае структуры SiC – графен–вакуум (ǫ самой

подложки равно 7). В этом случае состояния с мо-

ментами, не равными ±1/2, попадают в кулоновскую

область, поэтому в сумме (9) вклад слагаемых ±1/2

заменен на единицу.

Расчет показал, что (как и ожидалось при суще-

ственно меньшей щели ∆) отличие от результата для

сечения резерфордовского рассеяния в обычном по-

лупроводнике становится вполне заметным: при сте-

пенной аппроксимации зависимости σtr(E) показа-

тель степени близок к 0.9: σtr = 16.14·10−8 см/E0.865.

Соответствующая кривая приведена на рис. 2.

Фотоионизация донора. Рассмотрим перехо-

ды примесь-зона под действием циркулярно поля-

Рис. 2. Транспортное сечение рассеяния для графена

на подложке SiC. Степенная аппроксимация изображе-

на сплошной линией, точки – численное суммирование

ряда в (9)

ризованного излучения. Оператор взаимодействия

равен Hint = e
cA0γκv̂ = eA0γ

c
√
2
(τσx + iξσy), где

A0 – амплитуда вектор-потенциала световой волны,

κ
(

1√
2
, iξ√

2

)

– вектор поляризации, ξ = ±1 для пра-

вой (левой) поляризации света. Фотоионизация цир-

кулярно поляризованным излучением из состояния

E0, j в состояние E, j′ подчиняется правилу отбо-

ра по числу j, которое определяется только угловой

частью волновой функции и поэтому не зависит от

деталей поведения аксиально симметричного потен-

циала. При любом τ имеем j′ = j + ξ. Вероятность

процесса W равна сумме двух вкладов:

W =W+ +W− =

= (1 + ξτ)

(

E +
∆v

2

)(

∆c

2
− E0j

)

f(j + τ) +

+ (1− ξτ)

(

E − ∆c

2

)(

E0j +
∆v

2

)

f(j − τ). (10)

Функция f(j ± τ) есть результат интегрирования в

матричном элементе перехода между состояниями

дискретного и непрерывного спектров. Хотя инте-

грал этот берется в замкнутой форме, получающе-

еся выражение очень громоздко. В уравнении (10)

мы явно выделили множители, показывающие за-

висимость W от долинного индекса и от поляри-

зации излучения, а также определяющие поведение

вероятности ионизации вблизи порога процесса при

E → ∆c/2. Очевидна селективность сечения фотоио-

низации, причем ее энергетическая зависимость ка-

чественно отлична от аналогичной зависимости пере-
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ходов зона–зона для свободных электронов в моно-

слое ДХПМ. Как известно, в последнем случае селек-

тивность межзонных переходов определяется мно-

жителем (в симметричной модели ∆c = ∆v = ∆)

(∆/2E− ξτ)2 и равна единице на самом пороге иони-

зации ∆/2. В нашем случае отношение W+/W− при

приближении к порогу (p→ 0) стремится к конечно-

му пределу, зависящему от j и зонных параметров.

Например, при ионизации с уровня nr = 0, j = 5/2,

который, как оценено выше, уже попадает в область

применимости кулоновской модели, коэффициент се-

лективности на пороге равен 0.843.

На рисунке 3 показан результат соответствую-

щего численного расчета коэффициента селективно-

сти, который определяется отношением Q = |(W+ −
− W−)/(W+ + W−)|, где W+, W− – вероятности

ионизации в долинах +1 и −1 соответственно.

Рис. 3. Коэффициент селективности фотоионизации

донора с уровня (0,5/2) в MoS2 в сендвич-структуре

(∆c = 1.66 эВ, ∆v = 1.36 эВ, γ = 5.6 · 107 см/с, ǫeff = 4)

как функция энергии электрона в конечном состоянии.

Порог ионизации равен 0.06 эВ

Заключение. В работе выяснена специфика свя-

занных состояний электрона на заряженном примес-

ном центре в ДХПМ: при нулевом радиальном чис-

ле состояния с различными по знаку орбитальны-

ми числами “распределяются по долинам” в соответ-

ствии с правилом jτ > 0. Величина энергии любого

уровня не зависит от долинного индекса τ , однако за-

висимость спектра от τ присутствует в соотношени-

ях, определяющих какие состояния оказываются вы-

рожденными, а кратность вырождения вдвое боль-

ше, чем в однодолинных материалах. Транспортное

сечение рассеяния на кулоновском центре конечно

без учета экранирования и не обладает долинной се-

лективностью, но амплитуда рассеяния явно содер-

жит долинный индекс. Сечение фотоионизации до-

нора, напротив, является долинно селективным для

циркулярно поляризованного излучения. При при-

ближении возбуждающей частоты к порогу иониза-

ции коэффициент селективности стремится к конеч-

ному пределу, зависящему от j и зонных параметров.
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